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Probléme 1 - Hyperplans de .#,(R) stables par multiplication / 45

Partie I - Préliminaires
I.1. a) Vérifier que lapplication tr : M +— tr(M) est une forme linéaire sur .#,(R).

o 2 pts : tr est linéaire

e« 1 pt : tr est 4 valeur dans R

b) En déduire que plus généralement, pour toute matrice A € ., (R), Iapplication :

va  My(R) — R
M — tr(AM)

est encore une forme linéaire sur .#,(R).
« 1pt: tr(A (A-M+M-N)) :tr()\~AM+u-AN)>
o 1 pt : linéarité de la trace pour conclure

¢) Montrer : V (A, B) € #,(R)?, tr(AB) = tr(BA).

« 2 pts : avec découpage des calculs de tr(AB) et tr(BA) ou tout en une fois

L.2. Soit ¢ € L (M, (R),R) une forme linéaire sur .#,(R).

Justifier qu’il existe une unique matrice A € .#,(R) telle que ¢ = @4, c’est-a-dire telle que :
VM € #,(R), (M) = tr(AM)

« 2 pts : analyse - si ¢ = 4 alors p(E; ;) = Aj;
e 2 pts : synthése
— 1 pt : en posant ¢(E; ;) = A, ;, on obtient p(E; ;) = ¢(E; ;)

— 1 pt : égalité sur une base vaut égalité des applications linéaires

Partie II - Détermination des hyperplans de .#,(R) stables par multiplication

Dans cette partie, on considére un hyperplan H de .#,(R) et on suppose que H est stable par
multiplication, c’est-a-dire qu’il vérifie la propriété suivante :

Y (Hy,Hy) € H?, Hy x Hy € H (%)

II.1. Montrer que l'ensemble 75" (R) des matrices réelles triangulaires supérieures de taille 2 est un
hyperplan de .#5(R), et qu’il est stable par multiplication.

oﬂpt:T+( ) C AMor(R)

0 0
e 1pt: Vect( ’<O 1))

« 1 pt : dim (T*( = -1 = dim (7,"(R)) — 1
. 1o - . 1. . ar by as by o a1 az aj by +by ¢ +
« 1 pt : stabilité par multiplication <O 61) X <0 02> = ( 0 o o > € 7, (R)
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I1.2.

I1.3.

Le but de cette question est de montrer que H contient la matrice identité I,,. On raisonne par
I’absurde et on suppose donc que ce n’est pas le cas, c’est-a-dire que I, &€ H.

a) Quelle est la dimension de H ?
« 1 pt:dim(H) =dim (A#Z(R)) —1=n*-1
b) Justifier alors : #,(R) = H & Vect (1,,).
e 1 pt : dim (A, (R)) = dim (H) + dim (Vect (1))
« 1 pt : comme I, ¢ H, alors : H N Vect (I,,) = {0 4, &)}

¢) En considérant la décomposition d'une matrice M € #,(R) dans la somme directe précé-
dente, montrer que si M? € H, alors M € H.

« Opt: M =R+ S avec (R,S) € H x Vect (I,)
elpt: M>=R>+2a-R+a?-1,
« 1 pt: R>4+2a- R € H par stabilité par combinaison linéaire et produit
e« 1 pt:sia#0 alors I, € H, impossible
d) En déduire que H contient toutes les matrices élémentaires F; ; pour 1 < 4,5 < n avec ¢ # j.
e 1 pt: (EM)Q =F;; xE;; = O/,n(R) € calH car c’est un ev
o 1 pt : donc, d’aprés la question précédente, L; jinH
e) En déduire que H contient toutes les matrices élémentaires E;; pour ¢ € [1,n].
e 1 pt : d’aprés la question précédente : E;; € Het E;; € H
e 1 pt:comme FE;; = FE;; x E;; et que H est stable par produit, alors : F;; € H
f) Aboutir a une contradiction et conclure.
« 1 pt : comme H est stable par CL, .Z,(R) = Vect ((Eivj)lgi,j§n> C H d’ou égalité
« 1 pt:n?—1=dim(H) = dim (#,(R)) = n? impossible
Justifier qu'il existe une matrice non nulle A € ., (R) telle que H = Ker(pa).
Y a-t-il unicité d’une telle matrice A7

e 1 pt : H est un hyperplan de .#,(R) donc il existe ¢ € £ (#,(R),R) non nulle telle
que : H = Ker(p)

« 1 pt : d’aprés 1.2, il existe A € .#,(R) telle que : ¢ = ¢4

¢« 0pt: A#0, & car sinon ¢ =0y s (&) R)

e 1 pt:poa(M) = 2pa(M)doncH = Ker(psa) = Ker(pz4)

Dans toute la suite, A désigne une matrice non nulle de .Z,(R) telle que H = Ker(p4).

On note alors f : X — AX l'endomorphisme de .4, ;(R) canoniquement associ¢ a A, et on considére
un élément non nul Y; dans Im(f), que 'on compléte en une base # = (Y1,...,Y,) de 4, 1(R).
On note enfin P la matrice de passage de la base canonique de ., 1(R) a la base 4.

II.4.

Soient B € H, et g : X — BX l'’endomorphisme de .#, 1(R) canoniquement associé a B.
a) Montrer que H C Ker(pp4). En déduire qu’il existe A € R tel que BA = \A.
« 1 pt: ppa(M)=tr(BAM)=tr (B(AM)) = tr (AM)B) = oa(MB) =0 4, &)
(car comme M € H et B € H alors MB € H = Ker(pa))
« 0 pt : dim (Ker(ppa)) =n?—1
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I1.5.

o 1 pt : si dim (Ker(opa)) = n? — 1, alors H = Ker(¢pa) = Ker(pa) et les formes
linéaires sont donc égales

« 1 pt : si dim (Ker(¢pa)) = n?, Ker (goBA) = My(R) donc 9pa = 02z, ®)r) =0 ©a-
« 0 pt : il existe donc A€ R (A\=a ou A=0) tel que : ppas = A 4

o1 pt H (BA)@] =1tr (BA Ejﬂ') =tr ()\ . AE]‘J) = ()\ A)i,j
A
0
b) Justifier que la matrice B’ de g dans la base & de .#,,1(R) a pour premiére colonne
0

e 0 pt : la premiére colonne de la matrice de g dans la base % n’est autre que
Mat gz (g(Y1))
« 1 pt : comme Y] € Im(f), alors il existe X; € ., 1(R) tel que : Y1 = f(X;) = AX;
. lpt:g(Yl):BleBAXlz)\AXlz)\Yl
c) Quelle relation relie les matrices B, B’ et P?

o1 pt: B= Mat(%c (g) = P(%c’(%/ X M&t%/ (g) X P@/7336 =P x B'x P_l

On considére désormais I’application suivante :

c  Mp(R) — M(R)
M — PlmP

a) Montrer que ¢ est un automorphisme de ., (R).

e 1 pt : ¢ linéaire
« 1pt : M € Ker(c) & c(M) = 0.4, & PTIMP=04,m < M=04m
donc Ker(c) = {04, )}

b) Montrer que la restriction de ¢ a ‘H est a valeurs dans un sous-espace vectoriel de .#,(R) de
dimension n? — n + 1.
« 0 pt : ¢(B) est une matrice dont la premiére colonne est '(x 0 ... 0)

e 2 pts : ’ensemble des matrices dont la premiére colonne ne contient qu’un réel

non nul est engendré par la concaténation de F; = (E1,) et Fp = (EZJ) 1<i<n
2<j<n

¢) En déduire que n = 2 et que H est isomorphe, via ’application ¢, au sous-espace vectoriel
75" (R) des matrices réelles triangulaires supérieures de taille 2.
e 1 pt : théoréme du rang appliqué a c\y
e 1 pt: dim <Ker (cm)> = dim ({0///"(1[{)} N H) donc dim (H) = dim <Im (cm))
e 1 pt:Im(ciyy) € Ndoncn?—-1<n?-n+1doncn<?2

elpt:sin=2, N = {(g i) | (a,b,c) e R3} = T;H(R)

« 1 pt : Im(ciy) = 7,7 (R) par inclusion et égalité des dimensions

e 0 pt : ¢jy est un isomorphisme
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Probléme 2A (INP) - indice de cyclicité d’un endomorphisme

« Dans tout le probléme, F désigne un espace vectoriel de dimension finie sur K = R ou C.
On note n sa dimension, et on suppose que n > 2.

1. Soient u un vecteur non nul de F, et f un endomorphisme de E.
a) Montrer qu'il existe un entier k € N* tel que la famille de vecteurs (u, f(u),..., f¥(u)) soit lice.
« 1 pt:Card (F,) =n+1 > n = dim(E) donc F, est lice

Dans toute la suite du probléme, on note r(f,u) le plus petit de ces entiers :

r(f,u) = min{k € N* | (u, f(u),..., fF(u)) est lice}
b) Justifier 'encadrement : 1 < r(f,u) <n

e 1 pt : F, est liée donc r(f,u) <n
« 1pt:{keN"| (u f(u),...,f*u)) est liée} C N* donc r(f,u) > 1
2. Ftude d’un exemple.

Dans cette question, on considére ’endomorphisme g de R* représenté dans la base canonique
C = (e1, €2, e3,e4) de R* par la matrice :

12 0 -1
1 -2 1 1
Ml9)=11 6 4 1
1 -8 3 3

a) Calculer g(e1), g%(e1) et g3(e1).

(e1)
e 1 pt:gle;)=e+er+es+es=(1,1,1,1)
e 1 pt:g?ler)=2e1+ea—eq=(2,1,0,-1)
e 1 pt:gile;)=5e;—ea—5e3—9e4 = (5,—1,-5,-9)
En passant par la matrice de g dans la base canonnique.
Seulement 1 point en tout en cas de confusion.

b) Montrer que la famille (e1, g(e1), g*(e1)) est libre.

« 1 pt : écriture du systéme (car (e, ez, e3,e4) est libre)
e 1 pt : résolution
c¢) Déterminer trois réels a, 3, v tels que g3(e1) = a- g%(e1) + 8- gle1) + - e1. En déduire (g, e1).
« 1 pt : écriture du systéme (car (e, e2, e3,e4) est une base) et méthode de résolution
du systéme
elpt:ia=4,5=-5,vy=2
(2 pts si les valeurs sont données correctement méme sans explication)
« 1 pt : la famille (e1, g(e1), g%(e1), g%(e1)) est lice donc r(g,e1) > 3

« 1 pt: (e1,9(e1),9%(e1)) est libre (q précédente) donc r(g,e1) > 2 donc r(g,e1) > 3
(entier)




PSI 02 0OCTOBRE 2022
Mathématiques

On reprend le cas général ot F est un espace vectoriel sur K de dimension n > 2, ott f un endomor-
phisme de F, et oll u un vecteur non nul de F.

3. Etude du cas ot r(f,u) = 1.

a) Montrer que r(f,u) =1 si et seulement si la droite Vect (u) est stable par f.

e« 2 pts: (=)

x 1 pt :si(u, f(u)) est lice alors f(u) = Aou

x 1 pt : ainsi Vv € Vect (u), f(v) =...=a Au € Vect (u)
e 2 pts: (<)

X

1 pt : si Vect (u) stable par f, comme u € Vect (u), alors f(u) € Vect (u) et f(u) = Aou
x 1 pt : comme (u, f(u)) liée, r(f,u) <1 donc r(f,u) =1 (r(f,u) > 1 par 1.b))
b) On considére a nouveau I'exemple de I’endomorphisme g de R* défini en question 2.

(i) Montrer que pour tout A € R, det(g — Aid) = (A — 1)2(\ — 2)2.
On pourra envisager les opérations élémentaires Cy < C1 — Cyq puis Ly + Ly + Ly — Ls.

2—A 2 0 -1
0 —2-x 1 1
e 1 pt:det(g—Aid) = 0 64—\ 1
0 0 A—1 1-—2X
(aprés les 2 opérations proposées)
2—A 2 —1 -1
0 —2—=A 2 1
slpti=1 g 6 5-Xx 1
0 0 0 1-X

(en profitant du lien entre les 2 derniéres colonnes)

« 1 pt : puis développement par rapport a la 1™® colonne puis derniére ligne

Le résultat étant donné, on attend de voir les différentes étapes du calcul méme
si on accepte d’autres opérations
(i) Déterminer les noyaux Ker(g —id) et Ker(g — 2id).
« 2 pts : Ker(g —id) = Vect ((—1,2,3,4)) (:c = —iu Y=
« 2 pts : Ker(g — 2id) = Vect ((2,1,2,0), ( 1) (z

D=
R
I
Il
RSN
~
SN—

N[

?)
On applique le pivot de Gauss!
On met 2 points en tout au maximum en cas de confusions d’objets

(iti) En déduire tous les vecteurs non nuls v de R* tels que 7(g,v) = 1.

« 3 pts : analyse - si rg(g,v) =1 alors v € Ker(g —id) U Ker(g — 2id)
x 1 pt : sirg(g,v) =1 alors Vect (v) est stable par g
x 1 pt : comme v € Vect (v) alors g(v) € Vect (v) donc il existe A tel que v € Ker(g—A\id)
x 1 pt : donc det(g — A\id) =0 donc A =1 ou A =2

« 1 pt : synthése - si v € Ker(g — id) UKer(g — 2id) alors rg(g,v) =1
x 1 pt : si v € Ker(g — id), alors : g(v) = v donc (v,g(v)) = (v,v) est liée
x 0 pt : de méme si v € Ker(g — 2id), alors (v,g(v)) = (v,2v) est liée

4. On suppose dans cette question, et dans cette question seulement, que r(f,u) = n.

a) Montrer qu’alors la famille Z(u) = (u, f(u),..., f"!(u)) est une base de E.
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« 1 pt : par ’absurde, si #(u) = (u,f(u), e f”_l(u)) est liée alors r(f,u) <n—1
« 1 pt : ainsi #(u) est libre et de bon cardinal

b) Déterminer la matrice Mg,)(f) de 'endomorphisme f dans la base %(u), en fonction des
coordonnées (ag,ai,...,an—1) de f™(u) dans la base B(u).

e 1pt: f(f*u) =M u) = 0wt 40 fFlu) +1- 4 ()

e 1 pt : d’ot1 la matrice colonne associée

e 1pt: f(f"Hu) = f(u) = ap-u+ar-f(u)+---+ap—1-f""'(u) et matrice associée
¢) Calculer det(f) et tr(f) en fonction de (ag,a1,...,an—1).

0 0 0 0 ag 10 00
10 -+ 00 a 0 1 0
01 0 a

« 1pt:det(f) = |, : .. | = (=1)"ag :
o L,
00 --- 01 ap

(développement 1°7¢ ligne)
e 1 pt:tr(f) =an
5. On note P(f,u) 'ensemble des polynéomes P € K[X] tels que 'endomorphisme P(f) vérifie P(f)(u) = Og.
a) Montrer que P(f,u) est un sous-espace vectoriel de K[X] non réduit a {Og[x)}, et vérifiant de
plus la propriété suivante : VP € P(f,u), VQ € K[X], PQ € P(f,u).
« 2pts: P(f,u) = {PeKX]|P(f)(u) =0p} = {PeK[X]|p(P)=0r} = Ker(p) ot
¢: P~ P(f)(u) est linéaire
(ou stabilité par CL)
« 2pts: P(f,u) # {0xx}
x 1 pt : notons p = r(f,u). Ainsi il existe (\g,...,\p) € RPT1\ {Ogp11} tel que Au +
Mfw)+---+ X fP(u) = Op et donc Q(X) = o+ X+ -+ X XP e P(f,u)
x 1 pt : Q 7& OK[X] (car ()\0, ey /\p) 7& ORP+1)
« 1 pt : Soit P € P(f,u). Soit Q € K[X].
(PQ)(f)(w) = (QP)(f)(u) = (Q(f) o P(f))(u) = Q(f)(P(f)(w) = Q(f)(0r) = 0
b) On désigne par B(f, u) un polynéme non nul de P(f,u) et de degré minimal parmi les polynémes
non nuls de P(f,u).
(i) Montrer que P(f,u) est 'ensemble des multiples de B(f,u).

e 1 pt: (D) si P un multiple de B(f,u), alors : P =Q x B(f,u) € P(f,u) par 5.a)
« 3 pts: (Q)
x 1 pt:siPeP(fu), alors par division euclidienne de P par B(f,u) : P = B(f,u) X
Q@ + R avec deg(R) < deg (B(f, u))
x 1pt: R=P—DB(f,u) xQ. Mais B(f,u) xQ € P(f,u) et P € P(f,u) donc par stabilité
par CL, R € P(f,u)
x 1 pt : ainsi R = Ogpx] (en effet, si R # Og[x), cela contredit la minimalité du degré du
polynéme B(f,u))
(it) Montrer que le polynéme B(f,u) est de degré r(f,u).
On démontre d’abord deg (B(f,u)) > r(f,u)

d
A X* (non nul) donc 3 A\ fF(u) = 0g
k=0 k=0

« 1 pt : la famille (u, f(u),..., f%(u)) est liée donc r(f,u) < d = deg (B(f,u))

d
« 1 pt:onnoted=deg(B(f,u)) donc B(f,u) =
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On démontre ensuite deg (B(f,u)) < r(f,u)

+ 1 pt : on note r = r(f,u). La famille (u, f(u),..., f"(u)) est liée donc > A f¥(u) = 0p.
k=0

T
On note P = Y )\ XF
k=0

+ 1 pt : P est non nul et annule u donc P € P(f,u) d’ou r > deg(P) > deg (B(f,u))

¢) Déterminer 'ensemble P(g, e;), dans le cas oil g est ’'endomorphisme de R* défini en question
2, et ol eg est le premier vecteur de la base canonique de R

« 0 pt : P(g,e1) est ’ensemble des multiples de B(g,e;) ot B(g,e1) est un polyndéme
non nul de P(g,e;) de degré minimal parmi les polynoémes non nuls de P(g,e;)
« 1 pt : d’aprés 2.c) : r(g,e1) = 3 et d’aprés 5.b)(ii) : deg (B(g,e1)) =r(g,e1) =3

« 1 pt : d’aprés 2.c) : g®(e1) = 4g°%(e1) —5g(e1) +2e1.
Ainsi Q(X) = X3 —4X?+5X — 2 est un polynéme annulateur de e; (Q € P(g,e1))

« 1 pt: Q # Ogix), @ € P(g,e1), deg(Q) = 3 donc Q de degré minimal parmi les
polynémes non nuls de P(g,e;1). Ainsi, d’aprés 5.b)(i), P(g,e1) est ’ensemble des
multiples de @

d) Déterminer 'ensemble P(f, u) dans le cas o r(f, u) = n, en fonction des coordonnées (ag, ai, . .., an—1)
de f™(u) dans la base #(u), comme définies en question 4.
e Lpt: fi(u) = apu+ay f(u)+ -+ an_1 f* (u) par définition de (ag,a1,...,a,_1)
e 1 pt: Q # Ogx), Q € P(f,u), deg(Q) = n = r(f,u) = deg (B(f,u)) ainsi P(f,u) est
P’ensemble des multiples de @

6. Dans cette question, on suppose qu'il existe un entier p € N* tel que f? = 0g(p).

a) Montrer que pour tout v € E non nul, le polynéme B(f,u), comme défini en question 5b, est
un mondme.
« 1 pt : notons Q(X) = X? alors Q(f)(u) = fP(u) = Og ainsi @ est un multiple de
B(f,u) (@ = B(f,u) x R)
+ 1 pt : donc B(f,u) est un monoéme (si ce n’était pas le cas, on aurait B(f,u) = (X) =
(X — o) x R(X) et X7 = Q(X) = (B(fu)) x R(X) = (X —ap) x R(X) x R(X))
b) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

x Il existe un vecteur non nul u de E tel que r(f,u) = n.
< [N £ 0g ).

« 1pt: (=)
S’il existe u # Op tel que : r(f,u) = n alors (u, f(u),...,f" '(u)) est libre donc, en
particulier, f" 1 (u) # 0.

e 4 pts : (<)
x 1pt:sifrl £ 04 (k) alors il existe u # Og tel que : () # 0 (%)
x 1 pt : d’aprés la question précédente, il existe m € N* tel que : (B(f, u))(X) = X"
« 1 pt : d’aprés (x) Vk € [1,n — 1], f*(u) # Og et donc forcément m = deg (B(f,u)) >n
x 1 pt : d’aprés 5.b)(ii) : deg (B(f,u)) =r(f,u) et r(f,u) < n (d’aprés 1.b))
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7. Dans cette question, on suppose qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est diagonale.
On note W = (wy, w2, ..., w,) une telle base, et on pose Myy(f) = Diag(A1, A, ..., \n), de sorte
que pour tout k € [1,n], f(wg) = Apw.

n
a) On suppose qu’il existe un vecteur non nul u de E tel que r(f,u) = n. On note u = »_ apwg.
k=1

(i) Ecrire la matrice de passage de la base W a la base %(u), comme définie en question 4.

« 0 pt : puisque 7(f,u) = n, la famille #(u) est bien une base de E d’aprés 4.a)

ai
a2
e 1 pt : Matyy(u) =
(79
n n n
e 1pt: f(u) = f(Z ak‘wk> = > ap- flwg) = X oA - wy
k=1 k=1 k=1
= Mo wi+Adag-we+ -+ Ay - wy
n n n
e 1pt: f2(u) = f(f(u) = f<Z )\kak-wk) = X Mag- flwg) = X ANag-wy
k=1 k=1 k=1
= Maj-w +May-wy+ -+ A2y wy
a1 Ao )\%ozl )\71171041
as Ay Qo )\%O{Q )\72171042
« 1 pt : en agissant de méme Py g,) =
an ApQp )\%ozn /\ﬁflan

(ii) En déduire que les \g, pour k& € [1,n], sont deux a deux distincts, et que les ay, pour
k € [1,n], sont tous non nuls.

« 1 pt : Vk € [1,n], oy # 0 par ’absurde (sinon une ligne de Py () serait nulle)

« 1 pt : les \; sont deux a deux distincts par ’absurde (si deux sont égaux, deux
lignes de Py g(,) sont colinéaires)

b) On suppose que les g, pour k € [1,n], sont deux a deux distincts.
Montrer qu'’il existe un vecteur non nul u de E tel que r(f,u) = n.

n
« 4 pts : le vecteur u = ) wy convient
k=1
(on met des points pour toute tentative pertinente)




