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DS3

Avertissements

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale
sur sa copie et poursuit sa composition en indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a
prendre.

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans ’appréciation des copies. En particulier, les
candidats sont invités & encadrer leurs résultats.

Le Probléme 1 est commun et devra étre traité par tous les éléves.

Le Probléme 2 est laissé au choix de 1’éléve.

L’usage des calculatrices, ou de tout autre dispositif électronique, est interdit.

Exercice (CCINP 2018)

Dans toute cette partie, n désigne un entier naturel non nul et a et b des constantes réelles.
1. On note A I'endomorphisme de R[X] défini par :

VP € R[X], A(P) = XP'
Calculer A(X*) pour tout k € [0,n].

Démonstration.
« Dans toute la suite, pour tout & € N, on note : Py(X) = X*.

« Soit k € [0,n]. Deux cas se présentent.

(AR))(X) = X Ry(X) =0

(A(P@)(X) =X P)(X)=X x (k X*) =k x*

On remarque que cette formule est aussi valide dans le cas k = 0.

Vk € [0,n], AX*) = k X,

O

Montrer que pour tout P € R[X], X2P" = Ao (A —id)(P), ot id désigne I'endomorphisme identité
sur R[X].

Démonstration.
Soit P € R[X].
(A o (A — id))(P) = A(A(P) —id(P))
= A(X P'—P)
= X(xP-pP)
= X (P +XP)-P)
— X2 p

On a bien : VP € R[X], (A o (A — id))(P) = X2 pV
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3. Montrer que si P € R,,[X], alors A(P) € R, [X].
On notera A,, 'endomorphisme de R, [X] induit par A.

Démonstration.

Pour tout P € R, [X] :

x deg(P) < n et deg(P’) <n—1.

x deg(X P') =deg(X)+deg(P) < 1+ (n—1)=n.

Ainsi, pour tout P € R, [X], A(P) =X P’ € R,[X].

O
4. Déterminer la matrice de A,, dans la base canonique (1, X,..., X") de R,[X].
Démonstration.
D’aprés la question 1, pour tout k € [0,n] :
Ap(Py)=kP,=0-Pp+...+40- P 1+k-P.+0-Pyy1+...+0-P,
0
0
Alinsi : Mat(po’_“’pn)(An(Pk)) = |k
0
0
0 0 0 0
0 1 0
Finalement : Mat(p, . p,) (An) 00 2
-
0 0 n O

5. On définit 'application ® par :
VP e R[X], ®(P) = X2P" + aXP’

Montrer que ® = A? + (a — 1)A et en déduire que ® définit un endomorphisme de R[X].

Démonstration.

« Soit P € R[X].

(A2 +(a- 1)A>(P) - (A2 ~A+ta A> (P)

- (A o (A —id) + aA) (P)
= (A o(A— id)> (P)+a A(P) (par linéarité de l’évaluation)
= X2P'+aX P (d’apres la question 2)
= ®(P)

On a bien : A2+ (a — 1)A = ®.
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« Pour tout P € R[X], ®(P) = X? P" +a X P' € R[X].

Ainsi, ® est a valeurs dans R[X].

e Soit (A, ) € R x R.
Soit (P,Q) € R[X] x R[X].
A P+p-Q) = X2NP+p-Q) " +aX (A\-Ptp-Q)

(par linéarité

o 2 . Vi . " . / . /
= X2\ P'4p-Q)+aX (NP +p-Q) de la dérivation)

= AMNX?P'4+uX?Q"+Xa X P +paXQ
= AO(P)+ 4 2(Q)

Ainsi, @ est une application linéaire.

On déduit des deux points précédents que ® est bien un endomorphisme de R[X].

6. Montrer que ® induit un endomorphisme ®,, de R, [X].

Démonstration.
Pour tout P € R,[X] :

x deg(P) < n, deg(P') <n—1et deg(P") <n—2.
x deg(X? P") =deg (X?) +deg (P") < 2+ (n—2)=n.
x deg(X P') =deg (X)+deg(P) < 14+ (n—1)=n
donc deg(a X P') = deg(a) +deg (X P') < n.
(attention : sia =0, deg(a) = —00)
Enfin :
deg (X2 P'+a X P’) < max (deg(X2 P"),deg (a X P’)) <n

Ainsi, pour tout P € R,[X], ®(P) € R,[X].
On en conclut que ® induit bien un endomorphisme de R, [X]. O

7. Démontrer que la matrice de ®,, dans la base canonique de R, [X] est diagonale.

Démonstration.
Soit k € [0,n]. Trois cas se présentent.
x Sik=0
(®0(P0))(X) = X* BHXT +a X BHX] = 0
0, (P) =0
x Sik=1

((I)n(Pl)>(X) = X2PUX)+a X PUX) = a X

(bn(Pl) =a- Pl
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x Sike[2,n]:

((I)n(Pk)>(X) = X?P/(X)+a X Pl(X)
= X2x (kP)(X)+a X xk P_y(X)
= X2xk(k—1) Ppo(X)+ak X Peq(X)
= k(k—1) Pu(X)+ak Py(X)
= (k(k=1)+ak) P

On remarque que cette formule est aussi vérifiée dans les cas k =0 et k = 1.

On en déduit que Mat(p, . p,)(Py) est diagonale et que, pour tout k € [0,n], le
(k + 1)®me coefficient diagonal est k (k — 1) + k a. ul

On considére 'endomorphisme ¢ de R[X] défini par :
VP € R[X], ¢(P) = X?P" + aXP' +bP

8. Montrer que ¢ induit un endomorphisme de R,,[X], endomorphisme que 'on notera ,,.

Exprimer ¢, en fonction de A,,.

Démonstration.
Remarquons : ¢ = @ + b idg[x]-

« On en déduit que ¢ est une application linéaire comme combinaison linéaire de ® et idg[yx) qui
sont toutes les deux linéaires.

« De plus, si P € R,[X] alors :

e(P) = ®P)+bP
= ®&,(P)+bP (car P € R,[X])

Ainsi : p(P) € R,[X] comme combinaison linéaire d’éléments de R,,[X].

On en conclut que ¢ induit bien un endomorphisme de R,,[X].

o Enfin :

9. Exprimer la matrice de ¢,, dans la base canonique de R,,[X].

Démonstration.

Mat(p,...p) (Pn) = Matip,..p,)(Pn + b idg,(x])
= Mat(Po7...,p7L)(¢n) +b Mat(P()’...,pn)(ian[X]) (car Matg(-) est linéaire)
= Mat(p, . p,)(Pn) +b Int1

On en déduit que Mat(p, . p,)(¢n) est diagonale et que, pour tout &k € [0, n], le
(k + 1)eme coefficient diagonal est k (k—1)+ka+b=k*+ (a—1) k+b. ul




PSI 12 NOVEMBRE 2022
Mathématiques

On considére 1’équation :
24+ (a—1)s+b=0. (1)

10. Expliciter le noyau de ¢, lorsque I’équation (1) admet deux racines entiéres distinctes my, mo dans
[0, n].

11. Expliciter le noyau de ¢,, lorsque I’équation (1) admet une unique racine entiére m € [0, n].

12. Déterminer le noyau de ¢. En déduire qu’il est de dimension finie et déterminer sa dimension.

Probléme A - Autour de la transformation de Laplace (CCINP 2011 -
MP)

Dans tout ce probléme, on note :
— F(R4,R) 'ensemble des applications de R4 dans R;

— FE l'ensemble des fonctions f : Ry — R, continues, telles que, pour tout = > 0 réel, la fonction
t — f(t) e % soit intégrable sur R, ;

— F T’ensemble des fonctions continues et bornées sur R, .

Pour tout f dans E, on appelle transformée de Laplace de f et on note £(f) la fonction définie
pour tout x > 0 réel par :

“+o0o
£(f)(x) = /0 £() et at

1. Question préliminaire
Soient a € R et f : [a, +00[— R une fonction continue par morceaux.

Pour tout x dans [a,4+o00[, on pose : F(z) = /x f(t) dt.
On considére les propositions suivantes : ¢
(i) f est intégrable sur [a, +00[;
(i) F admet une limite finie en 4o0.
Donner, sans démonstration, toutes les implications possibles entre (i) et (ii) lorsque :
(a) f est positive sur [a,+00[;

(b) f n’est pas positive sur [a, +0o0.
Partie I : Exemples et propriétés
2. a) Démontrer que E est un sous-espace vectoriel de F(R4,R).

b) Démontrer que F' est un sous-espace vectoriel de E.

c¢) Justifier que £ est une application linéaire de E' dans F(R? ,R), espace vectoriel des applications
de ]0, +oo[ dans R.

3. a) On considére U : Ry — R définie par U(t) = 1. Déterminer L(U).
b) Soit A > 0 réel. On considére hy : [0, +oo] — R définie pour tout ¢ > 0 réel par :
h)\(t) =e M

Démontrer que hy est dans E et déterminer £(hy).
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4. Soient f dans E et n dans N. On consideére gy, : t — t" f(t) de [0, 400 dans R.

Pour = > 0, justifier 'existence de A > 0 tel que t"e %! < e % pour tout t > A.
En déduire que g, est un élément de F.

5. Transformée de Laplace d’une dérivée
Soit f dans E de classe €', croissante et bornée sur [0, 4-00].
Démontrer que f’ est encore dans E et que l'on a :

Va €]0, +ool, L(f)(x) =z L(f)(z) — f(0)

6. Régularité d’une transformée de Laplace

a) [ADMIS (cours sur les intégrales a paramétres)|
Démontrer que, pour tout f dans E, la fonction £(f) est de classe ¢! sur ]0, +oo[ et que 'on
a: L(f) =—L(g1) ot g1 est définie & la question 4.

b) [ADMIS (cours sur les intégrales a paramétres)|
Démontrer que, pour tout f dans E, la fonction £(f) est de classe C*° sur |0, +o0o] et pour z > 0
et n € N, déterminer £(f)(™(z) a I'aide d’une transformée de Laplace.

Partie IT : Comportements asymptotiques de la transformée de Laplace

Dans toute cette partie, f est un élément de E

7. On suppose dans cette question que f est dans F'.
a) Déterminer la limite en +o0o de L(f).
b) Théoréme de la valeur initiale

On suppose, de plus, que f est de classe €' et croissante sur Ry, avec f’ bornée sur R,.
Démontrer que 1irl1 zL(f)(z) = f(0).
Tr—r+00

8. Théoréme de la valeur finale
On suppose dans cette question que ltli+m f(t) = £ ou £ est un réel.
— 100

Soit (an)nen une suite de réels strictement positifs qui converge vers 0.

a) Démontrer que f appartient a F.

+o0o
b) Soit n un entier naturel. Démontrer que a,L(f)(a,) = / hn(z) dz ou h, est la fonction
0
définie sur [0, 400 par : hy(z) =e % f (i)

¢) [MODIFICATION| On admet le théoréme suivant, dit théoréme de convergence domninée (cf cours
a venir sur les intégrales a paramétres).
Soient (f,) et f des fonctions d’un intervalle I de R dans R telles que :

« pour tout n € N, la fonction f,, est continue sur I,

« pour tout x € [ : ngr—ir-loo fu(z) = f(2),

« la fonction f est continue par morceaux sur I,
« il existe une fonction ¢ définie sur I telle que :
x (p est & valeurs positives,
x @ est intégrable sur I,
x Vn e N, |fol <o
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Alors, pour tout n € N, la fonction f,, est intégrable, la fonction f est intégrable et :

f (i o0) ae = i ([ o )

Démontrer, a ’aide du théoréme de convergence dominée : lir}rl anL(f)(an) = ¢.
n—-+00

d) Lorsque ¢ # 0, déterminer un équivalent de £(f)(x) en 0.
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9.

10.

+oo
Dans cette question, on suppose que f est intégrable sur R} et on pose : R(z) = / f(t) dat
T

pour tout = dans [0, +o0].

a) Démontrer que R est une fonction de classe ¢! sur [0, +oo[ et déterminer R'.
En déduire que, pour tout z > 0 réel, on a : L(f)(x) = R(0) — zL(R)(x).

b) On fixe € > 0.
Justifier de l'existence de A réel positif tel que pour tout ¢t > A, on ait : |R(t)| < e.
En déduire que, pour tout z > 0, on a :

A
£(f)() — R(O)| < = / IR(t)| dt +=

¢) Démontrer que L(f) se prolonge par continuité en 0 (on précisera la valeur en 0 de ce prolonge-
ment).

Partie IIT : Application

Calcul de l’intégrale de Dirichlet
Ici, f est la fonction définie par : f(0) = 1 et f(t) =

in(t
SH;( ) pour t > 0 réel.
X
a) Démontrer que la fonction F' : Ry — R définie par F(x) = / f(t) dt admet une limite finie
0
réelle £ en +o00.
(n+1)m
b) En considérant la série > u, ol u, = / |f(t)] dt, démontrer que f n’est pas intégrable
n

n=>0 T
sur R.

¢) Soit x > 0. Démontrer, en détaillant les calculs, que, pour tout X > 0, on a :

* 1
/ sin(t) e ** dt = —
0

1+ 22 (e_xX(‘T sin(X) + cos(X)) — 1)

Démontrer que la fonction ¢ — sin(t) e % est intégrable sur R .

+oo
Déterminer alors / sin(t) e~ dt.
0

d) [MODIFICATION]|

(i) On admet qu’on peut ici intervertir intégrale et dérivée (résultat du chapitre a venir sur les
intégrales a paramétres).
Démontrer alors, pour tout x > 0 :

1

(C(f)),(l“) = 142

(it) En déduire, pour tout x > 0, une expression simple de £(f)(z) et en déduire ¢.
Pour cela, on pourra utiliser le résultat suivant (la démarche de la preuve étant identique
x

a celle de la question 9) : lorsque f dans E vérifie : liI_il_l / f(t) dt = ¢ € R, alors
T—r+00 0

lim L(f)(x) =¢.

z—0

On notera que, par rapport a la question 9, on a remplacé I’hypothése f intégrable sur R,

par I’hypothése lim / ft)dt =1t eR.
T—>+00 0




PSI 12 NOVEMBRE 2022
Mathématiques

Probléme B (Mines 2 2019)

Dans tout le probléme I désigne un intervalle de R, qui pourra étre [0, 1] ou [0, +oo[ ou R. On dira
qu'une fonction f : I — R est une densité (de probabilité) sur I si elle est continue et positive sur
I, intégrable sur I et de masse 1 c’est-a-dire :

/I f(z) dz =1

Pour n € N, on dira que le moment d’ordre n d’une densité est fini si :
x +— x" f(x) est intégrable sur I,

et on définit alors le moment d’ordre n par le réel :
ma(f) = [ a"f(a) da
I

Dans tout le probléme la densité gaussienne est la densité ¢ : R — R définie par :

1 a2
Ve € R, p(z) = Nor e 2 (1)

I — Quelques exemples

1. On considere g : [0, +00[ — R définie par : Vz € [0, +o0[, g(z) = e~*. Montrer que g est une densité
sur [0, +00[, que tous ses moments sont finis et calculer m,(g) pour n € N.

Démonstration.
« La fonction g est continue et positive sur [0, +ool.

« Démontrons que g est intégrable et de masse 1. Comme g est positive sur [0, +oo[, cela revient a
+00
démontrer que 'intégrale / g(x) dx est convergente et vaut 1.
0

Soit B € [0, 400].

B B 5
/ g(z) de = / e de = [—e"] = —e P41
0 0

Or: lim —-ef4+1=1.
B—+o0o

—+o00
On en déduit que / g(z) dx converge et vaut 1.
0

Finalement, la fonction g est une densité sur [0, +o00].

o Démontrons que g admet des moments & tout ordre.

x Soit n € N.
La fonction g, : = — 2™ g(z) est positive sur [0, +oo[. Démontrer qu’elle est intégrable sur

+0o0
|0, +o0[ revient donc a démontrer que l'intégrale / gn(x) dx est convergente.
0

+00
La fonction g, est continue sur [0, +00[. L’intégrale / gn(z) dx est donc impropre seulement
0
en +oo.
x On remarque :

- Va € [0,4+00], gn(z) = 0 et e”

(I

> 0,
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- gn(x)= o <e_%>. En effet :

z _z . .
— = 2"e%e2 = 2"e 2 — 0 (par croissances comparées)

e % T——+00

+00 1
- l'intégrale / e 27 dx est convergente.
0

Par critére de négligeabilité des intégrales généralisées de fonctions continues positives, 'inté-

+oo
grale / gn(x) dx est convergente.
0

La fonction g admet des moments & tout ordre.

« Soit n € N. Déterminons my,(g).

Sous réserve de convergence, cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe €' sur
[0, +00]. On obtient :

+o0 - +o00
mn(Q) = /0 e T dx = [—gjne_x ]: _/0 na™ ! (_e—x) dr

+o0 +oo
/ na" ! ( —e*x) dr = —n / " e dr = —nmp-1(9)
0 0

On a démontré dans le point précédent que g admet des moments a tout ordre. Ainsi m,(g) et
mp—1(g) existent.
La réserve de convergence est donc levée. On obtient :

mup(g) = [ —a"e™® ]Zoo +nmp_1(g)

= <lim x”e_“”>0+nmn1(g)

T—+00

(par croissances

= nmaa(9) comparées)

Vn €N, my(g9) = nmu_1(g)

« On obtient alors :

mn(g) = nmp_1(9) = n(n—1)mu_2(g) = -+ = n(n—1)x---x1xmg(g)

—+00
Or, d’apreés ce qui précéde : mg(g) = / g(z) de = 1.
0

Finalement : ¥n € N, m,(g) = nl.

10
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Commentaire

On pouvait démontrer plus rigoureusement par récurrence : Vn € N, P(n)
gn @ T+ x" g(z) intégrable sur [0, +oo]
ot P(n):
mp(g) = nl!
» Initialisation :

D’aprés ce qui précede, la fonction go = g est intégrable sur [0, +o00[ et :

+o00
mo(g) = /0 g(x)dx = 1 = 0!

Dot P(0).
» Hérédité : soit n € N.
Gni1: T+ 21 g(x) intégrable sur [0, +o00]

mpt1(9) = (n+1)!
x La fonction gn4+1 est positive sur [0, +oo[. Démontrer qu’elle est intégrable sur |0, +o00]

Supposons P(n) et démontrons P(n+1) (i.e. {

+oo
revient donc a démontrer que l'intégrale / gn+1(z) dz est convergente.
0

+o0
La fonction g,,11 est continue sur [0, +o00[. L’intégrale / gn+1(x) dz est donc impropre
0
seulement en +o0.

x Soit B € [0, 400].

B B B
/ gnt1(x) doe = / 2"g(z) de = / 2" e dx
0 0 0

On procéde alors par intégration par parties (IPP).

u(z) = a"t! W(r) = (n+1)z"

V() = e’ v(x) = —e®

Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe ¢! sur [0, B]. On obtient :

B s B
/ Gni(z) de = [—z"Tle™ ] — / (n+1)z" (—e™®) da
0 0

0

B
= —B"Me Byr(n+1) / 2" e " dx
0

B
= —-B"e By (n+1) / gn(z) dx
0

Or :

- par croissances comparées : lim Btle=B = 0,
B—+o00

+o0
- par hypothése de récurrence, l'intégrale / gn(z) dx est convergente et :
0

“+o0o
/ gn(x) dx = my(g) = n!
0

11
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Commentaire \

+oo
On en déduit que l'intégrale / gn+1(x) dz est convergente et :
0

+00 +oo
mni1(g) = /0 gnt1(x) dr = 0+ (n+1) /0 gn(x)dz = (n+1)n! = (n+1)!

D’ott P(n +1).

2. Montrer que tous les moments de la densité gaussienne ¢ sont finis.

Démonstration.
Soit n € N.

o La densité ¢ admet un moment d’ordre n si et seulement si la fonction ¢, : * — x™ @ est intégrable
sur R.

o Comme la fonction ¢ est paire, alors deux cas se présentent :

x si n est pair, alors ¢, est paire.

Dans tous les cas, on en déduit que démontrer l'intégrabilité de ¢, sur R revient & démontrer
I'intégrabilité de ¢, sur [0, +o0].

o De plus, la fonction ¢,, est positive sur [0,+oo[. Démontrer qu’elle est intégrable sur [0, 4+o00]

+o0o
revient donc a démontrer que l'intégrale / on () dx est convergente.
0

La fonction ¢, est continue sur [0, +o00[. L’intégrale / o on () dz est donc impropre seulement
en +o0. 0
o On remarque :
x Vx € [0,400[, pn(x) = 0et 2™e™* > 0.
x pp(x) = o (z"e™"). En effet :

r—+4o00

onl0) _ Zel0) L@ L g ]

2
e T PTe T Vo T - Veor T—r400

+oo
x l'intégrale / 2™ e dx est convergente d’apreés la question précédente.
0

Par critére de négligeabilité des intégrales généralisées de fonctions continues positives, I'intégrale

+o0o
/ on () dx est convergente.
0

On a ainsi démontré que, pour tout n € N, la fonction ¢ admet un moment d’ordre n.

On en déduit que ¢ admet des moments a tout ordre.

12
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Commentaire

On aurait également pu utiliser une autre relation de négligeabilité en remarquant :

on(r)= o0 (1> En effet :

22

2
= 272" p(z) = — e 2 — 0 (par croissances comparées)

) v 2T z—>4-00

Ainsi :
x Vo € [1,400, pn(z) 2 0et — > 0.

1

“+o00

x l'intégrale —5 dx est une intégale de Riemann, impropre en 400, d’exposant 2 (2>1).
T

Elle est donc convergente.
Par critéere de négligeabilité des intégrales généralisées de fonctions continues positives,

+o0
/ on(x) dz est convergente.
1

Comme on sait de plus que la fonction ¢, est continue sur le SEGMENT [0, 1], lintégrale

1
/ ©n(x) dz est bien définie.
0

+oo
Ainsi, on retrouve bien que l'intégrale / on(x) dr est convergente.
0

x 0
3. Que vaut mop41(p) pour p € N?
Démonstration.
Soit p € N.
o Comme 2p + 1 est impair et ¢ est paire, alors @o,41 : T — 2P+ () est impaire.
+oo

o Or, d’apres la question précédente, I'intégrale / Yop+1(z) dx est convergente.

+00 -
On en déduit : / Yop+1(x) dx = 0.

—00

+o00
D’ou, pour tout p € N : mopt1(p) = / Yopt1(x) dx = 0. 0
—0o0

4. Calculer may(p) pour p € N.
On exprimera le résultat sous forme compacte avec des factorielles la ou c’est possible.

Démonstration.
Soit p € N.
« Tout d’abord :

+o00 ) 1 +o00 ) 22 1 +00 1 2
map(p) = / P p(z) dv = Jon / zPe™ 2 dxr = E / 2221 6% do
NS \/ o -

On procéde alors par intégration par parties (IPP).
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Sous réserve de convergence, cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe €' sur R.
On obtient :

1 OO oy a? o1 2] oo 2p—2 _a?
m2p(¢):\/ﬂ/ aPe” 2 dr = | —aP e 2 —/ 2p—1) 2P (—e 2) da
—00

oo —00

Or :

+oo 22 +o0o 22
/ (2p—1)z* 2 (—e"2)dx = —(2p—1) / 2P Ve % de = —(2p— 1) magp—1y ()

—00 —00

On a démontré dans en question 2. que ¢ admet des moments & tout ordre. Ainsi mop(p) et
Mma(p—1) () existent. La réserve de convergence est donc levée. On obtient :

+oo

map(g) = [—m@*e-f] (2 — 1)y (@)

—00

22 22
(par croissances

= (2]) - 1) mQ(P—l)(SO) compa,’r’éGS)

Vp € N, map(p) = (2p — 1) map_1) ()

« On obtient ainsi :
mop(p) = (2p—1) Map—1) ()
= (2p—1)(2p—3) m2(p72)<80)

= 2p—1)2p—3) x---x3x1xmpy(p)

+oo
Or, comme ¢ est une densité sur R : mg(g) = / o(z) de = 1.

—0o0

Ainsi : Vp e N, mop(p) = (2p—1)(2p—3) x -+~ x 3 x 1.

o Enfin, on cherche & simplifier ’expression précédente.
Soit p € N.

map(9) = (2p—1)(2p—3)x---x3x1

2p)2p—1)2p—2)(2p—3)(2p—4) x---x4x3x2x1
2p)(2p—2)(2p—4) x -+ x4 x2

_ (2p)!
2px2(p—1)x2(p—2) x---x (2x2)x(2x1)
(2p)!
2P p!

) 2p)!
Finalement : Vp € N, ma,(p) = ;pp}i! .
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Commentaire

« Notons que, contrairement a la fonction g dans la question 1., on admet que la fonction ¢
est effectivement une densité sur R. Plus précisément, il est aisé de voir que ¢ est :

x continue et positive sur R,
x intégrable sur R (démontré en question 2.).

C’est donc I’égalité suivante qui est admise ici :

/+°° olz) de = 1

—00

o On aurait pu démontrer rigoureusement par récurrence : Vp € N, P(p) ou P(p) :

m2p(30) = (23712:

» Initialisation :

+oo
x D’une part, comme ¢ est une densité : mo(y) = / o(z) de = 1.

—0oQ
2 x 0)!
x D’autre part : (201 ())! =
D’ou P(0).
» Hérédité : soit p € N.
‘ 2(p+1))!
Supposons P(p) et démontrons P(p + 1) (i.e. mygp1)(p) = m .

+o00 1 +o00 22
map1)(p) = mapia(p) = / P2 p(z) do = Nr / Pl pe™ 7 do

— 00 —00

On procéde alors par intégration par parties (IPP).

u(zr) = z%*! u'(x) = (2p+1)a?

(S

x

V(z) = ze T v(z) = —e”

Sous réserve de convergence, cette IPP est valide car les fonctions w et v sont de classe
%' sur R. On obtient :

z2 tee “+o00 z2
m2(p+l)(90) = [ —pPtle=% } _/ (2p+ 1) 2P ( _ 6—7) da

oo —0o0

Or:
+o00 22 +oo 22
/ 2p+1)a®(—e 7)) de = —(2p+1) / 2P e dr = —(2p+1) may(yp)

On a démontré dans en question 2. que ¢ admet des moments & tout ordre. Ainsi
Map+1) () et map(p) existent. La réserve de convergence est donc levée.
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Commentaire

On obtient :
“+oo

a,)2
maen(e) = {—x?p“ez} T (2p+ 1) may(e)

— 00

= ( lim — 2?P*! e_2> — < lim — 2?*! e_2> + (2p + 1) map(p)

T—-+00 T—r—00

(par croissances

= (2p+1)map(e) comparées)

(2p)! (par hypotheése de
2P pl récurrence)

= (2p+1)

Par ailleurs :

2e+Dn) (2p +2)! _ epfepr et |y ) @)
Wi (p+1)  2x2)x(p+1)pl | 2pFrDxwp T .

(2p)! _ (2(p+1))!
wpl 2wl (p4+ 1)

On obtient bien : my(,41)(p) = (2p + 1)
Dot Pp + 1).

5. Donner un exemple de densité f : R — R dont le moment d’ordre 1 n’est pas fini.

Démonstration.

On cherche une fonction f :

x continue et positive sur R,
400
x intégrable sur R et de masse 1 (c’est-a-dire telle que : / f(z) dz =1),

—0o0

x telle que la fonction = — x f(x) n’est pas intégrable sur R.

o Pour construire une telle fonction, on privilégie 'utilisation de fonctions qui sont des intégrandes

d’intégrales de référence du cours.

x La fonction f doit étre positive et intégrable sur R, donc en particulier en —oo et +o00. C’est

la cas par exemple de la fonction x > —-
x

1 1
2

x Notons qu’alors, la fonction x — x — = — n’est pas intégrable en —oco et +00, ce que l'on
x

) T
souhaite.

x Cependant, la fonction z — —

disjonction de cas de la facon suivante :

f: R - R

c .

—12 six<—1

T

x> g size]|—-1,1]

& .

—12 sixz>1

T

n’est pas définie en 0. On définit donc la fonction f par

ol ¢ et co sont des constantes positives a déterminer pour que f soit continue sur R et de

masse 1.
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o Remarquons tout d’abord que, comme ¢ et co sont des réels positifs, alors la fonction f est bien
positive sur R.

o Comme la fonction f doit étre continue sur R alors : xlinln_ f(x) = f(1). D’ou :
C1
Cy = ﬁ = C
o Ainsi définie, la fonction f est bien intégrable sur R. En effet, comme elle est positive sur R, il
suffit de montrer que I'intégrale / +OO f(x) dx est convergente.
—00

“+00
Comme f est paire, il suffit méme de montrer que 'intégrale / f(x) dx est convergente.
0

+oo
Puisque la fonction f est continue sur [0, +00[, 'intégrale / f(x) dz est impropre seulement
0

/OB f@) de = /01 f(x)dx+/13 (@) da
1 B

= / Cldl'"f—/ %dx
0 o <

B

en +o0o.
Soit B € [1,400].

= o [z] +a [—i]

1

. C1
Or: 1 — =0.
' B—lg-loo B

+o0
On en déduit que l'intégrale / f(z) dx est convergente (et vaut 2cq).
0

o Il reste & choisir ¢; pour que f soit de masse 1.

Comme f est paire :
+o0 +o0
/ f(x) de = 2/ fl@)de = 4¢
0

—0o0
1 oo
On choisit donc ¢; = 7 powr obtenir : / f(x) dz = 1.
—00

o Résumons. En définissant la fonction f par :

f+ R - R

(1
X
1 .
T 1 size]—1,1]
1
X

on obtient que la fonction f est :
x continue et positive sur R,

x intégrable sur R et de masse 1.
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o Il reste & démontrer que la fonction x — x f(z) n’est pas intégrable sur R.

(0] Ve > 1, =r—s=—.
n remarque : Va a:f(x)| Rl
+oo
Or l'intégrale / — dx est une intégrale de Riemann, impropre en +o00, d’exposant 1 (1>*1).
1 X
Elle est donc divergente.
+oo
On en déduit que 'intégrale / |:E f(ac)| dx est divergente. Et donc, la fonction x — x f(z)
1

n’est pas intégrable sur R.

La fonction f définie ci-dessus répond donc bien aux conditions de I’énoncé.

Commentaire

1
La fonction f : x — m est un autre exemple de fonction satisfaisant aux conditions de
™ x
I’énoncé.
« Elle est bien continue, positive et intégrable sur R.

« De plus, pour tout (4,B) e R_ x Ry :

[ e = L = D aean) ) = L (nctan() — arctan )
= = = — | arctan = — rcran — arctan
; x) dx N x — [ arctan(z) |, — (arcta arcta
Or: lim arctan(B) = T et lim arctan(A) = T Dou:
B—+o0 2 A——o0 2
too 1 /m T 1
w1 () = bee =
/_oo f(z) dx — 3 5 X
o Elle n’admet pas de moment d’ordre 1. En effet, pour tout B € Ry :
B B B
1 T 1 1 1
dv = — dr = = | = In(|1 +2? = — In(1+ B?
/0 x f(x) dx 7'['/0 T2 - [2 n (| —l—x\)]o 5 n(l+ B%)
Or: lim In(1+ B?) = +oo.
B—+o0
+oo +oo
L’intégrale / x f(x) dz est donc divergente, donc l'intégrale / x f(x) dzr aussi.
0 —00
L O J

Dans ce probléme, on va s’intéresser a la question suivante : une densité est-elle déterminée par 1’en-
semble de ses moments ? Autrement dit, est-il vrai que :

si deux densités f et g ont tous leurs moments finis et
mn(f) = mp(g) pour tout n € N alors f = g sur 17?7

On va notamment voir que c’est vrai si I = [0, 1] (partie IIT), mais faux si I = [0, 4o00[ (partie V') ou
I=R.
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IT — Théoréme de Stone-Welierstrass

n
On rappelle que ( k:) désigne le coefficient binomial « k parmi n ».

6. Justifier que, pour tout = € [0, 1] et tout n € N,
n
> <n>aﬁk(1 —z)"k=1
k=0 \F

Démonstration.
Soit = € [0, 1]. Soit n € N. D’apres la formule du binéme de Newton :

£ () e -

k=0

Ve € [0,1], Vn e N, > <n> F(1—z) k=1
k=0 \k

Commentaire

On pouvait également raisonner de maniére probabiliste en introduisant une v.a.r. X de loi B (n, ).
On remarque :

SN EA P IEPRYE S _ _
3 <k>:x (1—2x) 2;)@({){ k}) 1

k=0
car la famille ({X = k})

A Yz 2
ke[0,n] forme un systéme complet d’événements.

\.

7. Montrer que, pour tout z € [0,1] et tout n € N,

Démonstration.
Soit x € [0, 1]. Soit n € N.

-1
« Pour tout k € [0,n], on sait : k (n) =n <n >

e On en déduit :

S r(p)saar = E () et

n—1 —1

-
= nx Y, (n ) 1) 2k (1 — ) (=D

(par formule du binéme
de Newton)

n

Finalement : Vo € [0,1], Vn € N, > k (k
k=0

)xw1—mnk_nm
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Commentaire \

« On rappelle qu’on peut démontrer la relation sur les coefficients binomiaux avec les calculs
suivants.

Soit k € [0,n].
x Tout d’abord :

n n! n!
F (k:) =R =) (n—R)!

x Par ailleurs :

n—1\ (n—1)! B n!
" (k:—l) "D () — k-0 k-1 (n—k)

. n n—1
Ainsi : k (k‘) =n (k:—l)

o La relation sur les coefficients binomiaux peut aussi se retrouver par dénombrement.
Pour ce faire, on considére un ensemble F & n éléments.
(on peut penser a une piéce qui contient n individus)
On souhaite alors construire une partie P & k éléments de cet ensemble contenant un élément
distingué (on peut penser a choisir dans la piece un groupe de k individus dans lequel figure
un représentant de ces individus).
Pour ce faire, on peut procéder de deux maniéres :
1) On choisit d’abord la partie & k éléments de E : (Z) possibilités.
On distingue ensuite un élément de cet ensemble P : (’f) = k possibilités.
(on choisit d’abord les k individus et on élit ensuite un représentant de ces individus)
Ainsi, il y a k (Z) maniéres de construire P.
2) On choisit d’abord, dans E, I’élément & distinguer : (?) = n possibilités.
On choisit ensuite k — 1 éléments dans F qui, pour former P, en y ajoutant 1’élément
précédent : (Z:D possibilités.
(on choisit d’abord le représentant puis on lui adjoint un groupe de k — 1 individus)
Ainsi, il y an (Z:%) maniéres de construire P.
On retrouve ainsi le résultat.

o On pouvait également raisonner de maniére probabiliste pour répondre & cette question.
On considére toujours une v.a.r. X de loi B (n,z). Alors on remarque :

n

Z k(] _ gk — Z _ _ oy
kgok<k>x(1 ) kgokp({x k}) E(X)

(la v.a.r. X admet bien une espérance car elle est finie)
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8. Montrer que, pour tout = € [0, 1] et tout n € N,

n

éo e <k> (1= 2)""" = ne +n(n— 1)a*

Démonstration.
Soit z € [0, 1]. Soit n € N.

« Remarquons tout d’abord que pour tout k € N : k2 = k(k — 1) + k.

S K2 (Z) 2* (1 — )t

k=0
- by ()ro-r

e Or:

x d’apreés la question précédente :

él k (Z) 1 -z k = 1

h=2 i
= kZZIQ (k—1)n <Z:i 2k (1 — z)nk
_ né (k—1) (Z‘i 2 (1 — z)nk
= n kiQ (n—1) (Z:;) ok (1 — zyn*
- w1 % (Z:Z) 25 (1 )t
— -1 Y <n . 2) 2k t2 (1 — g)n—(k+2)

Finalement : Vz € [0,1], Vn € N, Y k2 (Z) Fl—2)"F=nn-1)22+naz.
k=0
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n

5
k
k=0 \k

Or, par formule de Koenig-Huygens :

E(X?) V(X)

nx (1

nx -+

Finalement : > k? <Z> F(1—a)"F=nz+n
k=0

\.

On pouvait, comme pour les questions précédentes, raisonner de maniére probabiliste.
Considérons toujours une v.a.r. X de loi B (n,z).

)xk(l—w)”_k = i PP({X =k}) = E(X?)
k=0

nz(l—z+nz)
nz(1+(n—1)z)

Alors on remarque :

+ (E(X))”

—z)+ (nx)?

n(n—1)z?

(n—1) 22

9. En déduire que, pour tout = € [0,1] et tout n € N :

pour une constante C' > 0 & préciser.

Démonstration.

o Soit x € [0,1]. Soit n € N.

> (K — 2nak + (nz)?)
k=0

(Z) ok (1 — )k

éo k2 (Z) ok (1 — z)nh

— 2nz Y k <n) xk (1 —z)n=F
k=0 \K

n

+ (nz)? Y

k=0
nx+mn(n—1)r2—2nz x

nz(1+(n—1)z —2nz +

nx(l—x)

<Z> ok (1 — )k

(d’apres 6.,

nz + (nx)? x 1 7. et 8.)

’I’Ll‘)

Vr €[0,1],Vn €N, > (k—nx)?
k=0

(Z) -zt =z (l - )
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k=0

\.

> (k — na)? <Z> ok (1—z)F =

S (k—E(X
k=0
- E((X -E(x
— V(X)
= nz(l—x)

)?)

De maniére probabiliste, en considérant toujours une v.a.r. X de loi B(n,x), on remarque :

(X))? P({X =k})

(par théoréme de
transfert)

« Il reste & démontrer qu’il existe C' tel que : Vx € [0,1], z(1 —z) < C.
Autrement dit, on cherche a démontrer que la fonction h : z (1 — x) est majorée sur [0, 1].

x La fonction h est dérivable sur [0, 1] en tant que fonction polynomiale.

Soit x € [0, 1].

Alors :

B (z) =

1-2

x On obtient le tableau de variations suivant :

X

1
() >0 & 1-22>0 & 1>2z2 & 5>7

T

0

[N

Signe de A/ (x)

Variations de h

N,

On en déduit :

Ainsi : Vo € [0,1], Vn €N, 3 (k —nx)?
k=0

Commentaire

Soit x € [0, 1].

premiére ’est aussi.

=

z(l—2x) <

S 0z —oz+ -

@0<<

1
r— =

2

;

1
On pouvait également démontrer la majoration par 1 de la fagon suivante.

Or cette derniére inégalité est vraie. Ainsi, grace au raisonnement par équivalence, la
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On se donne maintenant f : [0, 1] — R continue et € > 0.
On admet I'existence de a > 0 tel que, pour tout (x,y) € [0,1]? :

[z -yl <a = [flz) - fy)l <e (2)
Pour n € N, on définit la fonction polynomiale :
SN AW nkp (K
Ve € R, By(x) = > (1 —z)" " f | =
k=0 \k n
Pour z € [0, 1] on partitionne les entiers k naturels entre 0 et n en :

k
a‘:‘_i
n

xr— —
n

X:{ke{o,l,...,n}:

204}

<a} et Y:{ke{o,l,...,n}:

10. Montrer que, pour tout = € [0,1] et tout n € N,

Bule) = S < +20f e © (7)) P00,

keY

ou on rappelle que || f|lcoc = sup |f(z)].

Démonstration. h
Soit z € [0,1]. Soit n € N.
o Tout d’abord :
B = @) = |5 ()t a-ar s () - s (o cfition
- éo (Z) ak (1 — gk (i) — f(z) éo <Z> ok (1= )" k| (d’apres 6.)
B @0 E)- £ ()0
- [E )0 ()-r0)
< B|G) 0o ( () -r0) oo
« De plus :
5 1) oot (s (2) -50)
IR TORE
- = (3) e @t (5) - i) + hoy () a0t (5) -
ke X keY
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Etudions chacune de ces sommes.

x Soit k € X. Alors :

k k
x — ’ < a. D’aprés la proposition (2), on obtient : ‘f(x) —f <>‘ <e.
n

Comme <Z> 2 (1 —2)" % > 0, on en déduit :

(Z) 2F (1= 2)"F | fz) - f (i)’ < <Z> (1 =)k e

En sommant ces inégalités pour k € X, on obtient :

b () a0t (5) -
ke X ke X

Enfin, pour tout k € [0,n] : <

€ i <Z> b (1—z)"F < e i (Z) ak (1 — 2k

k=0 k=0
ke X
I

ex1 (d’aprés 6.)

Finalement : > <n> k(1 —z)nF
k=0 k
ke X

x Soit k € Y. Par inégalité triangulaire :
k
(51
o N\ k n—k
Ainsi, comme <k> ¥ (1 —x) >0:

() a0t (5) -

FEn sommant ces inégalités pour k£ € Y, on obtient :

()] + o

< e+ flls

< (})e a0t <2l

N

£ (1)t a0t 2l

k=0
k
f() _y
k=0 \F " o k=0

keY
keY keY

£ (1)t a-ortr(5) -
Finalement : 3" (”> 2 (1 — )k <2l > (Z) o (1= 2k,
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« En rassemblant ces résultats :

(%)~ s

Loy (Z) (1 — a)nt

k=0 k=0
ke X keY
n n
< . b2l £ (3)eta-a
k=0
keY

Vo € [0,1], Vn € N, |Bp(z) — f(z)| < e+ 2| fll kzy (Z) k(1 — z)nk
€

O

11. En utilisant la définition de ’ensemble Y et les questions précédentes, conclure qu’il existe n suffi-
samment grand tel que :
||Bn - fHoo < 2

Démonstration.

« Soit n € N. Soit z € [0, 1]. D’aprés la question précédente :

Bua) = @) < e 207l £ () a0 -or

keYy

Or, par définition de || - ||oo :

= (1) -t <

key

5 () oo

[e.9]

D’ott, comme 2 || f|loc = 0 :

|Bu(z) — f(2)] < e+2|fll

5 ()2

Ainsi :
[Bn(z) — f(#)llo < e+ 2||flleo

5 (&) P -or

pour obtenir le résultat voulu

[e o]

= (1) -

keYy

On souhaite donc & majorer par _°
2([fll

o
par I’énoncé.
« Soit x € [0, 1].
n
On cherche a majorer Y <k> 2¥(1 — )% par un réel ne dépendant pas de 2. Pour cela, on

key
cherche & exploiter la question 9. (seule a nous fournir une majoration).

« Tout d’abord, on force 'apparition de la somme de la question 9. :

5 ()0 - g () oo

key keYy
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e Soit k€Y.
k
xr— — > o
n
donc |nz—k| > na (carn>=0)
don (e —k)? > (na)? (par croissance de
- 22 sur Ry )
ainsi 1 1 (par décroissance de la
(nx — k)2 n2a?  fonction inverse sur RY )

e On en déduit :

k

e A

rey (k— nx)

On en conclut :

D’ou :

. 1
nEI—II—loo 4a2n =0

e Or:

On en déduit qu’il existe ng € N tel que, pour tout n > n

keY

Ainsi, pour tout n > ng :
[Bn(z) = f(@)[lo <
<

<

> (Z) (1 —z)" "

(k — nx)? (Z) 2k (1 — )k

2 2
key -

1 n
< k— 2 k 1— n—k
g 5 (hena? (1)t (-
1 1
< 22 xqn (d’apres 9.)
< 1
= 4a2n

1
k —k
)$<1_$)n s 4a2n
aj‘k(l :L,)n—k < 1
4a2n
oo
1 €

ol :

0: < .D
4a?n = 2| flle

1 €
< 5 S
~  4datn 7 2|flle

n
e+ 20l |2 (7) -
keYy 00
g
e 4 2| flloo X ——
Wl 37

e + €

Vn = no, |[Ba(z) — f(2)llec <€
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Commentaire

On

Encore une fois, on pouvait raisonner de maniére probabiliste pour démontrer :

(

La démarche est méme plus naturelle. On considére toujours une v.a.r. X de loi B (n, ).
« Soit n € N*. Soit x € [0, 1].

1
4a2n

n

2\

key

) (1 —z)"F <

k%; (Z) 2R (1= )k = %;P({X:k})
- IP’({XGY})
- = ({F-2l2e))
_ ({\nw—X| na}) (carmn >0)

P({|X —nz| 2 na})
>nal)

e Or la v.a.r. X admet une variance. Ainsi, par inégalité de Bienaymé-Tchebychev (énoncée
dans le cours & venir sur les inégalités probabilistes) :

P({]X - E(X)|

P({1X B0 > na}) < 10
De plus :

V(X) _ nr(l—z)  x(l-2x)

(na)? a?n? a?n

Or, comme démontré en question 9. :

(

a donc démontré le théoréme de Stone-Weierstrass

1
VE On obtient finalement :

z(l—1x) <

< 1
= 4a2n

n

2\

key

) 2F(1—2)"F <

B

: toute fonction continue sur [0, 1] est limite

uniforme d’une suite de fonctions polynomiales.

On

ITT — Le probléme des moments sur [0, 1]
considére ici deux densités f et g sur I = [0, 1] et on suppose donc que, pour tout n € N,

mn(f) = mn(g)

12. Montrer que, pour toute fonction polynomiale P, on a :

1
/0 ((2) — g(x)) P(x) dz =0

Démonstration.

Soit. P une fonction polynomiale. Alors il existe n € N et (ag, a1, - . .

an) € R™1 tel que :

)

n
P:z— Y apa”
k=0
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1
« Commencons par remarquer que l'intégrale / (f(z) — g(x)) P(x) dz est bien définie car la
0

fonction z — (f(x) — g(x)) P(z) est continue sur le SEGMENT [0, 1].

o Démontrons ensuite, pour tout k£ € N :

1
/0 (f(:v)—g(x))xk de = 0

Soit k € N.

(par linéarité de l'intégrale,

1 1 1
/ (f(z) —g(z)) 2" dz = / f(z) 2k dox — / g(x)x® dx  les intégrales en présence
0 0 0

étant convergentes)

= mi(f) —mr(9)

— 0 (d’apres Uhypothése de
- cette Partie III)

e On en déduit :

n

1 1
/ (f(z) — g(x)) P(e) dz = / (f@) - g(2)) 32 apa da
0 0

k=0

n (par linéarité de

1
= > ai /0 (f(z) — g(2)) ot do intégrale)

k=0
_ z”: ap X 0 (d”a]’)rés le point
P précédente)
=0

1
Ainsi, pour toute fonction polynomiale P : / (f(z) — g(z)) P(z) dz = 0.
0

On sait par la partie IT qu’il existe une suite de fonctions polynomiales (P,)nen telle que :

1Pn = (f =9lloc —2 0

n—-+o0o

13. Montrer que :

n—-+00

1 1
lim z) — g(x))Pp(x) doe = z) — g(x))? dz
/O(f()g())() /O(f()g())
(On pourra raisonner par encadrement)

Démonstration.

Soit n € N.
1

1
« Notons d’abord que les intégrales / (f(x) — g(z))Pu(x) dz et / (f(z) — g(x))? dx sont bien
0

0
définies car les fonctions = +— (f(z) — g(z))Pu(z) et  + (f(x) — g(x))? sont continues sur le
SEGMENT [0, 1].
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Ensuite :

(par linéarité de
lintégrale)

1
_ / (F(&) - 9@) (Pala) — (F(@) — 9(a))) da

(par inégalité
triangulaire)

0
1 \(f(w)—g(m)) (Pn(x)— (f(x)—g(x)))‘ da

N

0

Ainsi :

1 1 1
xTr) — T n\T xr — X)) — ﬂf2$\ r)—aglx
/O(f()g())P()d /0<f<>g<>>d</0|f<>g<>\

Pn(x)—(f(x)—g(x))( dz

« De plus, par définition de || - ||oo :

Pu(@) = (f(@) = g(@))| < I1Pa = (f = 9l

D’ou, puisque | f(z) — g(x)| > 0 :

(@) — g()]

Po(@) = (f(2) = g(@))| < |f(2) = 9@)] P2 = (f = 9l

Par croissance de 'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant (0 < 1) :

1 1
| 150 = s |Pao) - (F@) = @) e < [ 150~ 9@ 170 = ( — g}l s
0 0

Or:

1 1
/ |f(2) = g(@)| |1P0 = (f = Do dz = [P0 = (f = 9)lloc / |f(x) — g(x)| d
0 0
Ainsi :

1 1 1
/ ((2) — g(a))Pu () dax — / (F(z) = 9(@))? dz| < [|Pa—(f = 9)oo / £(@) — g(z)| de
0 0 0

« Or la suite (P,) vérifie :

[Pn=(f =9l —> 0

n—-+o0o

1
Comme / ‘ f(x) — g(az)‘ dzx est un réel qui ne dépend pas de la variable n, on en déduit :
0

1 1
Jim | [ @) = s@)Pe) o= [ (10) = o) o] = 0

1 1
D’ou : lim /0 (f(z) — g(x))Py(x) de = /0 (f(z) — g(z))? de.

n—-+o0o
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14. Montrer alors que f = g sur [0, 1].

Démonstration.
o D’aprés la question précédente :

1 1
lim [ (f(2) - 9(2)Pa(a) da = /0 (f(z) - g(x))? da

n—-+00 0

o Soit n € N. Comme P, est une fonction polynomiale, d’aprés la question 12. :

1
/0 (f(2) - 9(2))Palz) dz = 0

n—-+o00

En particulier : lim /01 (f(x) — g(x))Py(z) de = 0.

o Par unicité de la limite, on en déduit :

1
/0 (F@) — g(@)? dz = 0

Ainsi la fonction z +— (f(z) — g(x))2 est :
x continue sur [0, 1],

x positive sur [0, 1],

x d’intégrale nulle sur [0, 1].

On en déduit, pour tout z € [0,1] :

donc  f(x)—g(z) = 0
d’onr f(x) = g(z)

Finalement : Va € [0,1], f(z) = g(x).

IV — Transformée de Fourier de la densité gaussienne

Pour tout £ € R, on pose :

ol ¢ est définie en (1).

15. a) Justifier que ¢ est correctement définie.

Démonstration.
Soit ¢ € R.

« Pour démontrer que ¢(£) est bien définie, il suffit de montrer que la fonction ¢ — ™€ (t) est
intégrable sur R.

p(t)] = [ [p(t)] = 1xlp()] = lp()] = w(®)

e Or, d’aprés I’énoncé, la fonction ¢ est une densité sur R. Elle est donc intégrable sur R. Ainsi,
la fonction t — €€ o(t) est aussi intégrable sur R.

La fonction ¢ est donc bien définie.
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b) |ADMIS (cours sur les intégrales a paramétres)|
Démontrer que ¢ est continue sur R.

Démonstration.
On note f : (&,t) = e p(t). On sait que :
x tout d’abord, pour tout t € R, la fonction & — f(&,t) est continue sur R.
x ensuite, pour tout £ € R, la fonction ¢ — f(&,t) est continue par morceaux sur R.
x enfin :
- pour tout (£,t) € R%, d’aprés la question précédente :
IFE 0] = o(t) < »(t)

- la fonction ¢ est intégrable sur R.

Par théoréme de continuité sous le signe intégral, la fonction ¢ : £ — / f(&,t) dt est continue

sur R.

La fonction ¢ est continue sur R.

16. [ADMIS (cours sur les intégrales a paramétres)|
Justifier que ¢ est de classe €' sur R et que :

t2
VE R, ¢(€) / e te™ 7 dt
Démonstration.

En conservant la notation f : (&,t) + e o(t), on sait que :
x tout d’abord, pour tout ¢ € R, la fonction & — f(&,t) est de classe €' sur R.

x ensuite, pour tout £ € R, la fonction ¢ — f(§,t) est continue par morceaux sur R, et intégrable
sur R (d’apres 15.a)).
x de plus, pour tout (£,t) € R? :

of L
5(57 t) = ite™ o(t)
. . of .
Ainsi, pour tout £ € R, la fonction t — a—é(é ,t) est continue par morceaux sur R.
x enfin :

- pour tout (£,t) € R? :
af 173 _
\%(u‘ = |t o) = 1ol < Ite)

- la fonction ¢ — |tp(t)| est intégrable sur R, car la densité ¢ admet un moment d’ordre 1 d’aprés
la question 2.

Par théoréme de dérivation sous le signe intégrale, la fonction ¢ : £ — / f(&,t) dt est de classe
—0o0
¢! sur R et, pour tout £ € R :

+o00 +o00 ]
7o = [ O ¢ty at = [ ittt a

oo 08 oo

Finalement, la fonction ¢ est de classe €' sur R et :

/ i e ité 2
i — tese 2 dt
7ie v 27 /_oo O
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17. Montrer que ¢ est solution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre & préciser.

Démonstration.
Soit £ € R.

o D’aprés la question précédente :

l( ) Z oo it£ t2
P& = e"Ste” 2 dt
V2T /_oo

« On procéde alors par intégration par parties (IPP).

u(t) = et u'(t) = i&es
V() = te =z v(t) = —e 7
Sous réserve de convergence, cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe ¢! sur R.

On obtient :
7' (€) ! it o=y - /+Oo i€ et 2\ @
% = —e"Se — i€e —e
V2T B o

o o]

+o00 ) /2 too +2
/ i€ et <—e2> dt = —if / e dt
—0o0 —0oQ

= —iEV2m (¢

On a démontré en question 15. que @(§) est bien défini, et en question 16. que @'(&) est aussi
bien défini. La réserve de convergence est donc levée. On obtient :

#e = m([—ﬁ]w

) i 2 ) 2
(o)t () i)

“+ o0

+ z‘&cﬁ(&))

e De plus:

2

P

—ee™7| — 0.
t——o0

De méme :

« On en déduit :

#(6) = = (0+iEvanee) = €40

La fonction ¢ est donc solution de I’équation différentielle y' + £y = 0.
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2
2

pour tout £ € R.

Dans la suite et si besoin on admettra que ceci reste valable pour tout £ € C.

18. Montrer que ¢(§) =e¢

Démonstration.

o D’aprés la question précédente, la fonction ¢ est solution de ’équation différentielle 3 + &y = 0.
Or 'ensemble des solutions de cette équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 1 est :

R - R
{g > AeA© MGR}

ou A est une primitive de la fonction £ — —&.

2
Il existe donc A € R tel que : ¢ : & — Ae 5.

o Il reste & déterminer la valeur de \.
Pour cela, on remarque :

+oo +o0
¢(0) = / V() dt = / e(t)dt = 1 (car ¢ est une densité)

On en déduit :
02

Ae 2 =1 donc A =1

&2
2

Finalement : ¢ : & — e~

V — Le probléme des moments sur [0, +o0]
Dans cette partie on considére f : [0, +oo[ — R définie par :

1 1 2
_ = e 3(n(x)
e 2 pour z > 0
Vz € [0,+00], flz)=( TV27
0 pour x =0

19. Montrer que f est bien une densité sur [0, +o00[. On admettra que tous ses moments sont finis.

Démonstration.

. La fonction f est positive sur [0, +ool.

o La fonction f est continue :
x sur ]0, +o00[ en tant que produit de fonctions continues sur |0, +o00].
x en 0. En effet :

- d’une part, avec le changement de variable | u = In(z)

lim f(z) = lim f(e%)

z—0 U—>—00
Or, pour tout u € R :

1 1.2 1 1.2 1 201, 1
wy = U — A —u?(5+y)
f(e ) et/ 21 ¢ V2T ¢ V2T ¢ U——00

- d’autre part : f(0) = 0.
Ainsi : li_r% f(z) = f(0).

La fonction f est continue sur [0, +ool.
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« Démontrons que f est intégrable sur [0, +00[ et de masse 1.

x Tout d’abord, comme la fonction f est positive sur [0, +oo[, démontrer qu’elle est intégrable

+o00
sur [0, +-o00[ renvient & démontrer que 'intégrale / f(z) dx est convergente.
0

+o0
De plus, la fonction f est continue sur [0, +oo[. L'intégrale / f(z) dx est donc impropre
0
seulement en +ooc.
x On rappelle :

1 1 2
Va € 10, +o0], — ¢ 2(n(@)
x € ] [, f(z) e e

On effectue le changement de variable ¢ : u — e%. La fonction v est de classe €', bijective

et strictement croissante de | — oo, +00| dans |0, 4o00|. Ainsi, sous réserve de convergence, ce
changement de variable est licite.
On obtient :
+oo +oo ,
[ t@ar = [ Geww )
0 —00
+oo
= / f(e")e" du
—0o0
+o00
= ! ez W o dy

oo V2T
= /+oo o(u) du

—00

+o00
x Or, d’aprés I’énoncé, la fonction ¢ est une densité sur R. L’intégrale / o(u) du est donc
—0o0
convergente. La réserve de convergence est donc levée et :

+o0 +oo
/ flx) dz = / o(u) du = 1 (car ¢ est une densité)
0

La fonction f est donc intégrable sur [0, +oo[ et de masse 1.

La fonction f est donc une densité sur [0, +ool.

Commentaire .

« Notons qu’effectuer le changement de variable 9 : u — e revient a poser | u = In(z)

u=In(z) (et donc z =e")

<—>du:5dx et dr=—e"du

e x—>0 = u— —0

o« X — +00 = u— +00

35



PSI 12 NOVEMBRE 2022
Mathématiques

Commentaire \

« Remarquons que ce changement de variable permet également de montrer que la densité f
admet des moments & tout ordre. En effet, sous réserve de convergence, pour tout n € N :

+oo
malf) = /0 2 f(z) da

—+00
= e2™ L / ez (=) gy
V2T J oo

On effectue alors le changement de variable affine W : ¢t — t 4+ n. La fonction W est de classe
%!, bijective et strictement croissante de | — oo, +o0o[ dans | — 0o, +-00[. Ainsi, sous réserve

de convergence :
+oo 1 2 +oo 1,2
/ ez ()" gy = / e 2 dt
— 0o —o

On en déduit :

Comme la fonction ¢ est une densité, les réserves de convergence sont levées. Ainsi, m,,(f)
existe et :

JJ

\.

Pour n € N on pose :

+o0
I, = /0 2" f(x)sin(27 In(z)) dx

1 ' , 1,2
I,=Im| — e1(27rfln)u e 2 du> ’
(\/ 2m /IR

ou Im(z) désigne la partie imaginaire du complexe z.

20. Montrer :

Démonstration.
Soit n € N.

o Tout d’abord, remarquons que 'intégrale I,, est bien convergente. En effet :

x d’une part, pour tout z € |0, +00] :

0 <

2" f(z) sin (27 111(1:))‘ < 2" f(x)

+oo
x d’autre part, I'intégrale / x" f(z) dx est convergente car f admet un moment d’ordre n.
0
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Par critére de comparaison des intégrales généralisées de fonctions continues positives, I'intégrale

+oo
/0 2" f(z) sin (27 In(z))

est absolument convergente, et

donc convergente.

L’intégrale I,, est bien convergente.

+oo
dz est convergente. Autrement dit, / 2" f(z) sin (27 In(z)) dz
0

« Toujours avec le changement de variable ¢ : u > e (ot ¢ est de classe €', bijective et strictement
croissante de | — 0o, 4-00[ sur |0, +00]) :

In

o De plus, pour tout u € R :

(€)™ f(e™) sin(2mu) e*

e On en déduit :

+0o0
/0 2" f(x) sin (27 In(z)) dx

L 1,2 +oo
ez(—zn+27r)u e 3% du = Im/

/+oo
—00

(€)™ f(e")

1
21

nu

ez sin(27mu) e
B}{

e

ﬁ

_ 1,2 i
nu 24 Im eQMru

€ €

N

U

1
Im e
s
Im enu+2i7ru

Var
1
V2r

Im ei(fin+27r)u

sin (27ru) e du

1 1
M T3 e R
V2 /
i(2m—in) e 2% du

21. A Daide de la partie IV, en déduire que I,, = 0.

Démonstration.
Soit n € N.

o Tout d’abord :

ez‘

o Or, d’aprés la question 18. : V¢ € R,

(2r—in)u e—%uQ du ei(2m—in)u

+oo
[
P27 —in)

@(§) = e 2. De plus, I'énoncé

reste valable pour £ € C. Ainsi :

o(2m —in) = e

_ (27r—in)2
2

— o3 (4n?—dimn—n?)

(&

2
_ 2, n ;
— e 2o+ ean

o(u) du

précise que cette relation

2
_9x2 4 n"
= ¢t T x 1
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e On en déduit :
7L2
I, = Im (e_2”2+2> =0

YneN, I, =0

Pour a € R, on pose :

f(z)(1+ asin(2rIn(z))) pour z > 0,
Va € R-l—a ga(ﬂf) =

0 pour z =0

22. Déterminer une infinité non dénombrable de « pour lesquels f et g, sont deux densités sur [0, +o0],
distinctes et my,(ga) = my,(f) pour tout n € N.

Démonstration.
o On sait déja, d’aprés 19., que la fonction f est une densité sur [0, +oo].

« Cherchons pour quelles valeurs de «, la fonction g, est une densité sur [0, +o0].
Soit a € R.

x La fonction g, est continue :
- sur ]0, 400 en tant que produit de fonctions continues sur |0, +00],

- en 0. En effet, pour tout z € ]0, +oo] :
ga(z)] = ‘f(x) (1 +asin (27 ln(x)))‘
— f(z) ]1 + o sin (27 ln(w))‘ (car f(z) > 0)
< f() (1+ ]l | sin (27 ()] )

< fla) (T4 el x 1)

Ainsi :
0 < [ga(z)| < (1+]af) f(z)

Or : linr(lJ (I1+|a|) f(x) = (1 +]a]) x 0 =0. On en déduit, par théoréme d’encadrement :
T—

lim go(z) = 0 = ga(0)

x—0

On en conclut que, pour tout a € R, la fonction g, est continue sur [0, +o0].

x Soit z € [0, +o00[. Deux cas se présentent :
- siz =0, alors : go(0) =0 > 0.

Jo(z) 20 < f(x) (1 + a sin (27 ln(x))) >0

(car, comme x > 0,

& 1+ asin (27T ln(x)) =0 alors : f(x) >0)

& asin (27 In(z)) > -1
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Or:0< |sin (271' ln(x))‘ <1
Ainsi, si aw € [—1,1], alors : 0 < |a| < 1. D'ou :

0 < |oz]‘sin(27rln(a:))‘ < 1
I

‘oz sin (27 ln(az))‘

En particulier : —1 < « sin (277 ln(x)). Et donc, griace au raisonnement par équivalence :
Yo (x) 2 0.

On en conclut que, si a € [—1,1], alors la fonction g, est positive sur [0, 4+00].

x Soit @ € [—1, 1]. Démontrons que g, est intégrable et de masse 1.

- Comme « € [—1,1], alors g, est positive sur [0, +oo[. Démontrer que cette fonction est inté-

+00
grable sur [0, +oo[ revient donc & démontrer que I'intégrale / go(z) dx est convergente.
0

- Tout d’abord, pour tout x € ]0, 4+o0] :
ga(x) = f(x)+af(z) sin (27 In(z))
Or :

+oo
» lintégrale / f(z) dx est convergente (et vaut 1) car f est une densité d’aprés 19.
0

+o0
» lintégrale Iy = / f(x) sin (27r ln(:n)) dx est convergente d’aprés 20.
0

+oo
On en déduit que l'intégrale / Jo(x) dx est convergente et :
0

+oo
/ ga(x)de = 1+ = 140 =1
0

Finalement, pour tout a € [—1, 1], la fonction g, est intégrable sur [0, +oo[ et de masse 1.

Ainsi, pour tout « € [—1,1], la fonction g, est une densité sur [0, +o00].

« Soit a € [—1,1]. Cherchons alors les valeurs de « telles que : Vn € N, my,(f) = my(ga)-
x On sait déja, d’apres 19., que la densité f admet des moments a tout ordre.

x Démontrons que la densité g, admet des moments & tout ordre et calculons les.
Soit n € N.

- Tout d’abord, la fonction « — z™ g (x) est positive sur [0, +-o00[ car a € [—1, 1]. Démontrer que
la fonction x +— 2" go () est intégrable sur [0, 00| revient donc & démontrer que I'intégrale

+o0
/ x" go(x) dx est convergente.
0

- Soit x € 10, +o0].

2" go(x) = 2" f(x) (1 + a sin (27 ln(:c))) = 2" f(x) + aa™ f(z) sin (27 In(z))
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Or :

+oo
» lintégrale / x" f(x) dz est convergente car la densité f admet un moment d’ordre n,
0

+o00
» lintégrale I,, = / 2" f(x) sin (27 In(z)) est convergente d’aprés 20.
0

+oo
On en déduit que l'intégrale / z" go(z) dx est convergente et :
0

+oo +o0
in(ge) = /0 2" go(z) dr = /O 2" f(2) dz+ In = mn(f)+0

Vn € N, mn(ga) = mn(f)

Ainsi, pour tout « € [—1,1], la densité g, admet des moments & tout ordre et :

« Finalement, pour tout a € [—1,1] \ {0}, les fonctions f et g, :
x sont des densités sur [0, +oo[ car a € [—1, 1],

x sont distinctes car a # 0,

x admettent des moments & tout ordre et vérifient :
vn €N, mn(ga) = mn(f)

De plus, 'ensemble [—1,1] \ {0} est bien un ensemble non dénombrable.

On en déduit que 'ensemble [—1, 1]\ {0} satisfait aux conditions de I’énoncé.

Commentaire

Bien str, tout ensemble non dénombrable inclus dans [—1,1] \ {0} convenait également

([-1,0] ou ]0, 1] par exemple).
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