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DS4

Exercice : polynémes de Hermite - CCINP MP 2016 - / 42 points

Soit (Hy)nen la famille des polynomes définie par Hy = 1 et, pour tout n € N, H,,y1 = X H,, — H},.

1. Démontrer que, pour tout n € N, H,, est un polynoéme unitaire (c’est-a-dire de coefficient dominant
égal a 1) de degré n.

« 1 pt : récurrence écrite correctement (dont initialisation correcte)
« 1 pt: H, =R+ X" ou écriture similaire

e 1pt: Hyp = XH, + H = (X R+ H;) + X" de degré = n + 1 et unitaire
2. Démontrer que, pour tout n € N, H) | = (n+ 1) H,.

o 1 pt : récurrence écrite correctement (dont initialisation sans erreur logique)
o 2 pts : hérédité

/ / /
x 0 pt: Hw,m+2 = (X HﬂJrl_H?,H-l) = (X Hn+1) - <H7,1+1)

/ /
«1pt:=Hy+X H;+1—(H;l+1> = Hp + X ((n—i—l)Hn)—((n—i—l)Hn) par HR
«1pt:= (X Hy— Hy)+ (1) X Hy— (n+ 1) H, = (n+2) X Hy — (n+2) H,

Pour tous polynéme P et @@ a coefficients réels, on pose :

400
(P|Q) = / P(2) Q(x) f(x) da,

—00
1 .’L'2 +oo
la fonction f étant définie sur R par f(z) = exp [ —— |. On rappelle que / f(z) de = 1.
V2 2 oo

3. Un produit scalaire sur R[X]

a) Justifier, pour tous polynémes P et ) dans R[X], 'existence de l'intégrale qui définit (P |Q).

“+oo
e 2 pts : Vk €N, / tk f(t) dt est convergente
0

«x 1pt:thfit)y= o (e

t——+o0

x 1 pt : comparaison de séries a termes positifs écrit correctement

“+oo
e 2 pts : Vk €N, / tk f(t) dt est convergente
—00
+oo +oo
x 1 pt : cas k pair -> cv d’aprés le point précédent + / e, = 2 /
—00 0
+oo
x 1 pt : cas k impair -> cv d’aprés le point précédent + / ... =0
—00
+oo +0o0
« 1 pt : la convergence de / t* f(t) dt implique celle de / P(t) Q(t) f(t) dt
—0 —o0
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b) Démontrer que 'on définit ainsi un produit scalaire sur R[X].

e 1 pt: (-]) est linéaire a gauche par linéarité de l’intégrale
o1 pt . <|
e 3 pts : (-|-) est définie positive

« 1pt: (P|P) = /+oo (P(t)* f(t) dt > 0

—00

-) est symétrique + bilinéaire car linéaire & gauche

x 1 pt:te— (P(t))2 f(t) est : continue / positive / d’intégrale nulle sur R donc
nulle sur R

x 1 pt : donc ( P(t) )2 f(t) = 0 donc (P(t))2 = 0 donc P s’annule une infinité de
fois -> c’est le polynéme nul

4. Une famille orthogonale

Dans la suite, R[X] est muni de ce produit scalaire et de la norme associée notée || - ||.
a) Démontrer que, pour tout P € R[X] et pour tout n € N, (P | H,) = (P™ | Hy).

« 1 pt : récurrence écrite correctement (dont initialisation sans erreur logique)
e 4 pts : hérédité

x 1pt: (P|Hpp1) = (P|X Hy) — (P|Hy;)

CApt: (PIXHy) = —[ PO Hu(t) f() [ + (P H,) + (P|H))

x 1 pt: [ P(t)Hy(t) f(t)] : = 0 par croissances comparées

« 1pt: (P|Hypr) = ((P'|Hy) + (PHATY) — (PHTLT = <(P’)(")\Ho> par HR

b) En déduire que, pour tout n € N, la famille (Hy, Hy,. .., Hy) est une base orthogonale de R, [X].

« 1 pt : la famille est libre (car échelonnée / orthogonale et constituée de vecteurs
non nuls)

e 1pt:sii<j, (H|H;) = <H§j) |H0> = (0] Ho) =0
e 1 pt:sii>j, (H;|H;)=(H;|H;) =0 d’aprés le point précédent
¢) Calculer ||H,| pour tout n € N.

e 1pt: ||Hol? = (Hy|Hn) = <H,§”>\HO> d’aprés 4.a)

e 1 pt:= <(X"+R)(n)|H0> = <(X")(n)+R | Ho ><(X”)(n)|Ho>

e 1 pt: = ( n!|Hy) (récurrence immédiate)
400 +o0
.1pt::/ (n!xl)f(t)dt:n!/ f(t) dt = n!

d) Soit P = X3+ X2 4 X 4 1. Préciser les polynoémes Hy, Hy et Hz puis déterminer quatre réels a;
(0<i<3)telsque P = 23: a; H;. En déduire la distance d du polynéme P au sous-espace Rg[X]
des polynémes constantsz,:((:)’est—a-dire la borne inférieure de ||P — Q|| quand @ décrit Ro[X].
elpt:(Hy=1),HH=X,Hy=X?>-1et H3=X3-3X
e 2pts: P=1-H3+1-Hy+4-H,+2-Hy

x 1 pt : raisonnement correct

x 1 pt : résultat
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1
e 1pt : p(P) =2 Hy (p(P) € RolX] & P —p(P) € (Ro[X])
elpt: |[P—p(P)|2 = |1-Hs+1-Hy+4-Hi? = ||Hs| + || Holl? + 4~ Hy]? = 24

5. Etude des racines des polynémes H,

Soit n € N. On note p le nombre de racines réelles (distinctes) d’ordre impair du polynéme H,, ai,
az, ..., ap ses racines et S le polynoéme défini par :

p
S=1sip=0 et S=]][(X — a;) sinon.
i=1

a) Démontrer que, si p < n, alors (S| H,) = 0.

P
e 1 pt:deg(S)=p<ndoncS=)> a; H,
i=1

M=

P
e 1pt: < o; - H; ]Hn> = a; (H; | Hy) = 0 car la famille (H;) est orthogonale
i=1 ;

=1

b) Démontrer que, pour tout =z € R, S(x) Hy(z) > 0.

(X — ai)/\i> y (ﬁl(x - bj)w> « R(X)

e 1 pt : décomposition H, = (

,
=3

e« 1 pt: S(z) Hy(zx) = <1£[(x - ai))‘iJrl) X (12[ (x — bj)“j> X R(x)

i=1 j=1

e« 1 pt: S(z) Hy(z) > 0 par produit de termes positifs
c¢) En déduire que H,, a n racines réelles distinctes.

« 1 pt : on procéde par ’absurde. On suppose que H, n’a pas n racines réelles
distinctes. Ainsi, deg(S) =p < n.

+oo
« 1 pt : donc (S| Hy) :/ S(t) Hu(t) f(t) dt = 0

—00
« 1 pt : la fonction ¢t — S(t) H,(t) f(t) est positive / continue / d’intégrale nulle sur
R donc est nulle

e 1 pt: comme f >0 alors Vz € R, S(x) Hy(z) = 0
et donc Vzr € R, S(x) =0 0U H,(x) = 0

PROBLEME A : Etude de séries de pile ou de face - / 38 points

Partie I - Etude de la longueur de la premiére série
Dans cette partie, nous allons étudier la longueur de la premiére série. On définit la variable aléatoire
L de la maniére suivante :

— si la série n° 1 ne se termine pas (ce qui arrive si et seulement si on obtient que des piles ou que des
faces), on pose L; = 0;

— sinon, on désigne par L1 la longueur de la série n° 1.

Ainsi, si I’événement donné dans 'exemple 1 est réalisé, alors on a L1 = 2 tandis que si I’événement
donné dans I'exemple 2 est réalisé, alors on a L; = 3.
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I.1 - Calcul de la somme d’une série

1. Rappeler (sans le démontrer) les valeurs = pour lesquelles la série S z*F converge et rappeler alors

k>0
la valeur de la somme de cette série.
« 1 pt: > 2* est convergente pour tout z € | —1,1]
k>0
+o0 1
elpt:Voe]-1,1, Y 2F =
k>0 1—=x
+oo €T
2. En déduire que pour tout € | — 1,1[, la série > & z*¥ converge et que Y. k 2% = 5
k>0 k=0 (1-=2)
N 1— N+1
elpt:igy:z— Zxk:L
k=0 l—z

(N+1) 2V + (N +1) 2V 41— N+
(1—x)?

N _
e 1 pt:endérivant Vo € | —1,1[, 3 kaF~! =
k=1

T

1 pt ! t ainsi Vo € | —1,1] Jrfjok k
elpt: — ——S etainsiveec |—1,1|, ¥ =
2 k=0 (1—z)

N—+oo (1 —x)
1.2 - Etude de 4

Dans cette partie, on considére un entier k € N*,

3. Exprimer I'événement {L; = k} en fonction des événements P; et F; pour i € [1,k + 1].
e 2pts:Vke N, {L =k} = (F1 N...NF, N P,M) U (P1 N...N PN F,m)
4. Montrer que P({L; = k}) = 2.

e 1pt:P({L =k}) :}P’(Fl N...NF N Pk+1) + IP’(Pl N...0 PN Fk+1>
e 1 pt:=P(F) x ... x P(Fy) X P(Pgy1) + P(Py) x ... x P(Py) x P(Fi4+1) par indépendance

Lot 1 k+1__ 1 k
P sg) T e
5. En déduire la valeur de P({L; = 0}).

+ 1 pt : la famille ({L; = k})keN

. 1pt:P({L1:O}):1—§ @)k:l_(g <;)k—<;>0>:1—1i%+1:0

6. Démontrer que la variable aléatoire L; admet une espérance, puis déterminer sa valeur. Que repré-
sente ce nombre par rapport au probléme étudié dans cet exercice ?

+o0
est un sce donc ) P({L;=k}) =1
k=0

o 1 pt: L; admet une espérance ssi > n IP’( {L; = n}) est ACV ce qui revient & démon-
n=0

trer qu’elle CV

N N N 1k
elpt: > kP({Li=k})=0xP({Li=0})+ > kP({Li=k})=0x0+ > k (2)
k=0 k=1

= k=1
1\° X n\* X 1\*
<2> kz::1 2 kzz:o 2) Neeo (1 %)2

o 1 pt : la premiére série dure en moyenne 2 lancers

D=
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Partie IT - Etude du nombre de séries

I1.1 - Généralités

7. Déterminer les lois de N7 et Ns.
« 1 pt: Ni(Q) = {1}, Nao() = {1,2}
. 1pt:{N2:1} = (Pl ﬂPQ) U (F1 ﬂFg)
e 1pt:P({No=1})=P((PANP) U (FLNF))=PP) xP(PR) + P(F) x P(F) :%

e 1pt:P({No=2})=1-P({N2=1}) :1—%:%car ({N2 =1} ,{Ny =2}) est un sce

8. Quel est I'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire N, 7

e 2 pts : N,(Q) =[1,n]
(dont 1 pt pour la qualité des explications)

I1.2 - Relation de récurrence pour la loi de N,
Dans cette sous-partie, on détermine une relation de récurrence entre la loi de N, 41 et la loi de N,,.
9. Soit k € [1,n + 1]. Justifier que l'on a ’égalité d’événements :
{Nn+1 :k’}ﬂpnﬂpn+1 :{Nn:k’}ﬂpnﬁpn+1
puis en déduire :

P({Nny1 =k}) N PyNPyy1) = % P({N, =k} NP,)

o 2 ptS : Vk € [[1,Tl+1]], {Nn+1 :k}ﬂPnﬂPn+1 :{Nn:k’}ﬂpnﬂpn+1
Lors des n+1 premiers lancers, exactement k séries sont apparues et la derniére série
débute lors d’un lancer de rang inférieur ou égal a n

e 1pt:P({Npp1 =k} N PyNPoy1) =P({Np =k} NPy Prp)
=P({Nn =k} NPy | Poy1) X P(Prs1) = P(Pog1) X P({N, =k}NP,) = % P({N, =k}NP,)

10. En utilisant la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements :
(anPrH»la anFnJrl; anPn+1a anFn+1>

et les relations précédentes, montrer que l'on a pour tout k € [1,n + 1] la relation :
1
2

P({Nasr =}) = 5 P({Na = k}) + 3 P({Na =k~ 1})

e 1pt: P({Npp1 =k}) =P({Nny1 =k} N PaN Pop1) + P({Nny1 =k} N FuN Frp)
+P({Nn+1 = k} N F,N Pn—l—l) + IP( {Nn—H = k} N P,N Fn+1) par FPT

. 1pt::%P({Nn:k}ﬂPn)+% P({Nn:k}ﬂFn)Jr% P({ank—uan)% P({N,=k—1}n
P,)

e lpt:= % (]P’({Nn = k} N P)+P({N, = k}an))% (P({Nn =k —1}NP)+P({N, =k —1}n
P

F)) =5 B((Na=K}) + 3 B({Na=k—1})
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11.3 - Fonction génératrice, loi et espérance de N,

Pour tout m € N*, on note GG;,, : R — R la fonction génératrice de la variable aléatoire IV,,, dont on
rappelle la définition :

Vz € R, Gp(z) = kfjl P({Ny =k} )a"
En particulier, on déduit des résultats précédents (on ne demande pas de le vérifier) :
Ve e R, Gi(z) =
11. Déduire de 10 que pour tout € R, on a la relation :

1+
2

. 1pt:Gn+1(x)::iiP({NnH:k})xk:"il (1 P({N,=k}) + ;P({Nn:k—l})> z*

=1 \2

Gny1(x) =

Gn(x).

1n+1 1n+1
. Opt::§ S P({N,=k}) 2* + 5 S P({N,=k—1}) a*
= k=1

(Vo= k}) 2 = 2 Gula) + % v 3 B({N, = k}) ot
k=1

12. Déterminer une expression explicite de G, (x) pour tout n € N* et tout = € R.

« 1 pt : récurrence écrit correctement (dont initialisation)

1\""
Vn € N*, Vo € R, Gp(z) = <$—2|_ > x

x+1 x+1 <:U—|—1>"_1
x

o 1 pt : hérédité G,1i(x) = 5 Gn(x) = 5 5

13. Rappeler l'expression de l'espérance de N, en fonction de GJ,, dérivée de la fonction génératrice
G,,. En déduire 'espérance de la variable aléatoire IV,,.

clpt:Gh(x) = 3 P({Na=k})xkabt = 3 kP({N, =k}) 25
k=1 k=1

cIpt:GL(1) = > kP({N.=k}) 151 = 3 kP({N,=k}) = E(N,)
k=1 k=1

1\"? 1 1\ ! 1
clpt:QL(z) = (n—1) (9“; ) S Xo + (9”; ) xldoncG;(l):n;—

14. Déterminer la loi de la variable aléatoire IN,, & partir de 'expression de G,.

= (5+2)” = (0 e = () ()
) B D60

—1\ /1\"!
o 1 pt : les polynémes Z <Z 1) <2) X et Z P({X, =k}) X% sont égaux et ont
k=1 \F — k=1

donc méme coefficients

Np(©2) = [1,n] n—1
vk € [Ln], P({Xn=k}) = (Z:D G)

o 1 pt : finalement, la loi de V,, est donnée par :
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PROBLEME B : Fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle
- Centrale 2 2020 PC - / 57

I. Fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle

A toute variable aléatoire réelle discréte X : © — R, on associe une fonction ¢y, appelée fonction
caractéristique de X et définie par :

Vt € R, ¢x(t) = E(eitX)

I.A - Premiéres propriétés

Dans cette sous-partie, X est une variable aléatoire réelle discréte.
1. On suppose, dans cette question, que X (£2) est un ensemble fini de cardinal r € N*.
On note X(Q) = {x1,...,z,} o les z; sont deux & deux distincts, et, pour tout entier k € [1,r],
ap = P({X = J:‘k})
-

Montrer que, pour tout réel ¢, ¢x(t) = > ax e
k=1

ity

« 1 pt : introduction de la fonction g; : z — e'!®
. T
« 1 pt : par théoréme de transfert, cas fini ¢x(t) = E(e®X) = 3 P{X = 21}) g:(xz)
k=1
2. On suppose dans cette question que X (€2) est un ensemble dénombrable. On note X () = {z,,n €

N} ot les 2, sont deux a deux distincts. Pour tout n € N, on pose a, = P({X = ,}).

+00 .
Montrer que ¢x est définie sur R et que, pour tout réel ¢, ¢x(t) = > a, e'tn.

n=0

« 1 pt : introduction de la fonction g, : x — e''® (attribué seulement si non attribué
dans la question précédente)

« 1 pt : par théoréme de transfert, cas dénombrable, ¢x(t) existe si et seulement si la
série > P{X =xz,}) g:(zy,) est absolument convergente

n=0
« 0pt: | P{X =2n}) gelzn) | = | PUX = 20}) | X | ge(an) | = P{X = 2})
+o00o
e 1 pt:or ) P{X =uz,})=1 via le sce associé a la v.a.r. X
n=0
+oo .
« 1 pt : ainsi, par théoréme de transfert, ¢ (t) existe pour tout ¢t et vaut > a, e''r
n=0

3. Montrer que ¢x est continue sur R.

r .
e 1 pt:cas X fini : ¢x : t = > a €' est continue par somme (finie) de fonctions
i=1
continues
e« 3 pts : cas X dénombrable.

x 1 pt : introduction de h, : t — a, €. Il s’agit de démontrer que la (fonction)
somme de la série de fonctions ) h, est continue

x 1 pt : Vn, h, est continue sur R
x 1 pt:| hp(t)|=1an|=P{X =u2,}) donc ||hy|cr = P{X =x,}) et la série >  h,

converge normalement
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Soit a et b deux réels et Y = aX + b. Pour tout réel ¢, exprimer ¢y (t) en fonction de ¢x, t, a et b.
Version longue

e 1pt:siX(Q)={zx|kel} (oalCN)alorsY(Q)={axp+b|kel}

« 1pt:oy(l) = Z P{Y = y}) e = k% P({a X +b=a xj +b}) el +b)

o 1pt: =Y PH{X = xp}) €@ et = et S P{X = x;}) €% = e ¢x(at)
kel kel

Version courte

¢ 1pt:VteR, VweQ, eV W =g (e X(@)+0) _ et gt (a)X(w)
« 1 pt : donc eV = ¢t giatX

« 1 pt : par linéarité de ’espérance E (eity) =e | (ei“tX ) = e ¢x(at)

Soit t € R. Donner une expression de ¢x(—t) en fonction de ¢x(¢). En déduire une condition
nécessaire et suffisante portant sur I'image ¢x (R) pour que la fonction ¢x soit paire.

o 1 pt:VteR, Vwe Q, e X = ¢itX(w) donc e ¥ = eitX

e 1pt:ox(—t)=E(e™)=E (e“X> = E(e?*X) = ¢x(t) d’aprés ’énoncé

« 1 pt:ox(—t)=0ox(t) & ox(t)=dx(t) & ox(l) =9¢x(t) & ox(t) €R

I.B - Trois exemples

6.

Soit n € N* et p €]0,1[. On suppose que X : Q@ — R suit une loi binomiale B (n,p) et on note
= 1 — p. Montrer que, pour tout t € R, ¢x(t) = (q +pe”)n.

. 1pt: dyl) = i P({X = k}) ekt = 3 (Z) p* (1= p)"* eik* (loi binomiale)
k=0 k=0
« 1 pt: Zi: ( > (p it)k (1 _p)nfk _ (p oit 1 (1 —p))n

Soit p € ]0, 1]. Quelle est la fonction caractéristique d’une variable aléatoire suivant une loi géomé-
trique de parameétre p?

« 1 pt: ox(t) = Z P{X =k}) e § (1 —p)k=1 p e** (loi géométrique)
« 1 pt: :kzo((l_p))kpe(kJrl _peztz(( ) it)k

1t 1
« 1pt: =pe T—p)e“

Soit A > 0. Quelle est la fonction caractéristique d’une variable aléatoire suivant une loi de Poisson
de parameétre A7

+o00 pLAN
o« 1 pt: ox(t) = E P{X =k}) etht = 3 e o e'¥! (loi de Poisson)
k=0 :

(Ae')” e”)k

«1pt: e Z —erer —exp (A (et —1))
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I.C - Image de ¢x

On se donne ici une variable aléatoire réelle discréte X : 2 — R, dont on note ¢x la fonction caracté-
ristique. Pour tout (a,b) € R?, a + bZ désigne 'ensemble {a + bk, k € Z}.

9. Montrer que pour tout t € R, |¢px(¢)] < 1.

«0pt: X(Q) ={z | kel} (ot ICN)
e 1pt:fox(t)| =] X PUX =x}) €™ | < 3 | PUX =a3}) 't |

kel kel
par inégalité triangulaire généralisée (CVA)

elpt:...> |PUX =a}) e | =3 P{X =a3}) =1
kel kel

2
10. Montrer que, s’il existe a € R et {9 € R* tels que X (2) C a + il Z, alors |px(to)| = 1.

to
27 . . 27
.Opt:commeX(Q)Ca—l—t— Z, 11ex1steICZte1queX(Q):{a+t—k:|k€[}
0 0
y (+27T k)
2 ito (a+—— 2 -
e 1pt:ox(ty) = ZIP({X:a+7T k})e to ZZP<{X:a+W k}) el(ato+2k7r)
kel to kel to
) 2 . .
- 1pt: —e“‘tOZ]P’<{X—a+t7rk}> M:ewtoxl
kel 0

On suppose réciproquement qu’il existe ¢y € R* tel que |¢x (t9)] = 1.
Dans la suite de cette sous-partie I.C, on suppose de plus que X (£2) est dénombrable et on reprend
les notations de la question 2.

+00
11. Montrer qu’il existe a € R tel que > ayexp (z (tg T, — to a)) =1.

n=0

4 b
« 1 pt : d’aprés I’énoncé, il existe b € R tel que ¢x(tg) =€’ et : b=ty x — = aty

0
+oo . .
e 1 pt : donc ¢x(tg) = > aj e'% ! = e'?t d’oul le résultat
k=0
400
12. En déduire que ) a, <1 — cos(to zpn, — to a)) =0.
n=0

o 1 pt : d’aprés la formule d’Euler

“+o00 —+00 —+00
> anpexp (z (toxn —toa)> = > apcos (toxn —toa> +1i Y. apsin (toxn —t0a>
n=0 n=0

n=0
+oo
« 1 pt : d’aprés la question précédente ) a, cos (to T, — to a) =1
n=0

+00
e 1pt:1= > a, et différence des sommes infinies pour conclure
n=0

27
13. Montrer que pour tout n € N, si a, # 0, alors x,, € a + — Z.

to
« 1 pt : pour tout n € N, cos(tpz, —tpa) < 1 donc 1 — cos(tyz, —tpa) > 0
+o0
et ainsi ) a, (1 — cos(to zn, — to a)) est une somme de termes positifs
n=0

e« 1 pt:ainsi:VneN,a,=00U cos(tpz, —toa) =0 donc tyx, —toa € 2772
e 1 pt:ainsi:VneN, tyx, €Etga+ 277 et xn€a+2§Z
0
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14. En déduire que IF’( {X €a —|— Z})
elpt: X(Q)={zecX(Q) | P(X=2})=0} U{zeXQ) |P{X=2a})#0}=AUB
« 1 pt : d’aprés la question précédente : {r € X(Q) | P{X ==z}) #0} Ca+ 2—” Z

« 1 pt : finalement : 1 = P({X € X(Q)}) = P{X<4A}) + P{X € B}) < IF’({X €at+ Z})

II. Fonction caractéristique et loi d’une variable aléatoire

L’objectif de cette partie est de montrer que la fonction caractéristique d’une variable aléatoire déter-
mine sa loi.
II.A - Premiére méthode

Soit X une variable aléatoire réelle et d}scréte et m € R.

1 .
Pour T' € RY, on pose Vin(T) = o7 / ox(t) e dt.
-T

II.A.1.

On suppose que X (2) est fini et on reprend les notations de la question 1.

15. Montrer que, pour tout 7' € R* , on a V,,(T) = > sinc (T(xn — m)) P({X =z,}).

n=1

T r . .
e 0 pt : V(T =57 / bx(t) e ™ dt = 2T <Z ay e”’“t> e "™ qt

-T  \k=1

R T
«1pt: =— > a; / e' @™t gt par linéarité de I’intégrale

2T 1= T

T

1 r et (z,—m)t 1 r ei (xp—m)T _ et (zx—m)T
« 1 pt: == > a; | —— o7 Z ;

2T /= i(xp —m) 2T /= i(xp —m)

T

« 1pt: = Z ag smc((av;,C — )T) expression vraie dans les cas ol r; = m contrai-

rement a la precedente (dans I’étape précédente, différencier les cas)

16. En déduire que V,,(T) Sy P({X =m}).
—+00

i 1
ol 2 et (sinon) sine(0) = 1
T T a0

e 1 pt:siz#0, |sinc(x)| =
« 1 pt : cas o m € X(2) (il existe iy tel que z;, =m)

Vi (T) = aiy + ZT: ag sinc((zp —m)T) — aj, =P({X ==} ) =P({X =m})

[ T—+00
k # ig
« 2 pts : cas ou m ¢ X(Q) (il existe iy tel que x;, = m)

x 1 pt: Vi (T) Torh 0

« 1pt:P({X=m})=0

10
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II.A.2.

On suppose que X (£2) est dénombrable et on reprend les notations de la question 2.

Pour n € N et h € R, on pose g,,(h) = sinc <xn;m> P({X =a,}).

+o00 1
17. Montrer que pour tout 7' € R* , on a Vin(T) = > gn <T)
n=0
e« 0 pt:V (T) = i /T ¢X(t) e Mt gy — i g J'ioa ettnt | g—imt gy
" 2T J-r 2T Jor \u=0 "

« 2 pts : interversion [ / > possible

x 1pt:VneN, h,:t— a, e@ ™ est continue sur [—7T,7]

x 1 pt : |hy(t)] = an donc ||hyloo (7,7 = an €t D an convergente

1 +oo el (zr—m)t ! 1 +oo et @x—m)T _ g—i(zx—m)T
¢« 1 pt: = — R - —
P oT =™ | T (ks —m) o7 2 i (x5 —m)
T
+oo
« 0 pt: = > ai sinc((zy —m)T), comme précédent
k=0

18. Montrer que la fonction g, se prolonge en une fonction g, définie et continue sur R, .

o 1 pt : g, est continue sur R* par opérations sur les fonctions usuelles
« 2 pts:
x 1 pt:siz,=m,eth>0,g,(h)=PH{X =uz,}) = PH{X =z,})
%
. . Ty —M
x 1 pt :six, #m, et h>0, go(h) = sinc (h) P{X =z,}) h—())O
_)

+o0
19. Montrer que la fonction G = ) ¢, est définie et continue sur R .
n=0

« 2 pts : interversion [ / >~ possible
x 1 pt : Vn € N, g, est continue sur R,
x 1 pt : |ga(t)| < an donc ||gyllcor, < an et ) a, convergente

20. Etablir que V,,(T) ot P({X =m}).
— 100

1pt:V (T)—%Og <1>—J§Og~ <1>—G<1> d’aprés 17
S w0 \T/) =" \T T

+oo
« 1 pt: — G(0) par continuité de G en 0 et G(0) = > ¢,(0)
T—+o00 n=0

e 2 pts : déja ¢,(0) =0 si m # z,, et §,(0) =P{X ==x,}) sim ==z,
x 1 pt:sime X(Q), THT Vi (T) =P{X = m})
—+00

x 1 pt:sim¢X(Q), T1—1>r4r-1 Vi (T) = 0=P({X =m})

I1.A.3. Application

21. Soient X : 2 = Ret Y : Q — R deux variables aléatoires discrétes telles que ¢x = ¢y. Montrer
que, pour tout m € R, ]P’( {X = m}) = IP( {Y = m}), autrement dit que X et Y ont la méme loi.
o 1 pt H
« 1 pt:
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