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DS4

Exercice : polynomes de Hermite - (CCINP MP 2016)

Soit

(Hp,)nen la famille des polynomes définie par Hy = 1 et, pour tout n € N, H,,.1 = X H,, — H].

1. Démontrer que, pour tout n € N, H,, est un polynéme unitaire (c’est-a-dire de coefficient dominant
égal a 1) de degré n.

Démonstration.
Démontrons par récurrence : ¥n € N, P(n) ot P(n) : H, est un polynéme unitaire de degré n.

>

Initialisation :

Le polynéme Hy =1 :

x est de degé 0.

x est de coefficient dominant 1.

D’ou P(0).

Hérédité : soit n € N.

Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. H,41 est un polyndéme unitaire de degré n + 1).

o Par hypothése de récurrence, H,, est un polyndéme unitaire de degré n.
Il existe donc R € R,,_1[X] tel que :

H, = R+X"

Ainsi :
H,.1. = X H,+ H), (par définition)

= X (R+X")+H,
= (X R+ H;L) + xntt
On remarque enfin :

x deg(X R) =deg(X)+deg(R) <1+ (n—1)=mncar R € R,_1[X].
x deg(H}) <n—1 (on a méme deg(H,,) =n — 1sin #0) car deg(H,,) = n par hypothése de
récurrence.
On en déduit :
deg (X R+H;L) < max (deg(X R),deg(H,’l)) <n

Ainsi, H, 1 est bien un polyndéme unitaire de degré n + 1.
D’ou P(n+1).

Ainsi, par principe de récurrence : Vn € N, P(n).

Commentaire \

Dans la démonstration, on écrit H,, sous la forme : H, = R+ X™. Il est possible de détailler
I'obtention de ce polynome R. Comme H, est de degré n alors il existe (ag,...,a,) € R*H!
tel que :

n
H, = Y a, X"
k=0
Comme on sait de plus que H, est unitaire, alors a, = 1 et ainsi H,, s’écrit bien sous la
n—1
forme H, = R+ X" avec R = Y a; X*.
k=0
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2. Démontrer que, pour tout n € N, H), ., = (n+1) H,.

Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n) ou P(n) : H) ; = (n+1) H,.
» Initialisation :

e D’une part :

H, = X Hy— H| (par définition)
= X-0 (car Hy=1)
Ainsi : H1 = X et H] = 1.
« D’autre part : (0+ 1) Hp = 1.
Dot P(0).

Commentaire \

Lors de cette premiére étape, il faut démontrer : H; = (041) Hy. Le résultat s’obtient par

des manipulations algébriques sans difficulté. La seule difficulté de cette premiére étape

réside dans la rédaction. Il s’agit de mettre en place un raisonnement logique. On peut,

au choix :

x partir de I'un des deux polynémes et, par des manipulations algébriques, montrer que
I’'on aboutit & ’expression du second polynéme.

x rédiger comme dans le corrigé. A savoir : simplifier I'expression de chaque polynéme
et conclure quant a leur égalité.
Mais en aucun cas, on ne peut écrire :

(cette ligne démontre une incompréhension de la notion de
Hy,, = (0+1) Hy raisonnement et constitue une erreur logique : on veut
démontrer cette égalité, on ne peut donc pas lutiliser)
=1
= Hj (car Hy = X)

Résumons cette rédaction : on suppose en 1% ligne le résultat que ’'on doit démontrer
(a savoir H) ; = (0 4+ 1) Hp) pour parvenir & conclure fiecrement H{ = Hj. Etablir ce
dernier résultat ne requiert ni hypothése ni démonstration ; ’avoir démontré ne permet
en aucun cas de conclure Hy, ; = (04 1) Hy.

\ J

» Hérédité : soit n € N.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. Hy o = (n+2) Hyy1).

e D’une part :
(n+2) Hoyy = (n+2) (X H, — H;)

= (n+2) XH,— (n+2)H,
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o D’autre part :

/
Hj o = (X Hyy1 — H;LH) (par définition)
_ " )’ (par linéarité de
N (X H"+1> (H"‘H la dérivation)

!/
= Hpp+ X Hyy — (H;H-l)

(par hypothese
de récurrence)

= Hy+ X ((n—|— l)Hn> - ((n+ l)Hn>/
- (X H, — H,g) +(n+1)X Hy— (n+1)H'  (par définition)
— (n+2) XH,—(n+2)H,

D’ou P(n +1).

Ainsi, par principe de récurrence : Vn € N, P(n).

Pour tous polynéme P et @@ a coefficients réels, on pose :

400
(P|Q) = / P(2) Q(x) f(x) da,

—00

1 2 +oo
la fonction f étant définie sur R par f(z) = exp ~). on rappelle que / f(x) de = 1.
V2T 2

—00

3. Un produit scalaire sur R[X]

a) Justifier, pour tous polynémes P et ) dans R[X], I'existence de l'intégrale qui définit (P |Q).

Démonstration.

+o00
o Commengons par démontrer : Vk € N, / t* f(t) dt est convergente.
0

— Soit k € N. La fonction ¢ ~— t* f(t) est continue sur [0, 4-o0c].
L’intégrale étudiée est donc impropre seulement en +oo.

— Or:
x Vt €[0,4+o00[, et > 0.

tkf(t) 1 1,2 1tk 1,2
th f(ty= o (e7?) car: = the 2t ot = —— Z =28 5 .
X f(®) HJroo( ) et Vo Vo et t—+oco
1k
» —  — 0 par croissances comparées.
el t—+4oo

Plus précisément :

t—1¢2

» € 2 — 0 par composition de limite.

t—4o00
“+oo
x L’intégrale / e~ ! dt est convergente (d’aprés le cours).
0

Par critére de négligeabilité des intégrales généralisées de fonctions continues positives, I'intégrale

+oo
/ tF £(t) est convergente.
0
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+00
o Démontrons alors : Vk € N, / tk f(t) dt est convergente.
—00
« Soit k € N. Deux cas se présentent.
« Si k est pair alors, comme f est paire sur R, U'intégrande t — t* f(t) est pair sur R.
+oo
On en conclut, par ’étude précédente, que / t* f (t) dt et convergente. De plus :

— 00

—+00 —+00
/ tk ft) dt = 2 / t* f(t) dt
0

—0o0

« Si k est impair alors, comme f est paire sur R, l'intégrande t — t* f (t) est impair sur R.
+oo
On en conclut, par I'étude précédente, que / tkf (t) dt et convergente. De plus :

—00

+oo
/ tk ft)ydt = 0

—00

+oo
Ainsi : Vr € N, lintégrale / tk f(t) dt est convergente.

— 00

« Soit (P, Q) € RIX] x R[X].
Comme PQ € R[X], il existe r € N et (ao,...,a,) € R*™! tels que : PQ = 5 ap X*.

k=0
+o00
Comme pour tout k& € N, I'intégrale / tk f(t) dt est convergente, alors, par linéarité de
+ooiojz
lintégrale généralisée, l'intégrale > (ak tf (t)) dt est convergente. De plus :
—oo k=0
+o00  n & +o00  n K
> (anth f(t) dt = > (art®) f(t) dt
—oo k=0 —oo k=0
+oo
= [ rwow o)
—00
+oo
L’intégrale / P(t)Q(t) f(t) dt est donc bien convergente.
—00

Ainsi, pour tout (P, Q) € R[X] x R[X], I'intégrale qui définit (P | Q) est convergente. []

b) Démontrer que I'on définit ainsi un produit scalaire sur R[X].
Démonstration.
« L’application (-|-) est définie sur R[X] x R[X].
« Démontrons que 'application (-|-) est symétrique.
Soit (P, Q) € R[X] x R[X]. Alors :
+oo
@ip) = [ " awrw o d

—00

= /+Oo P(t)Q(t) f(t) dt (car la loi X est commutative)

— 00

= (PlQ)

Ainsi, Papplication (- |-) est symétrique.
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« Démontrons que I'application (-|-) est linéaire & gauche.
Soit (A, p) € R.
Soit (P, Q) € R[X] x R[X].
Soit R € R[X]. Alors :

+0o0
(Pia@R) = [ (P aeQORE f0) di
+oo (par linéarité
- /_ ()\ P+ Q<t>) (1) 1(¢) dt de l’évaluation)
+oo
= [ (PO RO 10+ - Q) RO (1)

s [ ewrw s a

—00

— A (P|R)+u (QIR)

Ainsi, application (- |-) est linéaire & gauche.

o D’aprés ce qui précéde :
x Dlapplication (-|-) est symétrique.
x DPapplication (-|-) est linéaire & gauche.

On en déduit que l'application (-|-) est linéaire a droite.

Ainsi, (-|-) est bilinéaire.

« Démontrons que I'application (- |-) est définie positive.

« Soit P € R[X].
+oo

(P|P) = / P() P(t) (1) dt

Or, pour tout t € R :
P(t)P(t) f(t) = 0

Ainsi, par croissance de l'intégrale généralisée (la convergence étant démontrée), les bornes
étant dans l'ordre croissant :

wip = [ (Pw) s @ > o

VP eR[X],(P|P) > 0
x Soit P € R[X]. Supposons (P | P) = 0.
La fonction ¢ — ( P(t) )2 f(t) est :

x continue sur R,

x positive sur R,

x d’intégrale nulle sur R.
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On en déduit que cette fonction est nulle sur R. Autrement dit, pour tout ¢t € R :

1 1,2
donc (P(t))2 e 2 =0
V2w
donc (P(t))2 ! e 2 x\2r ezt = 0xv2re2t
) V2T
donc (Pt))” =0

donc Pt) =0
Ainsi : Vt € R, P(t) = 0. On en conclut : P = Og[x].

Ainsi, Papplication (- | -) est définie positive.

Ainsi, Papplication (-

-} est bien un produit scalaire. 0

4. Une famille orthogonale
Dans la suite, R[X] est muni de ce produit scalaire et de la norme associée notée || - ||.

a) Démontrer que, pour tout P € R[X] et pour tout n € N, (P | H,) = (P™ | Hy).

Démonstration.
Démontrons par récurrence : Yn € N, P(n) ot P(n) : VP € R[X], (P|H,) = (P™ | Hy).
» Initialisation :
Soit P € R[X]. Comme P®) = P alors : (P | Hy) = (P | Hp).
D’ou P(0).
» Hérédité : soit n € N.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. VP € R[X], (P | Hpy1) = <P(”+1) | Ho))
(P|Hp+1) = (P|XH,—H)) (par définition)

= (P|X H,)—(P|H])) (par linéarité a droite de {(-|-))

+00 too
Plxm) = [P0 @) 0 de = [ (Pl H0) x (0 de

—00 —0o0

On procéde alors par intégration par parties (IPP).

u(t) = P(t) H() W(t) = P(t) Ho(t) + P(t) Hy(t)
, _ 1 L y _ —1 i
R 0 = = o

Sous réserve de convergence, on a alors :
+o0
/ (P(t) Ho(t)) x t f(t) dt

n /M <P’(t) Hy(t) + P(t) Hé(t)) F(t) dt

—00

—+00

+/meHmwww+/ P(t) HL(t) f(t) dt ()

—00 —0o0

. T (P'[Hn) + (P|Hp)




PSI 09 DECEMBRE 2022
Mathématiques

L’égalité (%) est obtenue par linéarité de l'intégration, toutes les intégrales en présence
étant convergentes, d’apres la question 3.a).

On remarque alors :
. P(t) Hn(t) 1 t—142 _
x P(t) Hy(t) f(t) = o X\/ﬂe 2 t_ﬁOOOXO—O

par croissances comparées car P H,, est un polynéme.

x P(t) Hy(t) f(t) = P(t)ﬁ”(t) X \/;7 e 2 5 0x0=0

t——00
par croissances comparées car P H,, est un polynome.

Ainsi, le crochet est convergent et il en est de méme des intégrales en présence (d’aprés la
question 3.a)) ce qui permet de lever la réserve de convergence et valide ainsi I'intégration
par parties. Finalement :

(P|Hpy1) = (P|X Hy) — (P|Hp)
(

P’n+§f/|’H‘”5 (PH,)

B |H > (par hypothése de
- 0 récurrence appliquée o P’)
— <P (n+1) ‘ HO>
D’ou P(n +1).
Par principe de récurrence : Vn € N, P(n). 0

b) En déduire que, pour tout n € N, la famille (Hy, Hy, ..., Hy) est une base orthogonale de R, [X].

Démonstration.
Soit n € N.
« La famille = (Hy, Hy, ..., Hy) est :
x libre car échelonnée en degré et constituée de polynémes non nuls.
En effet, en question 1, on a démontré que pour tout 7 € N, le polynéme H; est de degré i.

x telle que Card (F) = n+ 1 = dim (R, [X]).

La famille F est donc une base de R, [X].

o Démontrons maintenant que F est une famille orthogonale.
Soit (i,7) € [0,n] x [0,n]. Supposons i # j. Deux cas se présentent.
x Si¢ < j alors :

(Hi|Hj) = <Hi(j) ]H0> (d’apres la question 4.a))

<OIR[X] |H0> (CCLT deg(Hi) =1 < ])

(par propriété des
produits scalaires)

(Hi|Hj) = (Hj|H;) (par symétrie)

(d’apres le point précédent

=0 et car deg(H;) =j <1)

La famille F est donc orthogonale.
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Commentaire

« Commencons par rappeler la définition d’orthogonalité. Une famille F = (u;);e; d’'une
espace vectoriel F est orthogonale si :

V(i) e 1 (i# ) = (uiuj) =0)

Pour démontrer qu’'une famille est orthogonale, on doit tester tous les couples de vecteurs
distincts. Il n’y a donc pas lieu de déterminer (H;, H;) dans cette question. C’est d’ailleurs
I'objet de la question qui suit.

o On rappelle que toute famille orthogonale constituée de vecteurs non nuls est libre.
On pouvait utiliser cette propriété ici en lieu et place de 'argument concernant la famille
échelonnée.

o La démonstration 4.a) méme si elle n’utilise que des arguments élementaires, n’est pas
si simple. Dans la démonstration, la quantité (P|H/) s’élimine & laide de son opposé.
Si on s’y prend mal, on risque de s’empétrer dans les calculs pour se débarrasser de cette
quantité. Il est donc possible de ne pas aboutir au résultat. Il faut alors ne pas se décourager
et conserver en téte le résultat de cette question qui pourra servir dans la suite.

. [
¢) Calculer ||H,| pour tout n € N.
Démonstration.
Soit n € N.
[Ho|* = (Hp|Hn)
= <H7(Ln) ]H0> (d’apres la question 4.a))
_ n (n) (en reprenant les notations de la question 1
N <(X + R) | H0> et car Hy, est unitaire de degré n)
= <(X”)(n) + R™) ]H0> (par linéarité de la dérivation)
= <(X”)(n) | H0> (car R™ = Orx) puisque deg(R) < n)
= (n!|Hy) (par une récurrence immeédiate)
+oo
= (n! x 1) f(t) dt
400
= nl! / ft)dt = n!
On en déduit : Vn € N, | H,| = Vn!. O
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d) Soit P = X3+ X2 4 X 4 1. Préciser les polynoémes Hy, Hy et Hz puis déterminer quatre réels a;
3
(0 <i<3)telsque P =) a; H;. En déduire la distance d du polynéme P au sous-espace Rg[X]
1=0

des polynémes constants, c’est-a-dire la borne inférieure de ||P — Q|| quand @ décrit Ro[X].

Démonstration.

« Rappelons tout d’abord : Hy = 1. Par définition :
H = XHy—H; = X

De méme :
Hy = XH -H = XxX-1=X>-1

Enfin :
Hy = X Hy—H), = Xx(X*-1)-2X = X’-3X

Hozl,H1:X,H2:X2—1etH3:X3—3X

« Soit (ag,ar,as,as) € R,

3
Z a; - H;, = a3-(X3—3X)+a2-(X2—1)+a1~X+a0
i=0
= a3-X3+a2-X2+(a1—3a3)-X+(ao—a2)
Ainsi :
3
P=Y a; H; = X34+ X2+ X+1 = azg-X3+as- X2+ (a1 —3a3)- X + (ag — az)
i=0
as 1
= 2 =1 (par identification)
—3as + o = 1 p
—asg + a9 = 1
(a3 = 1
L3z« L3+31L4 as =1
<
al = 4
L —a9 + a9 = 1
as =1
Ly Ly+ Ly as = 1
<~
al = 4
apg = 2
Finalement : P=1-Hs+1-Ho+4-H; +2- Hy
e Tout d’abord :
_ . (comme rappelé
d(PRo[X]) = leugj[x] 1P =l dans ’énoncé)
— P p(P)| (0w p(P) est le projeté

orhtogonal de P sur Ry[X])
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Déterminons alors p(P).
Comme p(P) € Ro[X], il existe a € R tel que : p(P) = -1 =« - Hy.

L
p(P) €Ro[X] & P—p(P) e (Ro[X])
< (P—p(P)|Hp) =0 (car Ro[X] = Vect (Hp))
== <1H3+1H2—|—4H1+(2—a)H0|H0):0

(Hatto) + (HotHo) +4 (HitHo) + (2 —a) (Ho|Ho) =0

& 2-a)=0

Ainsi : p(P) =2 - Hy.

« Finalement :

|P=p(P)|? = |1-H3+1-Hy+4-H?
= ||H3|]® + |Ha||®> + ||4- H1||* (d’apres le théoreme de Pythagore)
= 31 4+20+4%x 1! (car ||4 - Hy||? = 42 || Hy|)?)

= 6+24+16 = 24

On en conclut : d (P,Ro[X]) = v/24.

Commentaire

o Pour le calcul de la distance, il est aussi possible de remarquer :

1212 = II(P—pP)+pP)* = | P=pP) I +]pP)]?

(par le théoréme
de Pythagore)

On en déduit alors :

| = p(P)|I* = [PI* ~IIp(P) |I*

Ce résultat peut s’avérer utile si on a déja déterminé la norme de P (ce n’est pas le cas ici).

o Afin de déterminer la distance d’un vecteur u d’un espace vectoriel F & un sous-espace
vectoriel de dimension finie F'; on doit déterminer le projeté orthogonal de u sur F.
Il existe deux méthodes pour déterminer ce projeté.

x Méthode 1 : exploitation de 'orthogonalité (u — p(u) € F*)
On a présenté dans l'exercice la méthode permettant de déterminer la distance & F'
d’un vecteur u € E connu (on ne traite pas ici le cas général d'un vecteur quelconque
de E. Cette méthode ne requiert que de connaitre une famille génératrice de F.

Plus précisément, si F' = Vect (e, ..., e,,) alors on écrit :

m

(i) comme p(u) € F, il existe (a,...,q,) € R™ tel que : p(u) = > «; - €.
i=1

(ii) on détermine les valeurs du m-uplet (aq, ..., a,,) en remarquant :

(u—=p(u)ler) =0

p(u) € F < u—plu) e Ft < :
(u—p(u)|em) =0
Il est important de comprendre que u est un vecteur connu et pas un vecteur quelconque

de E. C’est primordial pour obtenir un systéme linéaire & m équations et m inconnues.
Si (e1,...,em) est une base de F' alors ce systéme posséde une unique solution.

10
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Commentaire

Dans la question ci-dessus, on utilise cette méthode avec F' = Ro[X] = Vect (Hy).
On obtient ainsi un systéme avec une seule équation et une seule inconnue.

Dans I'énoncé, on étudie un cas trés particulier puisque l'espace vectoriel E = R3[X] est
muni d’une base orthogonale (Hy, H1, Ha, H3) est que F' est engendré par une sous-famille
de cette base. On commence alors par écrire P selon cette base (étape spécifique a 1’énoncé
mais qui n’est généralement pas réalisée dans le cas général).

x Méthode 2 : expression générale de p, projection orthogonale sur F'

On peut aussi vouloir obtenir I’expression de p(u) pour tout vecteur u € F et plus seulement

pour un vecteur fixé. Si l'on dispose d’'une base orthonormale (ey,...,e,) de F alors :
m
plu) = > (ule)-e
i=1

Ici, il n’est plus utile que w soit un vecteur fixé (mais on peut évidemment utiliser la méthode
dans ce cas).

Dans I'exercice, F' = Rg[X] = Vect (Hy). Comme ||Hy|| = v/0! = 1 alors (Hp) est une base
orthonormale de Ro[X]. On en conclut :

VP € R3[X], p(P) = (P[Ho) - Ho

» en appliquant cette définition au vecteur P fourni par I’énoncé :

p(P) = (1-Hs+1-Hy+4-Hy+2 Hy|Hp)-Hy
= 2 (Ho|Ho) Ho
= 2.H,

Evidemment, le fait que 1’on posséde une base orthonormale de ' = R3[X] simplifie les
calculs. Mais, comme dit précédemment, cela n’est pas obligatoire.

» en appliquant cette définition & un vecteur P quelconque, de coefficients (ag, a1, az, as) €
R* dans la base (Hg, Hy, Ho, H3) on obtient :

p(P) = (az-Hs+az-Hy+ay-Hy+ao-Ho|Hyp) - Hy
= ao (Ho|Hop) - Hop
= ag- Hy

Comme mis en avant dans l'exposé de la méthode précédente, on étudie dans cette
question un cas trés particulier ot E = R3[X] est muni d’une base orthogonale
(Hoy, H1, Ha, H3) est ot F' est engendré par une sous-famille de cette base. Comme Hs,
Hy et Hy sont tous des éléments de (]RO (X ])J', il est évident que le projeté orthogonal
de P =a3-Hs+ag- Hy+ ay- Hy + ag - Hy sur Vect (Hp) n’est autre que la partie de
ap - Hy. De la méme maniére, si on avait demandé le projeté orthogonal sur Vect (Hs),
on aurait obtenu ag - Hs. Si on avait demandé le projeté orthogonal sur Vect (Hy, Ha),

on aurait obtenu a; - H1 +as - Hy ... -

11
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5. Etude des racines des polynémes H,
Soit n € N. On note p le nombre de racines réelles (distinctes) d’ordre impair du polynéme H,, a1,
az, ..., a, ses racines et S le polynome défini par :

p
S=1sip=0 et S=[][(X —a;) sinon.
i=1

a) Démontrer que, si p < n, alors (S| H,) = 0.

Démonstration.
On suppose dans cette question p < n.

p
Le polynéme S = [[(X — a;) est de degré p. Comme (Hy, Hy, ..., Hp) est une base de R,[X],

=1
P
il existe un unique (p + 1)-uplet (ag, ..., a,) € RPT! tel que : S = > «; - H;. Ainsi :
=1
P
i) = (Sormlm,)
i=1
P
= 2 ai(Hi| Hp)
i=1
=0 (car pour tout i # n, (H; | Hy,) =0)
Si p < n alors (S| Hy) = 0. B
b) Démontrer que, pour tout = € R, S(x) Hy(z) > 0.
Démonstration.
o Décomposons le polynéme H,, a ’aide de facteurs irréductibles :
x ’énoncé note p le nombre de racines réelles distinctes d’ordre impair de H,, et a1, ..., ap

ces racines. On note de plus, pour tout i €]1, p[, \; I'ordre de multiplicité de a; dans H,,.

x de la méme maniére, on note ¢ le nombre de racines réelles distinctes d’ordre pair de H,, et
b1, ..., by ces racines. On note de plus, pour tout ¢ €]1, q[, y; I'ordre de multiplicité de b;
dans H,,.

Le polynéme H,, peut alors s’écrire sous la forme :

mn=<ﬁm—mw)x<ﬁm—@w>xmx

=1 j=1
p p .

ot R est un polynéme de degré m =n — > A\; — > p; et sans racine réelle.
i=1 j=1

Comme R ne posséde pas de racine réelle, sa fonction polynomiale associée (que 'on confond

avec R) est de signe constant. De plus, comme H,, est unitaire, le terme de plus haut degré de

R est forcément X™. Ainsi, R est toujours positive (car lim R(z)= lim 2™ = 4o0).
r—r+00 T—r+00

e On a alors, pour tout z € R :

—

S(x) Hy(z) = (

1

% j=1

- (

<x—ww)x(fﬂx—@W)xR@)xﬁ@~no

S

@—wW“)X(ﬁ@-%W)XR@)
1 7=1

12



PSI 09 DECEMBRE 2022
Mathématiques

On remarque alors :
x pour tout i € [1,p], A; est impair (par définition) et donc A; + 1 est pair.
p
Ainsi : (x — @)t > 0. Enfin : [[(z —a)M* > 0.
i=1
x pour tout j € [1,¢], p; est impair (par définition).

q
Ainsi : (x — b;)" > 0. Enfin : [[(x —b;)" > 0.
i=1

Finalement : Vx € R, S(z) H,(x) > 0 comme produit de termes positifs.

Commentaire

o Dans la démonstration, le polynéme H, n’a pas été décomposé entiérement en produit
de facteurs irréductibles. En l'occurence, R n’est pas forcément irréductible méme s’il
ne posséde pas de racines réelles. Plus précisément, il existe » € N, (¢1,...,¢,) € R”,
(di,cdot,dy) € R" et (v1,...,1,) € N tel que :

R = ﬁ (X2—|—CkX—|—dk)Vk
k=1

En effet, les seuls polynémes irréductibles de R[X] qui n’ont pas de racines réelles sont les
trindmes du second degré dont le discriminant est strictement négatif. Il est a noter que les
trinémes présentés ici sont unitaires ce qui est autorisé par le fait que H,, ’est.

o Cette décomposition peut servir & démontrer le caractére positif de ’application polyno-
miale associée & R ent tant que produit d’applications positives (les applications polyno-

miales associées aux trindmes en présence sont positives).
L ]

c¢) En déduire que H,, a n racines réelles distinctes.

Démonstration.
On procede par I’absurde. On suppose que H,, n’a pas n racines réelles distinctes.
On reprend alors les notations S et p introduites en début de question 5.

« Démontrons tout d’abord que S n’est pas de degré n.
On procéde par I'absurde. Supposons que S est de degré n.

Alors, par définition :

n
S=11(X—a)
i=1
ou ai, ..., a, sont les racines réelles distinctes d’ordres impairs de H,,.
Comme H,, est de degré n, il posséde au plus n racines qui sont donc aq, ..., Gy,.

Absurde car H, ne posséde pas n racines distinctes par hypothése.

On en conclut : p < n.

13
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« On déduit du point précédent : (S| H,) = 0. Autrement dit :

[ s mo s a = 0

— 00

La fonction t — S(t) Hy,(t) f(t) est :

x positive sur R comme produit de f, positive sur R et de ¢t — S(t) Hy,(t) positive sur R.

x continue sur R comme produit de fonctions continues sur R.

x d’intégrale nulle sur R.

On en conclut que cette fonction est nulle sur R. Autrement dit :

Ve e R, S(z) Hp(z) f(x) = 0

1.2

1
Or, pour tout x € R, f(z) = e 2% > 0. Ainsi :

V2r

Ve eR, S(z) Hy(x) = 0 etdonc VrxeR, S(x)=0 0U Hy(z) = 0

L’un au moins des polynémes S ou H,, (éventuellement les deux) s’annule un nombre infini
de fois. L’'un de ces deux polynoémes est donc nul. Absurde! En effet :

% S est non nul par définition.

x H, est de degré n et n’est donc pas nul.

On en déduit que H,, posséde n racines réelles distinctes. O

PROBLEME A : Etude de séries de pile ou de face - (CCINP PC 2022)

Présentation générale

« On considére un espace probabilisé (2, .o/, P) modélisant une succession infinie de lancers indépen-
dants d’une piéce équilibrée (c’est-a-dire donnant pile avec la probabilité % et face avec la probabilité
%) Pour tout entier k € N*, on désigne par P, I'événement « le k™€ lancer de la piéce donne pile »
et par Fi I’événement « le k¢ lancer de la piéce donne face ».

« On appelle série une succession de lancers amenant le méme coté de la piéce. La série n° 1 commence
au premier lancer et se poursuit jusqu’a ce qu'un des lancers suivants donne un résultat différent du
premier lancer. De méme, la série n° 2 commence au lancer suivant la fin de la série n° 1 et se termine
au lancer précédant un changement de co6té. On définit de méme les séries suivantes.

« Voici deux exemples pour illustrer la définition des séries donnée ci-dessus :

Exemplel: PPN P N F3 N PPN PN P NPy,

Série n®1  Série n°2 Série n° 3

n Fg N ...

—+o00
Exemple2: Fi NN Fs N PPLNPsnN PN PN Py N () Fx
k=9

—_———
Série n°1 Série n° 2

——
Série n° 3

14
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Partie I - Etude de la longueur de la premiére série
Dans cette partie, nous allons étudier la longueur de la premiére série. On définit la variable aléatoire
L de la maniére suivante :

— si la série n° 1 ne se termine pas (ce qui arrive si et seulement si on obtient que des piles ou que des
faces), on pose L; = 0;

— sinon, on désigne par Li la longueur de la série n° 1.

Ainsi, si I’événement donné dans 'exemple 1 est réalisé, alors on a L1 = 2 tandis que si I’événement
donné dans I'exemple 2 est réalisé, alors on a L; = 3.

I.1 - Calcul de la somme d’une série

1. Rappeler (sans le démontrer) les valeurs = pour lesquelles la série Y zF converge et rappeler alors
k>0
la valeur de la somme de cette série.

Démonstration.

La série Y 2% est convergente pour tout = € | — 1,1[. De plus :
k>0

+00 1
Ve e]—1,1], gox’f = 1

Commentaire \

« La démonstration de cette égalité est élémentaire. I1 suffit de remarquer que pour tout N € N :

N

=
=

1—z) S 2k = S 2k - 3 ght!
k=0 k=0 k=0
N N+1
= S
E=0 k=1

8]

N N
= (ac0+ k)—( xk+azN+1) — 1
1 Z1 N—+oc0

+00o

o L'écriture > ¥ peut étre vue comme une généralisation de la notion de polynémes : c’est
k=0

un polynoéme de degré 4+oo. On appelle cet objet une série entiére et on dit alors que la

fonction z —

est développable en série entiére (DSE) sur U'intervalle | — 1, 1[. Toutes les

fonctions ne sont pas développables en séries entiéres. L’intérét de ce type de développement

+o0o

est la relative simplicité de l'objet > a, x™ et notamment son bon comportement vis-a-vis
n=0

de certaines opérations telles que la dérivation. Un chapitre (& venir) est dédié a I’étude des

séries entiéres.

\. D J
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+00
2. En déduire que pour tout = € | — 1,1[, la série > k zF converge et que Y k 2* =

k=0

Démonstration.

Soit x € | — 1,1]. Soit N € N.

k=0 (1—2)*

N
« L’application gy : z + > ¥ est polynomiale (de degré N). Elle est donc dérivable sur R.

« Par ailleurs : Vo € | — 1,1], gn(z) =

Commentaire

k=0
De plus :

N
Ve €R, gy(z) = 3 kaf
k=1

1— xNJrl

11—z
R\ {1}).

On en déduit, en dérivant cette expression :

-1

(légalité est en réalité vérifiee pour tout = €

—~(N+1) 2N 1—2)— (12Nt (-1)

N
Vee]—1,1[ > kak! =

k=1 (1—x)?
B ~(N+1) 2V 4+ (N +1) 2Nt 41— gNH
B (1—)?
H 1
N—+oc0 (1 — l‘)Q
En effet, comme x € | —1,1] :
x lim aN*tl =0,
N—+o00
x lim (N 4 1) 2V par croissances comparées,
N—+o00
x  lim (N 4 1) 2V*! par croissances comparées.
N—+o00
+oo 1
Ainsi : Vo e ] —1,1], 3 kab! = ——. Enfin:
k=1 (1—x)
+oo +oo
Vee]-1,1 3 ka* = z 3 kat = i 5
k=1 k=1 (1—=x)
Ainsi s Vo €] = L1, 3 kot =
insi:Vxe|—-1,1], ¥ =
k=0 (1—x)?

+oo
On a ici fait une démonstration élémentaire de la convergence de la série S k 2*. Comme annoncé

k=0

dans la remarque précédente, ce type d’objets donne lieu & une étude et des résultats spécifiques

notamment pour ce qui est de la dérivation (et de l'interversion des symboles > et dérivation).

O]

J

16



PSI 09 DECEMBRE 2022
Mathématiques

1.2 - Etude de L,

Dans cette partie, on considére un entier k € N*,

3. Exprimer I’événement {L; = k} en fonction des événements P; et F; pour ¢ € [1,k + 1].

Démonstration.
Soit k € N*.

L’événément {L; = k} est réalisé
< La premiére série est de longueur k
& La premiére série est de longueur k et constituée uniquement de Face
0U la premiére série est de longueur k et constituée uniquement de Pile
& On a obtenu intialement k& Face suivi d’'un Pile
0U on a obtenu intialement k Pile suivi d'un Face
& L’événement 7] N ... N Fy N Pgyq est réalisé

0U l'événement P N ... N P, N Fj41 est réalisé

& L’événément <F1 N...N F, N Pk+1> U <P1 N...N F~A N Fk+1> est réalisé

VkeN*,{lek}:<F1 m...ﬂkaPkH) U (P1 m...ﬂPkkaH)

4. Montrer que P({L; = k}) = 27%.
Démonstration.
P({L1 = k})
- P((Flﬂ...ﬂkaPk+1> U (Plﬂ...ﬂPkﬂFkH))

(car les 2 événements
= P(Fl N...N F. N Pk+1> + P(Pl N...N PN Fk+1> considérés sont
incompatibles)

(car les lancers
sont indépendants)

= ]P)(Fl) X ... X ]P’(Fk) X P(Pk+1) + ]P)(Pl) X ... X ]P’(Pk) X P(Fk+1)
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5. En déduire la valeur de P({L; = 0}).

Démonstration.

o La famille ({L1 =k} )keN est un systéme complet d’événements. On en déduit :

+oo
> P({Li=k}) =1
k=0

o Ainsi :

P({Li=0}) = 1—§P({L1:k})
o0 1\ %
-2 )

(B O)

= 1y +1

1
2

Finralement : P({L; =0}) =2-2=0.

Commentaire \

On démontre ici que la probabilité que la premiére chaine soit de longueur infinie est nulle. Pour
ce faire, on se sert du systéme complet d’événements ( {L1 =k} ) eN" I1 est aussi possible de faire
une démonstration directe en remarquant :

w0 - ({n) o (3

Par incompatibilité, on en déduit alors :

P({L =0}) = P(ﬁopk) + P(Jﬁo Fk>
k=1 k=1
Or, d’aprés le théoréeme de la limite monotone :
+00 . N
v <kﬂ1 Fk) - Nl—lgrloo v (kﬂl Fk)
Et:

N N (par indépendance
P (krz]l Fk) - kl;ll P(Fy) des lancers)

1 N
= (= — lej-1,1
(2) Nt (car 3 €1 =111

+oo
De la méme maniére : P < N Pk> = 0 ce qui permet bien de conclure : IP( {L, = 0}) =0.
k=1
L O

J
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6. Démontrer que la variable aléatoire L; admet une espérance, puis déterminer sa valeur. Que repré-
sente ce nombre par rapport au probléme étudié dans cet exercice ?

Démonstration.

« La variable aléatoire L; admet une espérance si et seulement si la série Y  n IP’( {L = n}) est

n=0
absolument convergente. Cette série étant a termes positifs, cela revient & démontrer qu’elle est
convergente.
e Or, pour tout N € N :
N N
S kP({Li=k}) = O0xP({Li=0})+ X kP({L1 =k})
k=0 k=1
N 1 k
= O0x0+ > k <2> (d’apres la question 4 )
k=1
1 0 N 1 k
= O><<> +Zk<> (car0x0=0x1)
2 =1 2
N 1 k
e
k=0 2
% (en appliquant la
N —— ] . 1
Nortoo (1 1) question 2 a4 T = 3)

(3)°

On en conclut que L; admet une espérance et E(L;) = 2.

Ainsi, la premiére série dure en moyenne 2 lancers.

Partie IT - Etude du nombre de séries

Pour tout entier n € N*, on note N, le nombre de séries apparues lors des n premiers lancers. Par
exemple, si I’événement de I’exemple 1 dans la présentation est réalisé, alors on a :

N1:N2:1, ]\]3:27 N4:N5:N6:N7:3 et N8=4
Jusqu’a la fin de I'exercice, on considére un entier n € N*,
I1.1 - Généralités

7. Déterminer les lois de N1 et Ns.

Démonstration.

« La variable aléatoire N7 prend pour valeur le nombre de séries apparues en 1 lancer.
En 1 lancer, il apparait exactement 1 série.

Ainsi N1(Q) = {1} et Ny est donc la variable aléatoire certaine égale a 1.
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o La variable aléatoire Ny prend pour valeur le nombre de séries apparues en 2 lancers.
En 2 lancers, il peut apparaitre :

x exactement 1 série. C'est le cas par exemple du 2-lancer (P, P).

x exactement 2 séries. C’est le cas par exemple du 2-lancer (P, F').

Ainsi No(Q2) = {1, 2}.

De plus :
L’événément { Ny = 1} est réalisé
< Lors des 2 premiers lancers, 1 seule série apparait
& Lors des 2 premiers lancers, on obtient une série de Pile
0U lors des 2 premiers lancers, on obtient une série de Face
& Lors des 2 premiers lancers, on obtient deux Pile
0U lors des 2 premiers lancers, on obtient deux Face
& L’événement P; N P; est réalisé
0U Dévénement F; N Fy est réalisé

& L’événément (Pl N Pg) U (Fl N FQ) est réalisé

{N2 = 1} = (P1 N Pg) U (F1 N FQ)

Ainsi :
P({N2=1}) = P((PANP) U (FNE))
= ]P(Pl N Pg) + ]P’(F1 N Fg) (par incompatibilité)
= P(P) x P(P2) + P(F1) x P(F)

><1+
2

1 1 1
Ainsi : P({Ny =1}) :Z+1:§'

De plus comme la famille ({N2 = 1},{N; = 2} ) est un systéme complet d’événements, alors :

P({N2=1})+P({N2=1}) =1

. 1 1
Flnalement:]P’({N2:2}) zl—P({Ngzl}) :1—525.

Autrement dit : Na ~U([1,2]).
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8. Quel est I'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire N, 7

Démonstration.
Lors des n premiers lancers, il peut apparaitre :

x 1 seule série. C’est notamment réalisé par le n-lancer (Pile, ..., Pile).

x exactement 2 séries. C’est notamment réalisé par le n-lancer (Face, Pile, ..., Pile).

x exactement 3 séries. C’est notamment réalisé par le n-lancer (Pile, Face, Pile, ..., Pile).
X ..

x exactement n séries. C’est le cas si le n-lancer est une alternance de Pile et de Face.

Ainsi @ N, (Q2) = [1,n]. O

11.2 - Relation de récurrence pour la loi de N,

Dans cette sous-partie, on détermine une relation de récurrence entre la loi de N, 41 et la loi de N,,.

9. Soit k € [1,n + 1]. Justifier que l'on a I'égalité d’événements :
(Npy1 = kYN Py Popt = (N = k} N Py Poss
puis en déduire :

P({Nas1 =k} 1 PN Past) = 5 P({N, =K} N )

Démonstration.
o Tout d’abord :

L’événément {N, 11 = k} N P, N P41 est réalisé
& Lors des n + 1 premiers lancers, exactement k séries sont apparues
ET lors du n®™€ lancer, on obtient Pile

ET lors du (n + 1)°™¢ lancer, on obtient Pile

Lors des n + 1 premiers lancers, exactement k séries sont apparues et la derniére
& série n’apparait pas lors du (n + 1) lancer (sinon les lancers n et n + 1
seraient différents)

ET lors du n®™€ lancer, on obtient Pile

ET lors du (n + 1)®€ lancer, on obtient Pile

Lors des n + 1 premiers lancers, exactement k séries sont apparues et la derniére

série débute lors d’un lancer de rang inférieur ou égal a n
ET lors du n®™® lancer, on obtient Pile
ET lors du (n + 1)®™€ lancer, on obtient Pile
& Lors des n premiers lancers, exactement k séries sont apparues

ET lors du n®™® lancer, on obtient Pile
ET lors du (n + 1)°™¢ lancer, on obtient Pile

< L’événément {N,, = k} N P, N P41 est réalisé

Ainsi : Vk € [1,n+ 1], {Np+1 =k} NP, N Pry1 = {N, =k} NP, N Pyys.
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o Ensuite :

P({Nnt1 =k} NPy Puy1)
= P({Nn=k}NP.NPup)

= P(Pup1 | {Nn=k}NP,) xP({N, =k} N P,) (par définition de la probabilité conditionnelle)

(car les événements { N, =k} N P, et P,y1 sont
= P(Poy1) XP({N, =k}NP,) indépendants puisque le (n + 1)°™¢ lancer est
indépendant de tous les précédents)

= %P({Nn:k}mpn)

Vk € [1,n+ 1], P({Nps1 =k} NPy N Pyyq) = % P({N, =k} N P,)

Dans la suite, on admet que 'on a pour tout k € [1,n + 1] les relations :

P({Nas1 =k} 1 a1 Fugt) = 5 B({Na = K} N F)

P({Nps1 =k} N PyNFpy1) == P({N, =k -1} NP,

[ = DO =

P({Nps1 =k} N FNPopt) = = P({Ny =k =1} N F,)

2
10. En utilisant la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements :

(anpn—i-ly FnﬂFn—l-b Fnﬁpn—l-l; anFn+1>

et les relations précédentes, montrer que 'on a pour tout k € [1,n + 1] la relation :

P({No=h}) +5 B({Na=k—1})

P({Nnpt1=k}) = %

Commentaire \

Dans I’énoncé, il est signalé que la famille (Pn NP1, FnNFEyy1, FoNPpyp, PN Fn+1) est un

systéme complet d’événements. On peut le démontrer :
(i) P,NPyy1 UF,NFEy1 U F,NPyyy U PN Fu
= P,NPy1 UF,NPyy1 UF,NFEy1 U P,NFy (par commutativité de U)
= <Pn NP,y1 U F,N Pn+1) U (Fn NF,e1 U PN Fn+1> (par associativité)
= <(Pn U Fn) N Pn+1> U ((Fn U Pn) N Fn+1) (par distributivité de N sur U)

- <Q n PnH) U <Q N FnH) — Pyt U Fpyy = Q

(ii) Les événements de cette famille sont deux & deux incompatibles.
Traitons 'un des 6 cas (les autres se traitent de maniére similaire) :

(PaNPop1) N (FaNPrg1) = (PaNFy) N (PigiNPrr) = @ N (PapiNPoy1) = @
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Démonstration.
Soit k € [1,n + 1].

o La famille <Pn NP1, FunNFop1, FoN Py, PN Fn+1> est un systéme complet d’événements.
D’aprés la formule des probabilités totales :
P({Npt1=k}) = P({Nny1 =k} N PyN Poy1)
+ P({Nny1 =k} N FoN Fopa)
+ P({Npy1 =k} N F, N Ppy1)
({Nn41 =k} N PN Fppr)

+
=

= %P({Nn:k}ﬂPn)
+ %P({Nn:k}ﬁFn)
+ %P({Nn:k—l}ﬁFn)
+ %P({Nn:kz—l}ﬂPn)
= (M=K 0 B+ B((Na = k) 1 F)
T %<P({Nn:k—1}ﬁPn)-i-P({Nn:k_l}an))

= % P({N,=k}) + % P({N,=k—1})
o La derniére ligne est obtenue en remarquant que la famille (F),, P,,) est un systéme complet
d’événements. Ainsi, par la formule des probabilités totales :
P({N.=k}) = P({Np =k} N P,) + P({Ny=k} N F,)
De méme : P({N, =k —1}) = P({No=k—-1} N P,) + P({N.=k—-1} N F,).

Vk € [1,n+1], P({Npy1 =k} ) =

Commentaire

P({Na=k}) + 5 B({Na=k—1})

N

o La difficulté d’un sujet se mesure en grande partie & la maniére dont chaque question est
découpée en sous-questions. Moins il y a de sous-questions, plus le candidat doit prendre des
initiatives et plus le sujet est difficile. Ainsi, un méme théme peut amener & un traitement
différent s’il est abordé dans un sujet de type CCINP ou de type Centrale.

« Dans les sujets, on distingue grossiérement trois types de questions :

(1) des questions abordables qui sont traitées par un grand nombre de candidats. Il peut s’agir
de questions de cours ou de questions classiques (qui reviennent fréquemment aux concours).

(2) des questions plus difficiles qui permettent de bien classer les candidats. Celles-ci ont un role
fort pour le classement des candidats car sont abordées avec plus ou moins de succeés.

(3) des questions trés difficiles qui ne sont bien traitées par presque aucun candidat.

Dans les sujets les plus abordables, on trouve essentiellement des questions de type 1) et 2).
Dans les sujets de plus haut niveau, on trouve les trois types de questions, avec un pourcentage
élevé de questions de type 2). C’est d’ailleurs essentiellement sur ces questions que se font les
différences et en aucun cas les questions de type 3).
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Commentaire

« Un sujet actuel comporte environ 40 questions. Pour finir un sujet, un candidat ne dispose
donc que d’environ 6 minutes pour traiter chaque question. Il ne faut pas s’inquiéter pour
autant car les barémes permettent de rebattre les cartes. En effet, pour obtenir 20, il n’est pas
obligatoire d’obtenir tous les points du sujet. Un candidat qui obtient 50% des points d’un
sujet est assuré d’obtenir une trés bonne note (> 14). Evidemment, ce constat doit étre modulé
en fonction des années et des épreuves. Lorsqu’un sujet est bien réussi en moyenne, le baréme
sera plus sévére dans le sens ou il faudra cumuler beaucoup plus de points pour obtenir la
méme note que dans un sujet mal réussi en moyenne.

Cette considération sur la taille des sujets et la distinction précédente permettent d’éclairer
sur la stratégie & adopter lors des concours :

— il est essentiel de savoir repérer la difficulté d’une question. Ce n’est pas chose aisée car cela
requiert d’avoir du recul.

— il est essentiel de savoir traiter la majorité des questions de type (1).

— il est important de réussir a traiter correctement des questions de type (2). C’est sur le bon
traitement de ces questions que se joue le classement.

— pour les questions de type (8) (ou les questions de type (2) les plus difficiles), il faut garder
en téte que plus une question est difficile, plus le correcteur est indulgent avec les candidats
qui s’y aventurent. On peut donc aborder ces questions avec 1'idée que tout ce qu’un candidat
écrit de juste sera retenu en sa faveur (quelques points accordés). Mais tenter de traiter ces
questions en entier est une perte de temps préjudiciable : le nombre de points alloués ne sera
certainement pas & hauteur du temps investi.

En résumé, il faut aborder en priorité les questions de type (1) et (2) et les traiter en entier.
Il ne faut surtout pas abandonner une question que l'on sait tratiter. L’important est de
maximiser le nombre de questions que l'on traite entiérement. En revanche, il ne faut pas
hésiter a passer ou ne pas traiter en entier (on signalera alors au correcteur qu’on ne sait pas
comment conclure) les questions les plus difficiles.

« Le début de question 10 ne présente pas de difficulté puisque ’énoncé donne la stratégie a
suivre : il s’agit d’appliquer la formule des probabilités totales. Ne pas savoir traiter ce début
de question démontre un défaut d’apprentissage du cours.

O
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11.3 - Fonction génératrice, loi et espérance de N,

Pour tout m € N*, on note GG;,, : R — R la fonction génératrice de la variable aléatoire IV,,, dont on
rappelle la définition :

Vo € R, Gp(z) = 3 P({Ny = k})a".
k=1
En particulier, on déduit des résultats précédents (on ne demande pas de le vérifier) :
Ve e R, Gi(z) =x.

11. Déduire de 10 que pour tout « € R, on a la relation :

1+«

Gni1(2) = —— Gn(@).
Démonstration.
Soit n € N*. Soit x € R.
n+1
Gnii(z) = 3 P({Npy1 =k}) a¥ (par définition)
k=1
ol 1 B 1 B & (d’apres la
B k; (2 P({Nn N k}) + 2 P({Nn =k 1})> v question précédente)
1 n+1 1 n+1
= - Y P{Nu=k}) a2k + - Y P({Ny=k—1}) 2k
2 k=1 2 521
J 1 ntl (car P({Np, =n+1}) =0
= =S P({N,=k}) 2k + = S P({N,=k—1}) 2* : "
2,;::1 ({ b) ot 2 = (1 b) @ puisque Ny () = [1,n])
1 1 n k+1 2 oy o
= 3 Gn(x) + 3 S P({N.=k}) x (par décalage d’indice)
k=0
_ 1 1 . _ k (car]P’({Nn:O}):O
= g Gl + g X PN =R} ) puisque No(€2) = [1,n])
. . 1 1 1+z
Finalement, on a bien : Vn € N*, Vx € R, Gp11(z) = 3 Gn(x) + 3¢ Gp(z) = 5 Gn(x).

L]
12. Déterminer une expression explicite de G, (x) pour tout n € N* et tout = € R.

Démonstration.

1 n—1
Démontrons par récurrence : Vn € N*, P(n) ot P(n) : Vz € R, Gp(z) = (x;L > x.

» Initialisation :

x D’une part : Gi(x) =

x
1\ -1
x D’autre part : <x;— ) r = .

D’ou P(1).
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» Hérédité : soit n € N*. )
1
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. Vo € R, Gp1(x) = <:U + > 2).

2
x+1 o | N
Gnyi(z) = 2 Gn(z) (d’apres la question précédente)
1 1 n—1
_Z ; <x —; > T (par hypothése de récurrence)

(x—i—l)”
= x
2

o - r+1\""!
Ainsi, par principe de récurrence : Vn € N*, G, (z) = < ) x.

2 O

13. Rappeler 'expression de l'espérance de N,, en fonction de G,, dérivée de la fonction génératrice
G,. En déduire ’espérance de la variable aléatoire IV,,.

Démonstration.

« La fonction G,, est dérivable sur R car polynomiale.
De plus, pour tout =z € R :

G (z) = kfjl P({N, =k}) x ka"! = kfl kP({N, =k}) a"*

En particulier, pour x = 1, on obtient :

a1 = é kP({N, =k}) 151 = kzi;l kP({N,=k}) = E(N,)

E(Nn) = G(1)

« Déterminons alors G/, a 1’aide de 1'expression obtenue dans la question précédente.
Pour tout z € R :

Gi(z) =1

n—2 n—1
Vn>2, G (x) = (n—1) <$_2|_1> %xx + (m—2|—1> x 1

Ainsi, pour tout n > 2 :

1+1\" % 1 1+1\"' n-1 n+1
(1) = —-1) [ —= - I = 1 =

Cette formule est aussi vérifice pour n =1 (en effet : Gi(1) = 1 et 11 =1).

1
On en conclut : Vn € N* E(N,,) = G, (1) = n—21— ) 0
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14. Déterminer la loi de la variable aléatoire N, & partir de 'expression de G,,.

Démonstration.
Soit z € R.

o D’aprés la question 12 :

Gnlz) = <;+;>H .

x (par décalage d’indice)

[ ]
@)
I
ko)
I
=
o,
@
=3
B
=
@)
B
D
Il
=
=
—
—
s
Il
5
—_
SN—
8
B
=
B
<

3

e k—1 2

n —1\ /1\"!
L’égalité en tout point des fonctions x +— Z IP’( {Xn = k:}) 2k et z — Z <n ) () ok

n -1\ /1
démontre que les polynomes Z (n > <2> XF et Z IP’( {X,, = }) X sont égaux.
=1

IlIs ont donc méme coefﬁments

Nn(Q) = [[17”]]

Finalement, la loi de N,, est donnée par : vk € [1.n], IP’( (x, = k;}) _ <:_ 1) <;)n1

O
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PROBLEME B : Fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle

(Centrale 2 2020 - PC)

Soit (£2,.e7,P) un espace probabilis¢, oit &7 est une tribu sur Q et P une probabilité sur (£2,.o7).
Toutes les variables aléatoires sont discrétes, a valeurs réelles ou complexes, définies sur (€2, .27).
Si la variable aléatoire X : 2 — R est d’espérance finie, on note E(X) son espérance.

Pour tout nombre complexe z, on note Re(z) sa partie réelle, Im(z) sa partie imaginaire et Z son
conjugué.
sin x

six #0
On appelle sinus cardinal la fonction définie, pour tout réel x, par sinc(z) = 7

1 siz=0.
On admet que cette fonction est continue et que, pour tout réel z, |sinc(x)| < 1.

On étend aux variables aléatoires discrétes & valeurs complexes la notion d’espérance définie pour les
variables aléatoires discrétes réelles.
Ainsi, on dit qu'une variable aléatoire discréte a valeurs complexes Z : ) — C est d’espérance finie
si les variables aléatoires réelles Re(Z) et Im(Z) sont d’espérance finie et on définit alors l'espérance
de Z par :

E(Z) =E(Re(Z)) +i E(Im(Z2))

On admettra les résultats suivants qui étendent aux variables aléatoires complexes les résultats
analogues sur les variables aléatoires réelles.

— Toute variable aléatoire Z complexe finie est d’espérance finie. Si Z(2) = {z1,..., 2}, ot les z;
sont deux & deux distincts, alors :

T

E(Z) =Y 2 P({Z = z})
k=1
— Théoréme de transfert (cas X () fini).
Soit X une variable aléatoire réelle d’image finie X (Q2) = {x1,...,z,} ot les z; sont deux a deux
distincts et soit f une application & valeurs complexes définie sur X (2).
Alors f(X) est d’espérance finie et :

E(f(X) = 3 P({X =}) ()

— Soit Z une variable aléatoire complexe telle que Z(f2) soit dénombrable égal & {z,, n € N}
ou les z, sont deux & deux distincts. Alors Z est d’espérance finie si, et seulement si, la série
> 2zn P({Z = 2z,}) converge absolument. Dans ce cas,
n=0

E(Z) = ijzzn P({Z = zn})

— Théoréme de transfert (cas X (€2) dénombrable).
Soit X une variable aléatoire réelle d’image dénombrable X (Q2) = {z,, n € N} ou les z,, sont
deux & deux distincts et soit f une application a valeurs complexes définie sur X (2).
Alors f(X) est d’espérance finie si, et seulement si, la série Y P({X =w,}) f(zn) converge

n=0
absolument. Dans ce cas,

E(f(X)) = 2’2 B({X = 20}) flzn)
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— Soit Z une variable aléatoire complexe et Z : w € Q + Z(w) sa variable aléatoire conjuguée.
Si Z est d’espérance finie, alors Z est d’espérance finie et E(Z ) =E(2).

— Soient Zy et Z5 deux variables aléatoires complexes d’espérance finie et soit A € C.
Alors Zy + Z3 et AZ; sont d’espérance finie et E(Z] + Z3) = E(Z1) + E(Z2) et E(AZy) = AE(Z3).

I. Fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle

A toute variable aléatoire réelle discréte X : @ — R, on associe une fonction ¢y, appelée fonction
caractéristique de X et définie par :

Vt e R, ¢x(t) = E(eitX)

I.A - Premiéres propriétés
Dans cette sous-partie, X est une variable aléatoire réelle discréte.

1. On suppose, dans cette question, que X (£2) est un ensemble fini de cardinal r € N*.
On note X(Q) = {z1,...,x,} ou les z; sont deux a deux distincts, et, pour tout entier k € [1,r],
ap = P({X = wk})

,
Montrer que, pour tout réel ¢, ¢x(t) = > ax e
k=1

2. On suppose dans cette question que X (€2) est un ensemble dénombrable. On note X (2) = {zp,n €

N} ou les z;, sont deux a deux distincts. Pour tout n € N, on pose a,, = IP’( {X = xn})

itiﬂk

+00 .
Montrer que ¢y est définie sur R et que, pour tout réel ¢, ¢px(t) = > a, e't®n.
n=0

3. Montrer que ¢x est continue sur R.
4. Soit a et b deux réels et Y = aX + b. Pour tout réel ¢, exprimer ¢y (t) en fonction de ¢x, t, a et b.

5. Soit ¢t € R. Donner une expression de ¢x(—t) en fonction de ¢x(¢). En déduire une condition
nécessaire et suffisante portant sur I'image ¢x(R) pour que la fonction ¢x soit paire.

I.B - Trois exemples

6. Soit n € N* et p €]0,1[. On suppose que X :  — R suit une loi binomiale B (n,p) et on note
q = 1 — p. Montrer que, pour tout t € R, ¢x(t) = (q —I-peit)n.

7. Soit p € 0, 1[. Quelle est la fonction caractéristique d’une variable aléatoire suivant une loi géomeé-
trique de parameétre p?

8. Soit A > 0. Quelle est la fonction caractéristique d’une variable aléatoire suivant une loi de Poisson
de paramétre A7

I.C - Image de ¢x

On se donne ici une variable aléatoire réelle discréte X : 2 — R, dont on note ¢ x la fonction caracté-
ristique. Pour tout (a,b) € R% a + bZ désigne I'ensemble {a + bk, k € Z}.

9. Montrer que pour tout t € R, |¢x(t)] < 1.
27
10. Montrer que, s’il existe a € R et tg € R* tels que X (2) C a + . Z, alors |px(to)| = 1.
0
On suppose réciproquement qu’il existe ¢y € R* tel que |¢x (t9)] = 1.
Dans la suite de cette sous-partie I.C, on suppose de plus que X (£2) est dénombrable et on reprend
les notations de la question 2.
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“+o00
11. Montrer qu'il existe a € R tel que > a,exp (z (to T, — to a)) =1.

n=0
+o00
12. En déduire que Y a, <1 — cos(to zpn, — to a)) =0.
n=0
. 2w
13. Montrer que pour tout n € N, si a,, # 0, alors x,, € a + . 7.
0

14. En déduire que IP’( {X €a+ % Z}) =1

II. Fonction caractéristique et loi d’une variable aléatoire

L’objectif de cette partie est de montrer que la fonction caractéristique d’une variable aléatoire déter-
mine sa loi.

ITI.A - Premiére méthode

Soit X une variable aléatoire réelle et discréte et m € R.

1 /7 A
Pour T' € R, on pose Vi, (T') = oT / dx(t) e ™ dt.
-7

II.A.1.

On suppose que X (2) est fini et on reprend les notations de la question 1.

,
15. Montrer que, pour tout 7' € R% , on a V,,,(T') = > sinc (T(mn — m)) P({X =z,}).

n=1

16. En déduire que V,,(T) ot P({X =m}).
—+00

II.A.2.

On suppose que X (2) est dénombrable et on reprend les notations de la question 2.

Pour n € N et h € R%, on pose g,(h) = sinc <$n;m> P({X =a,}).

+oo 1
17. Montrer que pour tout 7' € R%, on a V,(T) = > gn <T>
n=0

18. Montrer que la fonction g, se prolonge en une fonction g, définie et continue sur R;.

+o0o
19. Montrer que la fonction G = ) g, est définie et continue sur R,
n=0

20. Etablir que V,,(T) ot P({X =m}).
— 400

II.A.3. Application

21. Soient X : 2 = Ret Y : Q — R deux variables aléatoires discrétes telles que ¢x = ¢y. Montrer
que, pour tout m € R, IP’( {X = m}) = P( {Y = m}), autrement dit que X et Y ont la méme loi.
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