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RAPPEL DES CONSIGNES

Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effagable pour la rédaction de votre composition ;
d’autres couleurs, excepté le vert, peuvent étre utilisées, mais exclusivement pour les schémas et la

mise en évidence des résultats.
Ne pas utiliser de correcteur.
ON TRAITERA LES DEUX PROBLEMES (sans obligation de commencer par le premier).

Ecrire le mot FIN & la fin de votre composition.

Les calculatrices sont interdites.

Probléme 1 - Suites et séries de fonctions

Dans tout ce probléme, on désigne par f une fonction continue, croissante, positive et intégrable sur

I'intervalle [0, 1].

On s’intéresse, respectivement dans les parties IT et ITI ci-dessous, a des suites et a des séries de

fonctions dont le terme général est de la forme f,, : x — f(2™), pour n > 1.

La partie I est quant-d-elle consacrée a des résultats préliminaires qui serviront dans les parties

parties IT et III.

Partie I - préliminaires

1. Enoncer le théoréme d’intégration terme a terme pour les séries de fonctions.

Démonstration.

03 FEVRIER 2024

Soit I un intervalle de R non vide et non réduit & un point.
Soit (fn)nen € (KI)N une suite de fonctions.
Supposons :
(i) Bonne définition des intégrales par intégrabilité
< Continuité par morceaux : >

Vn € N, les fonctions f,, et S sont continues (par morceaux) sur [

Integrabilité :

Vn € N, la fonction f, est intégrable sur I

(ii) Bonne définition de la somme d’intégrales
La série numérique » / | fn(t)] dt converge
I

(iit) Convergence simple
La série de fonctions Y f,, converge simplement sur I (on note S € K sa somme)

+oo
Alors la fonction somme Y f, est intégrable sur I. De plus :
n=0

J (Zao)a =5 () woa)
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2. Donner un développement en série de 1 pour z € [0,1], et en déduire :

—x
+o00 un

Vu € [0,1], —In(1l —u) = Y, -
n=1

Démonstration.

« Rappelons tout d’abord que la fonction h : x — 1 est développable en série entiére sur | —1, 1].

De plus :
Vre]-11 —— = S gn
1—=x n=0
« Par théoréme, toute primitive H (considérons par exemple H : u — —In(1l — u)) de h est déve-
loppable en série entiére sur U'intervalle | — 1, 1] et vérifie :
+oo ntl
Vue]—1,1], Hu)— H(0) = nzo i
o0 40
= X

+oo o
Comme H(0) = —In(1 —0) =1In(1) =0, on en déduit : Vu € | — 1,1[, —In(1 —u) = > Ly
n=1 N

il
i ) In(1 —u) .
3. Justifier alors que la fonction v — ————= est intégrable sur |0, 1] et :
u
1

In(1 — T 1

_/ n(l —u) o= 5L

0 U n=1 "1

2
m
On admettra pour toute la suite de ce probléeme que cette somme vaut 5

Démonstration.

« D’aprés la question précédente, pour tout u € ]0,1] :

n+1
In(l—w) 1 f2 "t %0 qfljl B JFZO:O u” ()
U Cw,on+1 =0 ouw Zon+1l

n
u ,
T Démontrons alors :

o Pour tout n € N, on note f,, : u —

(i) pour tout n € N, la fonction f, est intégrable sur |0, 1.

En effet, pour tout n € N, la fonction f,, est continue sur le SEGMENT [0, 1]. Elle est donc
intégrable sur cet intervalle et donc sur |0, 1].

1
(ii) la série numeérique / | fn(u)| du est convergente.
0
Tout d’abord :

/01|fn<u>rdu=/01

La série )

n

1 /1 " 1 utt 1 1
u = u" du = =
n+1 Jy n+l | n+1 . n+1n+1

n+1

W est convergente en tant que série de Riemann d’exposant 2 (> 1).
n
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On en déduit, par théoréme d’intégration terme a terme, que la fonction u +— —

Commentaire

“+oo
e On a affaire ici & un théoréme d’interversion des symboles / et > .Ily a, a priori, plusieurs
n=0

(#it) la série de fonctions ) | f, converge simplement sur |0, 1].

Ce résultat est fourni par la propriété (%) qui stipule de plus que la série > f, a pour
In(1 — u)

somme la fonction v — ————~.
U

In(1 — u)

est

intégrable sur ]0, 1[. De plus :

1 In(1 — 1 400 n 400 1 n +o00 1
/ _n(u)du:/ <E u )duzz Y odu=Y
0 0 n=0

u n=on+1 o n+l n=o (n+1)?

Yon(1- T 1
On a bien :/ _In(=w) du = 3, —.
0 u n=1 T

I
résultats différents qui peuvent étre utilisés pour une telle interversion :

1) théoréme d’interversion par hypothése de convergence uniforme de la série de fonctions.
2) théoréme d’intégration terme a terme.
3) théoréme de convergence dominée appliqué a la suite des sommes partielles.

Le premier résultat ne s’applique que si 'intervalle I est un SEGMENT ce qui permet de ’écarter
dans de nombreuses questions. Dans le cas ot I est bien un segment, le choix entre les résultats
1) et 2) dépend essentiellement du contexte. Si on a démontré au préalable la convergence
uniforme (généralement plutdt la convergence normale) de la série de fonctions considéré sur le
segment [, on s’orientera vers le résultat 1). Dans le cas contraire, on s’orientera vers le résultat
2). Le résultat 8) quant a lui ne s’utilise qu’en cas d’échec du résultat 2).

Dans l'exercice, il est demandé initialement de rappeler I’énoncé du théoréme d’intégration
terme & terme. Il est donc & peu prés certain que c’est ce théoréme que 'on doit utiliser.
Cependant, on peut quand méme se poser la question de I'utilisation de la convergence uniforme.
On peut démontrer que la série de fonctions Y f, ne converge pas uniformément sur [0, 1].
Pour cela on raisonne par I’absurde. Comme :

x pour tout n € N, f,, est continue sur [0, 1] en tant que fonction polynomiale.
x la série de fonctions Y f, converge uniformément sur [0, 1] (par hypothése).

alors la somme de la série de fonctions ) f,, est continue sur [0, 1]. Or cette somme n’est autre

In(1 —
que la fonction = +— —u. Cette fonction n’est pas continue sur le segment [0, 1] car
In(1 —
admet une limite non finie en 1 (lim — In(1 =) = +00).
rz—1 T

En démontrant qu’il n’y a pas convergence uniforme de la série > f,, sur [0, 1], on démontre au
passage qu’il n’y a pas non plus convergence normale sur ce méme intervalle (si ¢’était le cas,
on serait assuré de la convergence uniforme). On peut aussi démontrer directement qu'’il n’y a
pas convergence normale sur [0, 1] (mais cela ne permet pas de conclure quant a la convergence
uniforme ou non). Plus précisément :

1

IFloesor) = ——

et la série ) T est divergente.

n +
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Commentaire

procéde toujours par I'absurde. Comme :

. 1
x il_{% fn(@) = ntl

alors, par théoréme de la double limite, la série )

+1

probléme). En effet, pour tout a € [0, 1] :

an

n—+1

H fn Hoo,[O,a[ =

n
a .
1 est bien convergente.

et la série numérique )

« On peut aussi démontrer que la série Y~ f,, ne converge pas uniformément sur [0, 1] (sup-
primer le point qui pose probléme ne suffit pas a résoudre le probléme). Pour ce faire, on

x la série de fonctions Y f, converge uniformément sur [0, 1] (par hypothése),

est convergente, ce qui est absurde.

Enfin, on peut démontrer qu’il y a convergence normale (et donc uniforme) sur tout segment
de l'intervalle [0, 1] ou plutot sur les intervalles [0, a[ avec a € [0, 1] (intervalles adaptés au

- =
Partie II - étude de quelques suites d’intégrales
1
On s’intéresse dans cette partie a la suite des intégrales I,, = / f(t") dt, pour n > 1.
0
On rappelle que f désigne une fonction continue, croissante, positive et intégrable sur [0, 1].
4. Enoncer le théoréme de convergence dominée pour les suites de fonctions.
Démonstration.
Pour tout n € N, on note : u,, = / hy(t) dt ou :
I
x I C R est un intervalle réel.
x pour tout n € N, h,, : I — K est une fonction définie sur I.
Soit h : I — K une fonction.
Existence de la limite finie de la suite (uy,)
a) | Convergence simple
La suite (h,,) converge simplement sur I vers la fonction h (V¢ € I, lirf hn(t) = h(t)).
n—-+0oo
b) | Domination
Il existe une fonction ¢ intégrable sur I telle que :
Vn €N, Vt eI, [hu(t)] < o(t)
(cela démontre que pour tout n € N, la fonction hy, est intégrable sur I)
Alors la fonction h est intégrable sur I et :
nll)&r_loo Up = ngr-il-loo f hyn(t) dt = /I < nll)&r_loo hi (1) > dt = /I h(t) dt
O
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5. Montrer que pour tout n > 1, 'intégrale I,, est bien définie, et déterminer 1ir}_1 I,.
n—-+0o0o

Démonstration.
« Pour tout n € N*, notons hy, : t — f (t").

o Il s’agit d’utiliser le théoréme de convergence dominée.

a) | Convergence simple

Soit tg € [0,1]. Comme ty" — 0 alors :

n—-+00
B el = i, F07) = SO

Ainsi, la suite de fonctions (hy,) converge simplement sur [0, 1] vers la fonction A : ¢ — 0.

b) | Domination

Remarquons tout d’abord que pour tout ¢ € [0, 1] et tout n € N* :

0o < t < 1

(par croissance de la fonction élévation

1n—1 .
a la puissance n — 1 > 0 sur [0, 1])

donc 0 < vt

N

donc 0 < t"

N
~

(par multiplication part > 0)

(par croissance de la fonction f

donc f(0) < f(t") < f(t) sur [0,1])

On en déduit, comme la fonction f est positive sur [0, 1] :
Yn e N, Vte |0, 1], |ho(t)| = | f (") | = f(t") < f(b)

ou f est intégrable sur [0, 1].
Cela démontre au passage que la fonction h,, est intégrable sur [0, 1.

‘ Ainsi, pour tout n > 1, 'intégrale I, est bien définie. ‘

Finalement, par théoréme de convergence dominée, la fonction h est intégrable sur [0, 1] et :

1 1 1 1
lim I, = lim hn(t) dt = / ( lim hn(t)> dt = / h(t) dt = / 0 dt
n—-+o00 n—-+00 0 0 n—-+o0o 0 0

Finalement : lim I, = 0.
n—-+00 O

f(w)

6. On suppose de plus, dans cette question, que la fonction g : u — “—— est intégrable sur |0, 1.
U

1 Malu.

Montrer alors : lim nl, =
n—-+4o0o u

0
Indication : on pourra transformer lintégrale n I,, grice a un changement de variable approprié.

Démonstration.

« Rappelons tout d’abord que pour tout n € N* :

nl, = /1 n f(t") dt
0
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« On pose alors le changement de variable | u = t"

u=t" donct:u%

1
< on en déduit dt = — un L du
n

et=0 = u=0"=0

Ce changement de variable est licite car 'intégrale I,, est bien définie.

On obtient :
zn/olf(t”)dtz/olnf() = [

« Il s’agit alors d’utiliser le théoréme de convergence dominée.

flu) 1

Pour tout n € N*, notons g, : u — —— un.
U

a) | Convergence simple

n—+400

1
Soit ug € |0, 1[. Comme u()% = exp < ln(uo)) — €% =1 alors :
n

o flwo) 1 f(uo)
ngrfoo gn(uo) - ngrfoo (27} vor = Uugp

f(w)

Ainsi, la suite de fonctions (g,) converge simplement sur [0, 1[ vers la fonction g : u — ——=.
u

b) | Domination

Remarquons tout d’abord que pour tout u € ]0,1[ et tout n € N* : 0 < uw <1
On en déduit, comme la fonction f est positive sur ]0, 1] :

Vn € N*, Vu €]0,1[, | gn(u ’f un | = ’f(j)

fu)

ou u — ——= est intégrable sur |0, 1[.
u

Cela démontre au passage que la fonction g, est intégrable sur |0, 1[.

Ainsi, pour tout n > 1, 'intégrale n I,, est bien définie.

Finalement, par théoréme de convergence dominée, la fonction g est intégrable sur ]0, 1] et :

1 1
lim nl, = lim gn(u) du = / ( lim g, (u )) du = / / fw)
n—r—+0oo n—+o0o Jq 0 n——+0o0o 0

1
Finalement : lim nl, = / @ du.
n—-+oo 0 u [:]
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7. APPLICATION .
Montrer que pour tout n > 1, 'intégrale J,, = / In(1—1¢") dt est bien définie.
0

Déterminer la limite et un équivalent simple de J,, quand n — +oo.

Démonstration.
« Notons f:t+— —In(1—1t). Cette fonction est :
x continue sur [0, 1].

x croissante sur [0, 1].
(en effet, cette fonction est de classe ! sur [0, 1] et, pour tout t € [0,1] : f/(t) = ——

x positive sur [0, 1].

x intégrable sur [0, 1[.

En effet, sous réserve d’existence, on obtient en posant le changement de variable| v =1—1¢

/01 —In(1—t) dt = /10 #In(u) (< du) = _/01 In(u) du

Or, la fonction In est intégrable sur |0, 1].
On en déduit que la fonction f est bien intégrable sur [0, 1].

On est donc dans le cadre d’application de la question 5.

1 1
.PourtoutnEN*,onnote:In:/ f(t")dt:/ —In(1—¢t") dt = —J,.
0 0

D’aprés la question 5, pour tout n € N*, I'intégrale J,, (et donc l'intégrale I,,) est bien
définie et lim J,=— lim I, =0.

n—-+o0o n—-+o0o

. . U In(1 —u
« Sous les mémes notations qu’au-dessus, remarquons que la fonction g : u — () = — ( )
U

est intégrable sur |0, 1] d’aprés la question 3.
On est donc dans le cadre d’application de la question 6. On en déduit :

1 2
In(1 — Too 1
lim an:—< lim nIn) :—/ —711( u)du:_ 72:_1
n—-+4o0o n—-+4o0o 0 u n=1Nn 6
2
Autrement dit : nJ,, ~ — —.
n——+oo 6
2
1
On en déduit : J, ~ — T —.
n—-+oo 6 n

Commentaire \

o La question est nommeée par le concepteur APPLICATION. Cela signifie qu’elle va consister
essentiellement & appliquer un résultat précédent. Lorsque c’est le cas, tout l'enjeu de
la question est alors de démontrer que 1’on est dans le cadre d’application des résultats

démontrés précédemment.

o Les résultats des questions intermédiaires sont généralement donnés. On peut donc,
méme sans avoir traité les questions 5 et 6, traiter la question 7. On prendra ’habitude
de traiter ce type de questions puisque ce qu’il faut mettre en place (vérifier que 'on est
dans le cadre d’application des résultats précédents) est assez clairement stipulé dans
I’énoncé.
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Partie III - étude de quelques séries de fonctions

On s’intéresse dans cette partie & la fonction F' définie, lorsque c’est possible, par :
+o0 n
F@ﬂ==§%f($)
n=

On rappelle que f désigne une fonction continue, croissante, positive et intégrable sur [0, 1].
f(u)

On suppose de plus, dans toute cette partie, que la fonction g : u — “——= est intégrable sur |0, 1[.
u
On souhaite alors démontrer que la fonction F' est bien définie sur I'intervalle |0, 1], puis calculer la
limite lim (1 —z) F(z), et enfin comparer cette limite & lim (1 —z)? F/(z) sur deux exemples.
z—1 z—1
z <1 x <1
8. UN PREMIER EXEMPLE
+oo
Dans cette question, on pose Fi(x) = > z™.
n=1
Préciser le domaine de définition de la fonction Fj. Calculer, pour x € [0, 1[, Fi(x) puis Fj(x).
En déduire les valeurs des limites lim (1 —z) Fy(z) et lim (1 —2)? F|(z).
a<1 P
Démonstration.

« Pour tout x € R, la quantité F(x) est la somme de la série numérique ) z™, convergente si et

n=1
seulement si |z| < 1.
Ainsi la fonction F est définie sur | — 1, 1].
o Soit x € [0, 1[
+oo
Fz) = > a”
n=1

= 3 z (car Nlir}rl N =0 puisque |z| < 1)
—x —+00
De plus :
Ix(1—2)—xx(-1)
FI —
1(1') (1_1,)2
. (l-2)4=
T Ta-ap
_ 1
= -ap
1
Pour tout x € [0, 1], Fi(z) = 1 f . et Fi(x) = =2
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e On en déduit :

lim (1-—2x) Fi(x) 1i£n1 (1 —2)° F{(x)
2211 Z<1

<1 z <1
= lim =z = lim 1
z =1 z =1
r <1 z <1
lim Fi(z) =1 = lim F(z)
z —1 z—1
r <1 <1 D

9. RETOUR AU CAS GENERAL
On revient au cas général ot f désigne une fonction continue, croissante, positive et intégrable sur

[0, 1], et telle que g : u — f() est intégrable sur |0, 1[. On fixe un réel z € 10, 1].
u
400 f
a) Justifier 'existence de G(z) = / f(2") dt et égalité G(z) /
0
Démonstration. |
Posons le changement de variable 9 : u — lngug La fonction v est :
n(x

« de classe € sur )0, 1].

x une bijection strictement croissante de |0, 1] dans |0, 4-o0].

1
(notons que comme z € ]0,1[, In(z) < 0 et ainsi 1113% lzgui = +00)

1
U
Comme l'intégrale / M du est convergente par hypothése, le changement de variable est
0 u

/;oo Fat) dt = /10 7 (2 ¥ () du

_ / ’ £ (07 () du

1

0 00 Lo 11
- / / ( ) (@) « ™
0 f ln(u
_ / du
1

licite :

oy

u

u.

1 1
Pour tout x € ]0,1[, la quantité G(z) est bien définie et G(z) = (e / f
0
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Commentaire \

o On aurait pu présenter ce changement de variable comme en question 6 en posant

uw=2' | Notons que cette maniére de faire fait apparait la fonction ¢ — zt, réci-

proque de la fonction ).

« L’intégrale qu’on souhaite obtenir par changement de variable étant fournie dans
I’énoncé, on peut aussi partir de cette intégrale résultat et poser le changement de
variable ¢ : t + 2! (fort logiquement on utilise la bijection réciproque de v puisque

1
l'on opére dans l'autre sens) ou encore | ¢ = n(uw)
In(x)
\ J:]
n+1 n
b) Soit n € N*. Justifier I'encadrement : / f (l‘t) dt < f(2") < / f (mt) dt.
n n—1
Démonstration.
Soit m € N'\ {0,1}. Remarquons tout d’abord que pour tout t € [m,m + 1] :
m < t < m+1

donc m In(z) > ¢ In(z) > (m+1) In(z) (car In(z) < 0 puisque x € ]0,1])

donc ™ @) > ot @) > G(mtl) Infz) (par croissance de la fonction exp sur R)

donc ™ > zt > ke

la fonction f est
m > t > m-+1 (Ca"r

done  f(@™) > [() > f ) croissante sur [0,1])

Par croissance de 'intégrale, les bornes étant dans l’ordre croissant, on obtient :
m—+1 m—+1 m—+41
/ f@@™) dt > / f(ah) dt > / f(z™h) dt
m m m
I 1
(7 +1) =) f (™) (o +1) =) f (™)
En appliquant cette propriété en m =n € N* et m =n — 1 € N*, on
obtient succesivement 'inégalité de gauche puis celle de droite. O

+oo
c) En déduire l'existence de la somme F(xz) = > f(z™) ainsi qu'un encadrement de F'(x) par
n=1

deux intégrales dépendant de .

Démonstration.

o Soit N € N*. En sommant les inégalités précédentes :

> (/:Hf(xt)dt) < néf(x”) <% (/nn f(xt)dt)

n=1 n=1 —1

N+1 N
/ f(a") dt / f(a") at (par relation de Chasles)
1 0

10
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« Par ailleurs, comme la fonction f est positive, alors, pour tout ¢ € [0, 400, f (:Ut) > 0.

“+oo
On en déduit, par croissance de l'intégrale : / f ( ) dt > 0 et ainsi :
N

/Om f(a') dt = /ON f (2 dt+/+oo fat) dt > /ON f(at) dt

N

N
« La suite <Z f (x")) est :
n=1 N>1
x croissante (car pour tout n € N*, f (™) > 0).

x majorée. En effet, d’aprés ce qui précéde, pour tout n € N* :

N N +00
> [ </0 f(x)dtg/o f (=) dt

Elle est donc convergente.

« Par passage a la limite lorsque N — 400 dans 'inégalité de début de question, on obtient :

+0o0 400 400
/ f(@') dt < X fa") < / f(z") dt
1 n=1 0

400 +oo
Pour tout x € ]0, 1], / f (wt) dt < F(z) < / f ($t) dt.
1 0

1
d) En déduire : lim (1 —z) F(z) = / O
z— 1 u
z <1

Démonstration.

« D’aprés la question qui précéde, pour tout z € ]0,1]

/1+oo f(wt) " /0+oo

+o0 +o0
Comme : G(z) = / f(z") dt = / ) dt +/ ) dt, on en déduit :
0 0 1

Gla)= [ 1) dt < Pla) < Gla)

puis, comme 1 —x > 0 :

(1—2) G(x)—(l—x)/o F) dt < (1-2) Flz) < (1—2) G(a) (%)

« D’apreés la question 9.a) :

(1—2) G(z) = (1—2) 1/0 S g

In(x) u
. . 1—xz . v
En posant le changement de variable v =2 —1: lim — = lim ————. 0Or:
z— 1 IH(IE) v—0 h’l(l *’U)
z <1 v >0
v
-~ ——=1—1
In(1—v) v—o —v v—=0
U fw)
Ainsi, par produit de limites : lim (1 —z) G(z) = / — du.
x — 1 0 u
z <1

11
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o Par ailleurs, & I'aide du méme changement de variable qu’en question 9.a), on démontre :
1
(1—2x) / f(zh) dt = —
0

1- 1
L[,
In(z) J, wu
Or, par relation de Chasles :

/1f(u)du:/0f(wdu+/1f(mdu — /O‘f(u)dqu/lf(u)du:O
. U . U 0 u z— u 0 u

1
Finalement : lim (1—1:)/ f(z") dt=1x0=0.
z — 1 0
z <1

e Résumons :

x zliinl (1-2)G(zx) = /01 fgf)du

im ((l—x)G(x)—(l—x) /01 7 (@) dt) - /01 ffu“)du

N
<1

x 1
x
T

On en déduit, par théoréme d’encadrement (& 'aide de ’encadrement (x)), que la fonction F
admet une limite & gauche en 1.

1
Plus précisément : lim (1 —x) F(z) = / Jw) du.
0 u

x — 1

z <1 D
10. UN DERNIER EXEMPLE N
o0
Dans cette question, on pose Fy(x) = — > In(1—2z™).
n=1
a) Soient n € N* et a € ]0, 1[. Montrer que la fonction f,, : # — —In (1 —2") est de classe € sur
n n—1
le segment [0, a] et : Vo € [0,a],| fl(z)] < . a —.
—a
Démonstration.
« La fonction f,, est de classe ¢! sur [0, a] car elle est la composée f,, = —g o hy, oil :

x hp:xr—1—2"est:
» de classe € sur [0, al.
» telle que h, ([0,a]) C ]0,1]
x g: x> In(x) est de classe € sur 0, 1].

« Pour tout z € [0,q] :

fo@) = —(g ©hnxhi)(2)
= —g'(hn(2)) x hy,(2)
= o (e
« Par ailleurs :
-1 .
, | na” - n n-1 n 1 (car x < a et que la fonction
[ fal@)] = ‘1—,%”‘ R S o x> 2" est croissante sur [0,a])

12
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« Enfin, par croissance de la fonction élévation a la puissance n sur [0,a] :

z" < a
donc L
donc 1—z2" > 1-—a"
donc 1 < 1 (par décrgissance de la
1—2an 1—an fonction inverse sur |0, +o0[)
na™!

Yz € [0,a),| fi(@)| < T =

b) En déduire que la fonction F est bien définie et de classe €' sur [0, 1] et exprimer sa dérivée
sous forme d’une somme de série de fonctions.

Démonstration.
Il s’agit d’appliquer le théoréme de dérivation terme & terme.

a) | Régularité

Pour tout n € N*, la fonction f,, est de classe ¢! sur [0,1].

b) | Convergence simple

Soit xg € [0,1].
x Yn e N* zo" >0
< [ fal@o)| = [=In(1—a")] o 1A ) | = 20"

(puisque xp" — 0 car zg € [0, 1])
n——+0o
x La série numeérique Y | z" est convergente en tant que série géométrique de raison zg € [0, 1.

Ainsi, par théoréme d’équivalence des séries & termes positifs, la série de fonctions > f,
n>1
converge simplement sur [0, 1].

¢) | Convergence uniforme | (convergence normale sur tout segment)

D’apres ce qui précéde, pour tout n € N* :

, nan—l
Vo e 0.l | fi@)] < 2
nanfl
On en déduit : Vn € N*, || £}, [loc,j0,a] < T an (xx). Or :
—a
n—1
«WneNs, M
1—an
nan—l

~ na" ! puisque a® — 0
1 —a™ no+o n—-+oo

x La série numérique > na™ ! est convergente en tant que série géométrique dérivée pre-
n=1

miére de raison a € [0, 1].

13
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nan—l

On en déduit, par théoréme d’équivalence des séries a termes positifs, que la série —
n>1 —a

est (absolument) convergente.
En appliquant le théoréme de comparaison (par inégalité) des séries a termes positifs, on

démontre, par I'inégalité (+*), que la série numérique - || £}, [loc,0,a] €St convergente.
n>1

Commentaire

On peut aussi remarquer directement : || f, [loc,j0,a] = O (na"') ce qui permet de conclure
e n—-+oo

en appliquant une fois (et pas deux) le théoréme de comparaison des séries a termes positifs.

Ainsi, par théoréme de dérivation terme a terme, on en conclut que la fonction Fs est de classe

¢! sur [0,1].
“+oo
De plus, pour tout = € [0,1], Fy(z) = > f(x). -
n=1
¢) Déterminer lim (1 —2x) Fy(z).
vt
Démonstration.
o On vérifie qu’on se situe dans le cadre d’application de la question 9.
La fonction f:z+— —In(1 —x) est :
x continue, croissante, positive et intégrable sur [0, 1] (vu en question 7).
U In(1—wu
x telle que la fonction g : u — Jw) _h-v) est intégrable sur ]0, 1[ (vu en question 3).
u u

—+00
« On en déduit (d’apres la question 9.¢)) que pour tout = € ]0,1[ la quantité F(z) = > f( x")
n=1
est bien définie. Or :

+o0 +oo
> f(a") = =¥ m(1-a") = Fyz)
n=1 n=1
Finalement, d’apres la question 9, la fonction z — (1 — x) Fa(x) admet une limite & gauche
en 1. De plus :
1
lim (1—2x) F(z) —/ ) du
r — 1 0 u
<1
too ] 2
Finalement, d’aprés la question 8 : lim (1 —z) Fa(2z) = ), — = R
Sl n=1 1 ]
too na”
d) Par une méthode analogue a celle de 9, calculer lim ( (1—-z)2> T )
z— 1 n=1 — X
z <1
En déduire : lim (1 — )% Fj(z).
i
Démonstration.

14
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Probléme 2

Dans tout le probléme, n est un entier supérieur ou égal a 2.

Le but du probléme est d’étudier la réduction de certaines matrices de Toeplitz, c’est-a-dire de matrices

d’ordre n de la forme suivante, ot (t_p11,...,t_1,t0,t1,...,tn_1) € C?~1:

to ti tg e e tpoq

t.1 te :

to oty
T(t—n+17'"7t—17t07t17"'7tn—1) = .

t1 to

: t.1 to

topgr -0 oo t_g t_1 o

dans laquelle les coefficients diagonaux sont tous égaux a tg, ceux de la premiére sur-diagonale tous
égaux a tp, ceux de la premiére sous-diagonale tous égaux a t_1, etc.

On nomme Toep,,(C) 'ensemble des matrices de Toeplitz d’ordre n a coefficients dans C :

Toepn((c) - {T(t_n+1, o 7t—17 th tla CIEa atn—l) ‘ (tk),n+1<k<n,1 S (C2n_1}

Partie 0 - Généralités

11. Montrer que Toep,,(C) est un sous-espace vectoriel de ., (C).
En donner une base et en préciser la dimension.

Toepn((C) = {T(t_n+1, e ,t_l, to, tl, . ;tn—l) | (tk)_n+1<k<n_1 S C2n71}

Démonstration.
« Dans la suite, notons :
x (e_n+1, ey €1, €0, ,6n—1) la base canonique de C**~1,
x pour tout k € [—(n—1),n—1], Tp = T(ex).
o Avec les notations précédentes :
x T(eg) = In.
« pour tout k € [1,n — 1], T(ex) est la matrice qui contient des 1 sur la k®™° sur-diagonale et
des 0 partout ailleurs.

x pour tout k € [—(n—1),—1], T(ex) est la matrice qui contient des 1 sur la k*™¢ sous-diagonale
et des 0 partout ailleurs.

Pour tout (t—py1,...,t-1,t0,t1,...,tn—1) € C?*~1, on obtient alors :
n—1
T(t—pt1s---st—1 0 b1, tnm1) = > tp-T(er)
k=—(n—1)

« Avec ces notations :

(n—=1)
Toep,,(C) = { . (Z )tk‘T(ek) | (tk)—nti<k<n—1 € (CQ”_l}
=—(n—1

= Vect (T(e_(n-1)):---,T(€0), ..., T(en-1))

= Vect ( T(1,0,...,0), T7(0,1,0,...,0), ...,T(0,...,1,0), T(0,...,0,1) )

En particulier, Toep,,(C) est un espace vectoriel.
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. La famille F = (T(l,o,...,O), 7(0,1,0,...,0), ..., T(0,...,1,0), T(o,...,o,l)) est -
x libre. Démontrons-le.
Soit (A_(n—1),- - A=1, A0, A1y -+ s An—1)) € C?n—1. Supposons :

)\,(nfl)-T(l,O,...,O)—l—. . .+/\0-T(0,...,0,1,0,. . .,0)+.. -+)\n_1‘T(O,- . .,0,1) = 0///n(lR) (*)
Or: (*) = T(A_n_;,_l,... 7)\—17)\07/\17---;/\71—1) = Ojln(R)

SV VR VOO W
A1 Ao A1 :
= )\.72 ).\71 = 0.4,
A1 A2
. Al Ao M
)\7n+1 Ao A )\O
<~ {)\—n+1 = ...= A1 =X =M =... = X1 =0
x génératrice de Toep,,(C) d’aprés le point précédent.
On en déduit que F est une base de Toep,, (C).
De plus : dim ( Toep,,(C)) = Card (F) = 2n — 1. 0O

12. Un exemple. Soit N la matrice de Toeplitz dont tous les coefficients sont nuls sauf ceux de la
premiére sous-diagonale qui valent 1 :

O = O
o O

O -~ 0 1 0
a) Donner les valeurs propres de N et les sous-espaces propres associés.

La matrice N est-elle diagonalisable ?

Démonstration.

« Lamatrice N étant triangulaire (inférieure), ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux.

Ainsi : Sp(N) = {0}.

o Démontrons que la matrice N n’est pas diagonalisable. On procéde par I’absurde.
Supposons que la matrice N est diagonalisable. Il existe donc :
x P € GLy(R) une matrice inverisble.

x D € 2,(R) une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres
de N (présentes avec multiplicité).

telles que :
N = PxDxP!

= P x0,,®) X p1 (car Sp(N) ={0})

= 0z.m®
C’est impossible car N # 0 4, ().

On en conclut que la matrice N n’est pas diagonalisable.

16



PSI

03 FEVRIER 2024

Mathématiques

\.

Commentaire

o Cette question illustre une formulation fréquente dans les énoncés de concours, a

savoir :
« La propriété [...| est-elle vérifice 7 »
On retrouve par exemple réguliérement les questions suivantes :
x « La matrice est-elle diagonalisable 7 »
x « La suite (croissante) (uy) est-elle convergente ? »
x « La série de fonctions converge-t-elle uniformément 7 »
X ..

La réponse attendue est généralement : NON. Evidemment, pour obtenir des points, il
convient de démontrer pourquoi la propriété étudiée n’est pas vérifiée. Pour ce faire,
on procéde généralement par ’absurde. On suppose alors que la propriété est vérifiée
ce qui permet d’avoir une hypothése supplémentaire utilisable et a terme d’aboutir a
une contradiction.

Précisons la méthode spécifique a cette question. Une matrice M & la fois diagonali-
sable et ne possédant qu'une seule valeur propre A est semblable & la matrice diagonale
ne contenant que A comme coefficient diagonal. Autrement dit, il existe P € GL,(R)
tel que :

M=PxDxP'=P(M,) P'=X (PL,P")=X (PP")=)\1,

Ainsi, les matrices diagonalisables ne possédant qu’une seule valeur propre sont des
matrices scalaires (elles sont égales & A I, pour un certain \).

Comme annoncé dans le premier point, cette démonstration est souvent utilisée pour
démontrer qu’'une matrice N'est PAS diagonalisable.

b) Soit M = (m; ;)i<ij<n € #y»(C) une matrice commutant avec N.

n .
Montrer : M = > m; Ni—1,

=1

On pourra commencer par considérer la colonne M Ey, puis les colonnes M Ey, pour k € [2,n],
ou (Ey, ..., Ey) est la base canonique de Ay 1(C)

Démonstration.

e Tout d’abord :

1 mi1 mi2 ... Min 1 mi 1

0 Ma1 Moo ... Man 0 Mo 1 (en multipliant M a droite
M x = X = par E1, on obtient la 17

: : ' ' ' : colonne de M)

0 Mp1 Mp2 --. Mun 0 My 1

De maniére générale, pour tout k € [1,n], et toute matrice M € .#,,(C) le produit
M x E, permet d’obtenir la k™€ colonne de M.
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o D’autre part :

mi 1 0
ma1 0 n
= mi1- | + ..o+ Mmy = Ele-EZ' (*)
: 0 i=1
mn71 O 1
o Remarquons par ailleurs que la matrice IV est la concaténation des matrices Fo, Fj3, ..., Ey,
et la colonne nulle.
N = (E2 Es ... E, Ov//ln,l(R))

On en déduit alors pour tout j € [0,n — 1] (rigoureusement, il faudrait faire une récurrence) :
NI xE = NiTlx (NE)

(la multiplication & droite par Ey a pour résultat

= N/I-1xFE ; .
ot la 17 colonne de N qui n’est autre que E3)
= N2 x (NEy)
_ N2y E (la multiplication & droite par Eo a pour résultat
N 3 la 2™ colonne de N qui n’est autre que E3)
= NO X Ej-i-l

Ainsi : Vj € [0,n — 1], NV x By = I, x E;11 = Ej41 ouencore : Vi€ [1,n], Ni=l x E; = E;.

« Finalement :

n
MxE = Y mi-E (d’apres (x))
i=1
n .
= Lomia (NIx By
1=1
n
= <Z mi - N 1> x By
i=1

Ainsi, les matrices M et R =" m; - N'~! ont méme premiére colonne.
i=1

e Pour démontrer que M et R coincident, il suffit alors de démontrer que les autres colonnes de
M est R coincident. Pour tout k € [2,n] :

Mx E, = Mx(Nk_lel)

(car M commute avec N et donc avec toute

_ k—1
= N X (M X El) puissance de N)
— Nkl ( R x E1) (d’apres le résultat précédent)

(car R est une combinaison linéaire de puissances
de la matrice N et commute donc avec N*~1)

= RxX (Nk_l X El)

= RXEk

n .
Finalement, toutes les colonnes de M et R =Y m; 1 - N*~! coincident.
i=1
Ces deux matrices sont donc égales. 0
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¢) Montrer que I'ensemble des matrices qui commutent avec N est l'ensemble des matrices de
Toeplitz triangulaires inférieures.

Démonstration.

« Il s’agit de démontrer :

{ Me#,(R)| MN=NM }
= { T e ,//n(R) | H(t_(n_l),...,t_l,to) eC", T = (t_(n_l),...,t_l,to,o,...,O) }

o On procéde par double inclusion.

n .
(C) On a vu dans la question précédente que si M et N commutent alors M = Y m; ;- N il
i=1
Il suffit alors de remarquer :

X NO = In == T(eo).

x N''= T(e_1), matrice qui contient des 1 dans la premiére sous-diagonale et des 0 ailleurs.
x N? = T(e_3), matrice qui contient des 1 dans la deuxiéme sous-diagonale et des 0 ailleurs.
X ..

x NP1 = T'(e_(n—1)), matrice qui contient 1 dans la (n — 1)®me sous-diagonale et des 0
ailleurs (c’est la matrice carrée d’ordre n dont le coefficient en bas a gauche est 1 et dont
les autres coefficients sont 0).

Finalement :

n .
M = mi1 - Nl
=1

1=

n—1 )
= > miy11-N' (par décalage d’indice)
i=0

n—1
= > miy11-T(ey)
=0

n—1
= T( > mi+1,1'e—i>

1=0

= T(mn,lymn—l,lv"‘7m1,1707"‘70)

D’oui la premiére inclusion.

(D) 1l suffit de remarquer que pour tout (t,(n,l), st to) eCm:

n—1
T(t_(n_l),...,t,l,tO,O,...,O) = T ( Z:O t_; -ei>
1=
n—1
= Z t_;- T(B,i)
=0

n—1 )
= > t;i- N
i=0

Comme cette matrice est une combinaison linéaire de puissances de NV, elle
commute avec N. D’ot1 'inclusion réciproque.
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Partie 1 - Cas de la dimension 2
13. Soit A = (Z Z) une matrice de Toeplitz d’ordre 2, ou (a, b, ¢) sont des complexes.

a) Donner le polynéme caractéristique de A.

Démonstration.

XA(X) = det (XI2 — A)
X—a —b
—c X —a

= (X—a)(X—a)=(=b)(-0)
= X?-2aX + (a® - be)

xA(X) = X2 —2aX + (a® — be)

Commentaire

Comme A est une matrice carrée d’ordre 2, on pouvait aussi utiliser la formule :

xA(X) = X% — tr(A) X + det(A)

b) Discuter, en fonction des valeurs de (a, b, ¢), de la diagonalisabilité de A.

Démonstration.

o Déterminons le discriminant de x 4.

A = (2a)?—4(1)(a® - be)
= 4a? — 4d? +4be

o Deux cas se présentent.

x Si bc # 0, alors x4 admet deux racines complexes distinctes :

N|=
D=

o 2a +2(bc) of 2= 2a —2(bc)

Ainsi Sp(A) = {z1, 22}

La matrice A est carrée d’ordre 2 et posséde 2 valeurs propres distinctes.
Elle est donc diagonalisable.

x Sibe =0 (c’est-a-dire si b =0 ou ¢ = 0) alors x4(X) = X? —2a X +a* = (X — a)*.

Dans ce cas, a est racine double de x4 et donc Sp(A) = {a}.
La matrice A ayant une seule valeur propre :

A est diagonalisable < A est une matrice scalaire

. ‘dant

& Ilexiste A\ eC, A=\-1 (en proceaant comme
en question 12.a))

< b=0 ET ¢=0

Finalement A = T'(c, a,b) est diagonalisable si et seulement si bc #0 0U b=c=0. O
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14. Soit M = (‘Z

Z) une matrice de .#5(C).

0 «

a) Montrer que M est semblable a une matrice de type <g 2) ou de type <a 7), ou «, 5 ety

b)

sont des complexes avec o # 3.

Démonstration.
Deux cas se présentent.

e Si M admet deux valeurs propres distinctes « et [ alors, étant carrée d’ordre 2, elle est

diagonalisable.

Dans ce cas, M est semblable & <g g)

e Si M admet une seule valeur propre « alors deux nouveaux cas se présentent.

x soit M est diagonalisable et dans ce cas c’est une matrice scalaire, c¢’est-a-dire de la forme
« - Is. En particulier, elle est semblable a elle-méme.

x soit M n’est pas diagonalisable et dans ce cas elle est quand méme trigonalisable et donc

semblable a <(g Z) avec v # 0 (pour ne pas retomber dans le cas précédent).

Dans ces deux cas, M est semblable & une matrice de la forme <(g Z)

(avec vy éventuellement nul).

En déduire que toute matrice de .#2(C) est semblable & une matrice de Toeplitz.

Démonstration.
Soit M € #5(C). D’aprés la question précédente, deux cas se présentent

e Si M est semblable & un matrice de la forme (g l) alors M est bien semblable & une matrice
de Toeplitz puisque (g l) =T(0,a,7).

e Sinon, M est semblable & un matrice de la forme ((O; 2)

On a vu en question 13.b) que toute matrice T'(c, a,b) = (Ccl Z) telle que be # 0 est semblable

a la matrice définie par :

z1 0 1 1 1 1
= — (be) 2 t =a— = (bc)?2
<0 @) avec 21 a+2 (c) e Zo=a 5 (c)
a+f . .
Notons alorsa:T,b:c:a—B, on obtient que T'(c, a, b) est semblable a :
1 1 1 1
21 = a+5 (be)? 2 = a—5 (be)?
_ atB 1 2\ 5 _ a8 1 2\3
(Zl O) avec = S+ (@=p2)2 = 455 ((@=p)?)?
” = P +3(@=p) = -3 -p)
= (8} = ﬁ
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a 0
La relation de similitude étant symétrique, cela démontre que la matrice ( ) est semblable

a la matrice de Toeplitz T'(«w — 3, O‘TJ“B, a—f).

Dans ce cas, M est semblable & une matrice diagonale qui est elle-méme
semblable & T'(a — 3, #, a — f3) et par transitivité de la relation de similitude,
M est semblable & T'(a — 3, O‘;—ﬁ, a— ). 0

Partie 2 - Un cas particulier : les matrices tridiagonales

Une matrice tridiagonale est une matrice de Toeplitz de type T'(0,...,0,t_1,%o,¢1,0,...,0), c’est-a-
dire une matrice de la forme :

a b (0)

Ap(a,be)y=| ¢ ¢
b
(0) c a

ou (a,b,c) sont des complexes.

On fixe (a,b,c) trois nombres complexes tels que be # 0. On se propose de chercher les éléments
propres de A, (a,b,c).

x1
Soit A € C une valeur propre de A,(a,b,c) et X = [ : | € #,,1(C) un vecteur propre associé.
Tn
15. Montrer que si l'on pose zg = 0 et 2,11 = 0, alors (z1,...,x,) sont les termes de rang variant de 1

a n d’une suite (zx)gen vérifiant xg =0, z,4+1 =0 et :
Vk €N, bxgio+ (a — N)zgy1 +cxp =0

16. Rappeler lexpression du terme général de la suite (x)ren en fonction des solutions de I’équation :
bz’ 4+ (a— Nz +c¢=0 (1)

17. A Daide des conditions imposées & xg et , 41, montrer que (1) admet deux solutions distinctes 7y
et ro.

18. Montrer que 71 et r9 sont non nuls et que n appartient & U,,11, ensemble des racines (n + 1)-émes
de T'unité. "

19. En utilisant I’équation (1) satisfaite par r1 et ro, déterminer rirs et ri + ra.

En déduire qu’il existe un entier £ € [1,n] et un nombre complexe p vérifiant p? = be tels que :

I
A= 2 2
a+ pcos<n+1> (2)

k k
20. En déduire qu'il existe a € C tel que, pour tout k dans [0,n + 1], xp = 2i ag—k sin ( +7T1>.
n

21. Conclure que A,(a,b,c) est diagonalisable et donner ses valeurs propres.
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