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DS4 (/91)

EXERCICE 1 (/17)

-4 2 =2
Onnote: A=|-6 4 —6].
-1 1 -3
1. a) Déterminer les valeurs propres de A.

« 1 pt : début de calcul convenable de x4(X) = det (XI3 — A)

. X422 —ex—12
« Ipt:xalX)=—y 5 (X2+7X+10)‘

e 1pt:xa(X)=(X+22(X-1)
b) Déterminer les sous-espaces propres associés.

e 3 pts:

X
x 1pt:U= (y) €E 5(A) & 22+2y—22=0

z

1 -1
x 1 pt : E_Q(A) = Vect (1), (0)
0 1

1 -1
x 1pt:F= (1), ( 0 ) est libre et génératrice et donc une base de E_5(A)
0 1

e 3 pts:

T
-5z —-10z
xlth—(z)EEl(A)@{ y = 6~

2
x 1 pt: Ei(A) = Vect (6)
1

2
x 1 pt:F= (6) est libre et génératrice et donc une base de E;(A)
1

c¢) En déduire que A est diagonalisable et exhiber une matrice P € GL3(R) et une matrice diagonale
D e #5(R) telles que :
A=prPDp!

e 1 pt : dim (E_5(A4)) + dim (E1(A)) =2+ 1 =3 =dim (45, (R)) donc A diagonalisable

1 -1 2
e 1 pt: P= (1 0 6) (concaténation des vecteurs propres des bases déterminées
0 1 1

-2 0 0
précédemment) et D= | 0 -2 0
0 0 1
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2. On considére trois suites réelles (up)nen, (Un)nen €t (wp)nen telles que :

Upt1 = —4du, + 2v, — 2w,
Vn € N, Upt1 = —b6u, + 4v, — 6w,
Wptl = —Up + v, — 3w,

Unp, Qn
Pour tout n € N, on note : X, = (vn) etY, =P 'X,= (/B’VL)

Wn Tn
a) Pour tout n € N, exprimer Y,, en fonction de «g, 8o, Yo €t n.
o 1 pt : par récurrence ¥n € N, X,, = A™ X,.
elpt:X,=A" Xo=(PxDxP1)" Xog=PxD"x P X

(—2)" a0
elpt:Y, =P 1 X, =D"xP 1 Xg=1|(-2)"5
70

b) A quelle condition sur (ug, v, wo) les suites (tn)nen, (Vn)nen et (Wn)nen convergent-elles simul-

tanément ? Expliciter alors ces suites.
(—=2)" ao—(—2)" Bo+2
e 1pt: X, = (=2)" a0 +6
(=2)" Bo+

Ainsi:u,=a0 (=2)" =B (=2)"+2v;3v=a0 (—2)"+6 3w, =B (—2)" +7

e 1 pt : comme (( - 2)n)n€N est divergente, (v,) est convergente < oy =0
« 0 pt : de méme, (w,) est convergente < [y =0

e 1 pt:danscecas:VneN, u, =2 vy, v,=6 7 et w, =

EXERCICE 2 (/ 20)

Pour tout n € N, on note :
fo iz e TV

+oo
et on note f:x— > fn(z) la somme de la série de fonctions ) fy.
n=0
3. Déterminer I’ensemble de définition D de f.
e« 1 pt:caszy=0, > 1 diverge grossiérement
e« 1 pt:casxy<0,)> fu(zo) diverge grossiérement

e« 2 pts:caszyg>0
1
x 1pt:e0xvVn — (O ( >

n——+oo n2

x 1 pt : critére des SATP écrit correctement

4. Démontrer que f est continue sur D.

« 1 pt: | Caractére ¢° |pour tout n e N, la fonction f, est de classe €° sur [

« 3 pts: Convergence uniforme (par convergence normale sur tout segment)

x 1 pt: ‘e‘”ﬁﬁ = e V" < e V" pour tout x € [a, D]
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«x 1pt:0 < |fulloofap < €70V

x 1 pt : par critére de comparaison des SATP, la série ) |[|fu, 4, €St convergente

5. Calculer la limite de f en +oc.

o« 2 pts : | Existence d’une limite finie
x 1 pt : 60 =1
x1pt:sin>1,0,=0

o« 2 pts: Convergence uniforme (par convergence normale)

1pt:0 < [[fullooiroo < €V

x 1 pt : par critére de comparaison des SATP, la série ) || fu|loo 1,400 €St cOnvergente

X

+oo +o0
6. Démontrer que, pour tout x € D : / e TVE gt < flx) < 1+ / eV gt
0 0

« 1 pt : pour tout k € N et tout t € [k, k + 1], et Vk > ema vVt L gmaVEH]

n+1 n+1 n
e 1 pt: > ek </ e "Vl dt < > ez Vk (somme FINIE)
k=1 0 k=0

—+00 n —+o00
o« 1 pt : ’intégrale / e "Vl gt est convergente donc / — /
0 0 0

n—-4o0o

n+1 +o00
e 1 pt: lim <Z e_”“/E> => ek = f(z) par CV de la série numérique > f,(x)
k=1 k=0

n—-+o00

7. En déduire un équivalent de f au voisinage de 0.
—+oco —+oco 2
.2pts:/ ez‘/gdt—Z/ ue*“‘du:ﬁparIPP
0 0 €

2
f(Qx) < ¥
2 2

o« 1 pt : théoréme d’encadrement écrit correctement

e 1pt:1 <

PROBLEME

« Dans tout le probléme, I désigne l'intervalle ]0, 4+o0].

A. Une intégrale a paramétre

o Pour tout x € R on pose, sous réserve d’existence :

F “+o00 efu d K 400 efud
— e — t — -
@=) Viuro ™ /0 va

e—’LL

Ja

+o00
« 1 pt : ¢ est continue sur |0, +oo[. Ainsi, I’intégrale / ¥ (u) du est impropre a la fois
0

8. Démontrer que ¥ : u — est intégrable sur I.

en 0 et en +0

1
o 1 pt: (u) ~ T et th comparaison intégrales généralisées
u—0 4,5

1
e I pt:oy(u) o () et th comparaison intégrales généralisées

u—+00 \/a
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9. Déterminer les valeurs de = pour lesquelles F'(x) est définie.

e—u

« 2 pts : Soit 25 € R. La fonction :u— —— est continue sur
P 0 Fao Vu(u+ x0)

x 0 pt :]0,+o0] sizg >0

x 2 pts :]0,z0] U Jzg, +00[ si zg < 0.

De plus : lim f,,(u) = o0 et ainsi f, n’est pas continue par morceaux sur |0, +oo|
uU—xQ
e lpt:Casouax=0
1
fz(u) ~ — et donc non intégrable en 0
u—0 u§
e 2 pts : Cas ou « > 0 : intégrable en 0 et en 400

10. Montrer que la fonction F est de classe ! sur I et exprimer F'(x) sous forme intégrale.

—Uu

e
e 2 pts : Caractére ¢! - étude « e » our tout u > 0 cx— ——— — est de
P r r u nx pour tout u ,iu x OO
classe ¢!
De plus : f/(z) = e’ -1
PHS = Ju Vu (u+z)?
e 3 pts : | Intégrabilité (par domination) - étude « en t »

x 1 pt : intégrabilité sans forcément dominer - pour tout z € R, u — ﬁo)(u) est
intégrable sur |0, +oco] d’aprés la question précédente

x 2 pts : intégrabilité par domination sur tout segment
pour tout z € R, u — ﬁ})(aﬁ) est continue (par morceaux) sur ]0,+oo|

(1) ‘ < e v _ 1
Vz € [a,b], Vu €]0,+o0, | fH(z)| < PER AR »(u)
1
11. En déduire que pour tout z € I, z F'(x) — <x — 2) F(z)=-K.

e 3 pts:
x 1 pt : sous réserve de convergence, par IPP

+oo
9 —u +oo ) —u +oo 9 —u
C1pt: Fla) = | 2t +/ ﬁedu+/ 2Vue ™
rtu | 0 T+u 0 (z + u)?

oo et oo ue ¥
= ——du+2 ——du
0 \/a(iﬁ‘i‘u) 0 \/ﬂ(:L‘—Fu)Q

x 1 pt : le crochet vaut 0 4 convergence

« 1PtSg  9pF(z) + F(z) — 20F (2)

400 e U +o00 2ue 400 e U 400 e U
= 2 —du — 2z ——du+ ——du — 2z ——du
0 Vu 0 Vu (x + u) 0 Vu (z +u) 0 Vu (x +u)?
= mise sous méme dénominateur
= F(x)

12. Pour tout z € I, on pose G(z) = \/re " F(x).

T e—t
Montrer qu’il existe une constante réelle C' telle que pour tout z € I : G(z) = C — K / % dt.
0

o« 1 pt : G est dérivable sur [ par produit de fonctions qui le sont
—X

e 1pt:G'(x)=-K 67 d’aprés la question précédente
x
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e1lpt: H:x— / dt est la primitive qui s’annule en 0 donc de dérivée z — N
x

e Opt:G' =—-KH donc G et —K H sont égales a une constante prés

13. Déterminer les limites de G en 0 et +oo, et en déduire la valeur de K.

oo Vi
elpt: lim Gx)=C-K / ; dt = C — K? d’aprés la question précédente
0

T—-+00

1
e l1pt: F(x) < — Kdonc lim F(z)=0et lim G(z)=0
x

T—r+400 T—r+00

« 1 pt: lim G(z) = C d’aprés la question précédente

+0o0
« 4 pts : Limite en 0 en exploitant ’expression G(z) = ~— / _—
0

x 1 pt : changement de variable affine | v =zt |alors :

+oo —xt ¢ +oo —xt It
ViR = [ Se A [T e A
0 Vat(xt + x) 0 V(1 +t)

x 1 pt: Existence d’une limite finie - étude « en = »

et la fonction t — ———— est continue par morceaux sur [

VE(L+1)

x 2 pts : | Intégrabilité (par domination) - étude « en ¢ »

ext

Vil +1t)
e ‘ 1

V(1L +1) VE(L+t)

pour tout x € Ry, t —

Vo € Ry, Vit €]0, +o0],

B. Etude de deux séries de fonctions
« Dans toute cette partie, on définit les fonctions :
—+o00 e —nx

from 3 O

14. Montrer que f et g sont définies et continues sur I.

e Tt dt 1

25 VEHL 1) VE(+1)

est est continue (par morceaux) sur |0, 4oo|

+oo
et g:x—= > J/ne ™
n=0

—nx

e 1 pt: Caractére ¢° | pour tout n € N, la fonction f, : z — e\f est de classe ¢
sur [ !
« 3 pts: | Convergence uniforme (par convergence normale sur tout segment [a,b])
e T e e "¢
x 1 pt: NG = Tn < NG pour tout z € [a, b]

e—na

vn

x 1pt:0 < [falloojan <

x 1 pt : par critére de comparaison des SATP, la série ) |[|fu, 4, €st convergente

o 1 pt : on agit de la méme maniére pour g




PSI 07 DECEMBRE 2024
Mathématiques

15.

16.

17.

18.

“+oo

Montrer que pour tout x € I :

—ux +oo —ux
¢ du < f(x) < / ¢ du.
0

B

1
En déduire un équivalent de f en 0.

L ot ) [k " 1] e (ktl)z _ e Uz _ e ka
o tSs1u € |k, K+ < <
P Y/ Vau NG
donc ef(kJrl):r B k+1 ef(kJrl)x i /k—H e Uz du < /k—i—l e k= du— e kz
VE+L Jo  VE+1 ko Vu SV vk

N42 esz N+1 e uz N+1 eka
elpt: Y < / du << > )
0 Vu =0 Vk

N+2 e—kz N-+1 e Uz N+1 e—kzx
et ( < >
1

PO Vi S X

o 1 pt : passage a la limite pour obtenir le résultat
. 1pt:onpose

N+1
« 1 pt : par encadrement lim /z f(z) :/

e—U

NG

dv = /7 vu précédemment

no1
Montrer que la suite <Z — =2 \/ﬁ> converge.
k=1 Vk n=1

« 1 pt : la suite est décroissante (calcul 4+ mise au méme dénominateur)
no1 o

elpt: > —2> / — dt=2Vn+1-2V1 par comparaison série-intégrale
= Ve N Vit

o 1 pt : ainsi la suite est minorée par —2

noo1

Démontrer que pour tout z > 0, la série > (Z k:) e~ "™ converge et exprimer sa somme h(x)
n>1l \k=1

en fonction de f(z) pour tout x € I.

« 1 pt:
« 1 pt:
o].pt:

En déduire un équivalent de h en 0.

NG

~ .
z—0 2 x3/2

Montrer alors : g(z)
o 1 pt H

o].pt:
« 1 pt:

C. Séries de fonctions associées a des ensembles d’entiers

« A tout ensemble A C N on associe la suite (a,) définie par :

o Soit I4 l'ensemble des réels = > 0 pour lesquels la série > a, e~

1 sin€e A
an =

0 sinon

"* converge.

n=0
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+oo
e On pose fa(x) = > a, e ™ pour tout z € I4.
n=0

« Enfin, sous réserve d’existence, on pose ®(A) = lir% xfa(x) et on note S 'ensemble des parties
T—
A C N pour lesquelles ®(A) existe.
19. Quel est I’ensemble I, si A est fini?
Si A est infini, montrer que l'on peut extraire une suite (b,) de la suite (a,) telle que pour tout
n € N, b, = 1. Déterminer I, dans ce cas.
« 1 pt:si A est fini, la suite (a,) est nulle sauf pour un nombre fini de coefficients
égaux a1
e 1 pt:danscecas Iy =R,
e 3 pts:
x 1 pt : si A est infini, on sélectionne les éléments de (a,) qui sont non nulles. Cela
forme une suite extraite de (a,) constante égale a 1

x 1 pt:sixz=0, lasérie ) a, est (G)DV

N N 1
x 1pt:siz>0, > a,e "< ) e""=_—— etdoncl, =R}
n=0 n=0 1—e™®

20. Soit A € S et (ay) la suite associée. Pour tout entier naturel n, on note A(n) 'ensemble des éléments

de A qui sont < n. Vérifier que pour tout = > 0 la série Y Card(A(n)) e converge et :
n=0

%O Card(A(n)) e ™ = fa(z)

=0 1—e*
« 1 pt:
« 1 pt:
« 1pt:
« Dans la question suivante, A = A; désigne ’ensemble des carrés d’entiers naturels non nuls.

fAl( )

—x

+
= Z |v/n] e ou |-| désigne la partie entiére.

En déduire un encadrement de Z Vne "t — 1fA1( )z ,
n=0 €

Prouver alors que A; € S et donner ®(A;).
« 1 pt:
« 1 pt:
« 1 pt:

21. Montrer que si z > 0,

puis un équivalent de fa, en 0.

« Dans la question suivante, A = Ay désigne I’ensemble constitués des entiers qui sont la sommes des
carrés de deux entiers naturels non nuls.

o On admet que Ay appartient a S, et on désire majorer ®(As).

« Soit v(n) le nombre de couple d’entiers naturels non nuls (p, q) pour lesquels n = p? + ¢2.

22. Montrer que pour tout réel x > 0, la série Y v(n)e ™" converge et établir :

n=0
+oo 9
ngo v(n) e = (fa, ()

Montrer alors que pour tout 2 > 0 : fa,(z) < (fa,(z))?. En déduire un majorant de ®(As).
« 1 pt:
« 1 pt:
« 1 pt:
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D. Etude de deux séries de fonctions

e Soit (ap)n>0 une suite de nombres réels positifs tels que pour tout réel > 0, la série > a,e™™*

n=0
converge.

« On suppose :

+oo
lim (m > anem> =/ € (0,400
n=0

z—0

On note F l'espace vectoriel des fonctions de [0,1] dans R, E le sous-espace de F' des fonctions
continues par morceaux et Ey le sous-espace de E des fonctions continues sur [0, 1].

o On munit F de la norme || - || définie par la formule ||¢||c = sup [¥(t)].

)

« Si®Y € E, on note L(v) Papplication qui & z > 0 associe
+o0 _ _
(L(¥))(z) = ZO I C
n—=

23. Montrer que L(1)) est bien définie pour tout ¢ € E et que 'application L est une application linéaire
de E dans F.

Vérifier que pour tous 91, ¥ dans E7, ¥ < 1y entraine L(v1) < L(12).
o 1 pt: |ane™™Y(e™™)| < ||Y]|ocane™™ et > ane ™ convergente par hypothése
e 2 pts : linéarité

o On note E; I'ensemble des ¢ € E pour lesquels lir% z(L(¢))(x) existe et si ¢ € Ey, on pose :
r—

AY) = lim z(L(y))(x)

z—0

24. Vérifier que F est un sous espace vectoriel de FE et que 'application A est une forme linéaire
continue de (E1, || ||oo)-

olpt:
« 1 pt:
« 1 pt:

25. Montrer que pour tout p € N, e, : t € [0,1] — t¥ appartient & E; et calculer A(ep).
En déduire que Ey C E; et calculer A(¢)) pour tout ¥ € Ey.

o 1 pt H
o1 pt H
o 1 pt H
« Pour tous a ,b € [0, 1] tel que a < b, on note Ly : [0,1] — {0, 1} la fonction définie par
1 siz€la,b
Lo p(z) = ,
0 sinon
« Soit a €]0,1] et € € |0, min(a, 1 — a)[. On note :
1 siz € [0,a— €]

a—2x
g— 1T —

six € la—e,af

0 six € [a,l1]
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et
1 six €10,a]
ate—x )
gr:T— S ———— six€a,a+e|
5
0 siz € la+e,1]

26. a) Vérifier que g_ et g appartiennent & Fy et calculer A(g_) et A(gy).

o 1 pt H
o1 pt .
e« 1pt:

b) Montrer alors que 1, € F1 et calculer A(1jg ).
e« 1pt:
e« 1pt:
o1 pt H

¢) En déduire que Fy = E et donner A(¢) pour tout ¢ € E.
o1 pt :
o 1 pt .
o1 pt :




