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DS7

EXERCICE 1
1.1 - Généralités

Pour tout couple (P,Q) € R,,[X]?, on note : (P|Q) = /+OO Pt)Q(t)e " dt
0

1. Justifier que l'intégrale définissant (P | Q) est convergente.

+oo
e 1pt:t+— P(t)Q(t) et est continue sur I’intervalle [0, +o00| donc I’intégrale / Pt)Q(t)e " dt
0
est impropre seulement en +oo.

«1pt:|PH)QMHet|= o (ef%t)

t—+oo
o« 1 pt : théoréme de négligeabilité des intégrales généralisées de fonctions continues
positives écrit correctement

2. Montrer que Uapplication (- |-) : R, [X] x R,[X] — R est un produit scalaire.
« 1 pt : application (-, ) est symétrique et linéaire a droite
« 1 pt : par croissance de 'intégrale, les bornes étant dans ’ordre croissant (0 < 1) :
(P, P) = /m (Pt) et dt > 0
« 2 pts: ’

x 1pt:t— (P(t) )2 e~ ! est : continue sur [0, +oo[, positive sur [0, +oc[, d’intégrale nulle
sur [0, 4oo[ donc est nulle sur [0, 4o00[

x 1 pt : ainsi V¢ € [0, +oo[, P(t) = 0 donc P admet une infinté de racines et P = Op(x]

1.2 - Calcul d’un produit scalaire
R +o0o +o0
3. Soit k € [1,n]. A l'aide d’une intégration par parties, établir : / tFe t dt = k:/ tF=Let dt
0 0

o 1 pt : IPP sous réserve de convergence
+oo 400 +oo
.1pt:/ tke_tdt:—[tke_t} + k/ th=1 et qt
0 0 0
-1pt:[tke_t]+ :( lim tke_t>—0><e_0 =0
0 t——+o0

4. Conclure que (X*|1) = k! pour tout entier k € [0, n].

« 1 pt : Initialisation <X0 \ 1> = /+<>0 e 'dt=1et 0 =1 (0 pt si erreur de logique)
. 2 pts : Héreédité (X" 1) = (k:0+ 1) (XF|1)=(k+1) k! = (k+1)!
On considére « définie sur R, [X] par : VP € R, [X], a(P)=XP"+ (1 - X )P’
I1.1 - Propriétés de ’application «
5. Montrer que « est un endomorphisme de R, [X].
o« 1 pt : o est linéaire

e 1 pt : deg (a(P)) =deg (X P"+(1-X)P') < max(deg (X P"),deg ((1 —X)P’))

e 1pt:...=max (1—|—deg (P"),1+ deg (P”)) < n car deg(P')<n—1et deg(P") <n-—2
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6. Ecrire la matrice de a dans la base (1, X,..., X").
+ 1pt ¢ (0(Q0) (X) = X Q4X) + (1 - X)Qh(X) =
« 1pt: (a(@))(X) = X QI(X) + (1= X) Q(X) =1 =X = Qo(X) = Qs(X) = (Qo— Q1 )(X)
. 1pt: ( ©)(X) = X QUX) + (1= X) Q4(X) = X (k(k—1) X*2) +(1-X) (kx+1)
elpt:...=k(k—1) Xk 14 Exh1_ ka:(ka,l—ka)(X)

7. En déduire que « est diagonalisable et que Sp(a) = {—k | k € [0,n]}.

X -1 0 0
0 X+1 —4 :
e 1 pt:xo(X)=xa(X)=] : . X 4+2 . 0 |[=XX+1)...(X+n)
: . R,
0 0 X+n

o 1 pt : comme Y, est scindé a racines simples, o est diagonalisable
« 1 pt:Sp(a)=Sp(M)={—k|ke[0,n]}
I1.2 - Vecteurs propres de ’application «
On fixe un entier k € [0, n].
8. Quelle est la dimension de Ker (a + k‘ian[X}) ?

e 2pts: 1 < dim(E_g(a)) < m_p(a) = 1

9. En déduire qu'il existe un unique polynoéme Py € R, [X], de coefficient dominant égal & 1, vérifiant
« (Pk> = —kPk.
« 1 pt : comme dim (Ker (a + kian[X])) = 1, il existe un polynéme R; € R,[X]| non nul
tel que Ker (a + kian[X}) = Vect (Ry)
1
e 1 pt:...=Vect ( . Rk> ol ¢y (> 0) le coefficient dominant de R,
Cm.k

10. Justifier que Py est de degré k.

e« 1pt: a(Pk) =al| > ap- X = akyj-oz(X]) => a;w--oz(X]) => akvj-(jQXJ_lfj X]>
J=0 j=0 j=1 j=1
m—1 )
elpt:...=—-m X" + > (—jar;+(G+1)%ar+1) XJ + ara
j=1
m ) m—1 .
elpt:iora(P)=-k-P=-k Y ar; X?=—k X" + > (—kay,;) X
7=0 7=0
« 1 pt : par unicité de la décomposition dans la base (1, X,..., X"), les deux décompo-
sitions de a(Py) permettent de conclure, en particulier : —m = —k et donc m =k

11. Déterminer Py et P;. Vérifier que P, = X2 —4X +2.

o 1 pt : Py est un polyndéme unitaire de degré 0 (c’est-a-dire constant), donc Py =1
« 2 pts:
x 1 pt : P, unitaire de degré 1, donc il existe a € R tel que : P;(X)=1-X+a-1
x1pt:aP)=a(l-X+a-1)=1-a(X) + a-a(l) =1-a(X) + a-Og,x)=(=1)- (X =1)
e 1pt:a(X?—4X+2)=a(X?) — 4-a(X) + 2-aff) =4X —2X? — 4. (1-X)
= —2X?+8X —4=-2 (X?-4X +2)
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I1.3 - Orthogonalité de la famille (P,..., P,)
On fixe un couple (P, Q) € R, [X]%.

12.

13.

14.

“+oo
Montrer que (a(P) | Q) = —/0 tP'(t) Q' (t)e " dt.

+o00

+o0 Foo
e 1pt: {(a(P)|Q) :/0 tP"(t)Q(t)e™" dt+/0 Pt)Q(t) e dt—/ tP'(t)Q(t) e " dt

0
e 2 pts :

—+oo

o et per iR /0+Oo (tP()QM) x (™) di=[tP(HQW) (~e™) ],
_/0+°° (Pl(t)Q(t) + tP'() Q) + tP'(t) Q’(t)) < (—e ) dt

< 1pt: [tP(BQM) (—e )] = —( (lim tP' &) — 0x P'(0) Q(0) e~ ) =0
En déduire que (a(P) | Q) = (P |a(Q)).
« 1 pt: (af / tP'(t)Q (t)e " dt = —/0+OO tQ'(t)P'(t)e " dt
e 1pt:...=(a(Q)|P)=(P|aQ))

Montrer que (Pp, ..., Pn) est une base orthogonale de R,,[X].

On pourra utiliser les questions 9 et 15.

« 1pt: (a(B)[F;) = ((—i) - Pi| Pj) = —i (P Fj)

+ 0 pt : de méme (P;|a(F;)) = (P |(=j) - ;) = —j (Fi| P))

e 1 pt:comme —j (P|P;) = —i (P;|Pj) et i j, (P;|P;)=0

e 1 pt: F=(P,...,P,) est libre car elle est orthogonale et constituée uniquement de
vecteurs non nuls

« 1 pt : F de cardinal Card (F) = n+ 1 = dim (R,[X])

EXERCICE 2

Partie I - Un exemple en dimension 2

15.

16.

Soit ¢ un réel et soit A = <—0t (t)

). Déterminer les valeurs propres complexes de A.

e 1 pt:xa(X) = det(XIh—A) = ‘X t‘

= X242 = (X —it) (X +it)
Calculer R = (Ig + A) (I2 — A)fl et montrer que R est une matrice du groupe spécial orthogonal.
1 1t 1 1t
pt : (12 ) det(lo — A) (t 1) 1+12 (t 1)

_ 1 —t 1 1 ¢t 1 1—t2 2t
clpt:R = (h+A)(L-A)7" = (t 1>X<1+t2 (—t 1)) T o1t (—2t 1—152)

1 (1 —12)2 4 442 0 1 (1+1t%)? 0
.t — — _
o 1 pt :'Rx R= (1—|—t2)2 < 0 (1—t2)2—|—4t2) - (1—|—t2)2 ( 0 (1+t2)2> —IQ
1 11—t 2t 1 1
e« 1 pt: —_ =— (1= +4) = ——— (1+t?)2 =1
ptidet(R) = qmm | o 1-p|~ @rep (7O = o FF)
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cos(f) —sin(h)

17. Pour tout réel # € R\ 7w Z, on note Ry = (sin(G) cos(8)

). Caleuler M = (I, + Rg) ™" (I2 — Ro).

o 1 pt : det(ls + Ry) =2+ 2 cos(f). Comme 6 ¢ 7Z, alors : cos(f) # —1

. 1 pcos(d)  sin(8)
e 1pt: (la+Ry) " = 9 (1 —|—cos(9)) ( —sin(f) 1+C05(9)>

s _ . 1 1+cos(f)  sin(6) 1—cos(f)  sin(6) .
« 1pt: M = (L+Ry)"' (I—Ry) = 2(1+ cos(0)) < —sin(0) 1 +cos(9)) X( — sin(6) 1008(9)> a
1 1-— (005(9))2 - (sin(@))2 2 sin(0) _ 1 ( 0 sin(9)>
2 (1 + cos(0)) —2 sin(0) (sin(@))2 +1- (cos(@))2 1+ cos(f) \—sin(d) 0

Partie II - Matrices antisymétriques et matrices orthogonales

Dans ce qui suit, n désigne un entier strictement positif.

18. Soient B et C' deux matrices de .4, (R).
Montrer que si C est inversible et BC = CB, alors BC~' = C~'B.
e 1 pt: xC~! a droite
« 1 pt: xC~! a gauche
19. Soit A € #,,(R) une matrice antisymétrique. Soit A une valeur propre complexe de A et X € C"\{0}

un vecteur propre associé. En calculant de deux facons :*(AX)X, montrer que X\ est un complexe
imaginaire pur (éventuellement nul).

¢ 2pts : HAX)X =X Y |zi)?
i=1

x 1pt:{(AX)X = ¥\ X)X car X est un vecteur propre de A associé a \

1
_ _ T3 n
x Ipt : HAX) X =X XX =X (21 20 - zp) x| | =X |zl
: =1
Tn

e 3pts: H{AX)X = -\ Y |y)?
i=1

« 1pt: HAX)X ='XTAX =X (~A)X

« 1pt:A=Acar Ac #,(R) et AX = AX
x 1pt:enfin AX =X-X=X-X

20. Déduire de la question précédente que si A est antisymétrique réelle, alors I,, + A est inversible et :
-1 -1
(In—A) (In+A)  =I.+A)  (In—A4)

Montrer que R = (In + A)_1 (In — A) est une matrice orthogonale.

o« 1 pt:Sp(A) C iR donc —1 n’est pas une valeur propre de A donc A + I,, est inversible
« 1 pt : on applique 184 C=1,+ A et B=1, — A (qui commutent)
« 2 pts:
« 1pt:tRxR=",—A)x t((1n+A)—1) w (I + A)~1 x (I, — A)
=1, A)x (t(1n+A))_l X (In+A)"tx (I, = A) = (In+A) x (I,— A) " x (I, +A) " x (I, — A)
x 1pt:o-=U+A)x (I, —A) P x (I, —A) x (I, +A) =, +A) x I, x (I, + A)~!
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21. Calculer le déterminant de R.
det (In - A)

e 1pt = det(R) = det ( (I +A)" ) x det (I, — A) = det (1 A)

det (*(I, +A) )

PR i L2/
e 1pt: det([n—i—A) puisque 'A A
c1p: detlntA)

det([n+A)

22. Soit R une matrice orthogonale telle que I, + R soit inversible.
Démontrer que la matrice A = (In + R)f1 (In - R) est antisymétrique.

e 1pt:'A="1I,—R)x t((In + R)—l) = (‘I —'R) x <(t1n + tR))il

e 1ot (LR x (L+ R (1R Y)x ((R+1,) ><R*1>_1 = (L-R ) x(R)

(R+1,)"
elpt:-=(I,—RYXxRx (R+1L) ' '=(R-I)x (R+1,) ' ==, +R) " x (I, - R)
EXERCICE 3
oo 1
IT existe de nombreuses méthodes pour déterminer la valeur de > —.
n=1T
On propose ici d’en présenter une.
23. Question préliminaire
S q +oo 1 2 | +o0 1 )
i on admet que — = = —, que vaut la somme —
4 ngo (277’ + 1)2 8 a ) ngl n?

DT Y
o 1 pt H — = — +

n=1 n? n=1 n? n=1 n?

too 1 4 £ 1 4 72 72
. ]_ t . _—= = _ = - — = —

P ngl n? 3 n=0 (2’1’L+ 1)2 3 8 6
24. Donner sur lintervalle | — 1, 1[ le développement en série entiére de la fonction x +— PURRER puis
1
1
calculer l'intégrale / ﬁ dx.
0o I°— 1
On donnera le résultat sous la forme de la somme d’une série numérique.
1 oo
elpt:Voe |11, — = > 2%
x? -1 k=0

« 1 pt : | Existence d’une limite finie - étude « en n »

x 1 pt : pour tout zy € ]0,1[, > (20%?)" ACV donc la série 3 f, CS sur |0, 1]

+oo ]
x 0 pt : la fonction S: 2z — > 22 In(z) = g(x)l est continue (par morceaux) sur |0, 1]
k=0 =
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o 2 pts : | Intégrabilité - étude «en ¢ »

x 1 pt: fo:t+— In(t) est intégrable sur ]0,1]

1
x 1 pt:sin>0,f,:tr t? In(t) est continue sur ]0,1] et lintégrale / fn(t) est
0

faussement impropre

« 2 pts : | Hypothése spécifique

X

1 1 1
1 1
1 pt : IPP | dt = — 27 In(t) dt = 2 dt= ——
pt = par /0 [ fa®)] /0 n(t) 2n +1 /0 (2n +1)2
1 1 11

< 1 pt : — CV - o~
PE: 2 e OV T e L a2
L In(x) L /4o too 1 +o0 1
« 0 pt: dr = — 2k dr =-S5 ——  — -
P /0 21 /0 <k§0x n(m)) ! ngo (2n+1)2 n;(] (2n 4 1)2
oo t t
25. On pose pour z € [0,4o00], f(x) = / W dt.
0

Démontrer que la fonction f est bien définie et est continue sur U'intervalle [0, +oo].

« 1 pt: | Caractére ¢ - étude « en z »

arctan(t x)

pour tout ¢ €]0, +oco[, la fonction h,; :  — est €V sur [0, +oo]

1+¢t2
e 2 pts : | Intégrabilité (par domination) - étude « en t »
t t
x 1 pt : pour tout x € [0, +ool, t — 78“1 j_ng ) est Cpm sur |0, +oo]
arctan(zt) |arctan(xt)|  |arctan(zt) | |
x 1 pt: = = < =
1+ t2 1T+ %] 142 2 1+12
x Opt:p:t— g e est intégrable sur |0, +oo]
26. Etablir que cette fonction f est de classe €' sur l'intervalle ]0,1] et exprimer f/(z) comme une

intégrale.
« 1 pt: | Caractére ¢! - étude « en z »

1
x 1 pt : pour tout ¢ €]0,+o00[, by : z — () arctan(tr) est €' sur [0, +o0l.

+ 12
1 1 1 1 t 1

0 pt: hi(x) = t = t =
< 0 pt: Iu(z) 1+t2 L+@@? 1+ t2 L+@@2 1+t2 1+ t2a2

« 3 pts : | Intégrabilité (par domination) - étude « en ¢ »

x 1 pt : pour tout z € [0, +o0[, t — h(z,t) est intégrable sur |0, +oc[ d’aprés la question
précédente
t 1
1+ 1422t

ot 1 _ ot 1
Tl 2 142242 S 1442 1+ a2¢2

x 1pt:six€[a,+oo[ett>():‘

t 1 1
x 1pt:y:t— 52 1120 est intégrable en 0 et en +oo (car ¢(t) = t_}CJ)roo <t3>)

t 1
1+¢2 1+ 22¢2

« 0 pt:Vzel0,+oof, fl(z) = /+OO h(z) dt = /+OO
0 0
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t 2t
1+42 14 t222

27. Réduire au méme dénominateur I’expression et en déduire que pour tout = € ]0, 1],

) =
t a?t t(1—a?)

T 1422 T (142) (1+222)

Lot /B t 1 " L 1+ B? L1 (1
° . = - n — ——  |]n _
PP, 112 112262 21-22 "\1122B2) Bt 2 122 "\ 22

1t-f’(a:)—/+oo ! L= lim /B t L oa)=1 1 (—2In(x))
© P ) T+ 1+222 7 Boteo \Jy T+ 142262 2 1—2a?

+oo ]
28. Calculer f(1), puis en déduire la valeur de ) —.
n=1M

o].pt

1 too
+oo (‘arctan(t) )

arctan(t 2 1 1
1pt: f(1)= /0 o dt = [ (2()) ] — §(t£+moo (arctan(t))Q) =3

1pt : f() ~ f(0) = / " di— / e

—+00 t 0 +0o0
.1pt:f(0):/0 ar”‘n()dtz/o 0dt = 0

dt

14 ¢2
) - - T In(t) (' In(t) Tt 1

- Lpt: f(1)=lim flx) = lim (/0 21 ‘“) —/0 71 %= X Gty
EXERCICE 4
Partie I - Calcul des probabilités

29. Calculer les nombres p,,, g, et r, pour n =0 et n = 1.
e 1pt:py=P(4) =P(Q) =1et go=P(By) =P(2) = 0, 79=P(Co) =P(2) =0
1
« 1 pt:p :]P)(Al) :]P)(Al N Ao) :P(A1|A0) XP(A()) = 5 x 1

1 1
o1 pt L q1 = ]P)(Bl) = ]P)(Bl N Ao) = ]P)(Bl | Ao) X]P)(Ao) = Z x 1 et de méme (ou SCE) r = Z
30. Démontrer que pour tout n € N, on a la relation V11 = MV,,.

« 1 pt : la famille (A,, B,,C,) est un systéme complet d’événements
« 1 pt: par la FPT : P(Apy1) = P(Any1 N Ap) +P(Ang1 N By) +P(Aps1 N C)
= P(Api1 | An) X P(A,) + P(Anst | Ba) x P(By) +P(Ans1 | Cn) x B(Cy)

1 1 1

1 1 1
+ 1 pt : de méme P(B,4) = e P(4y) + 3 X P(Bn) + e P(Cy) et P(Cpy1) =---
31. En déduire que V,, = M™ Vj, puis une expression de py, g, et r, pour tout n € N.

o 1 pt : récurrence écrite correctement

P(Ao) 1
elpt:Vy = |P(By)| = |0
P(Co) 0
An42 4n—1 4 -1\ (1 4" +2
1 1
clpt:Va=M"Vo=o—p (471 4"+2 41| |0 f = |47~
-1 4n—1 4" 42/ \0 4n—1
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32. Déterminer les limites respectives des suites (pn),cn » (@n)nen € (7n),en- Interpréter le résultat.

1 2 1 1 1
.1pt:pn:}P’(An):f (1+ > — =,y — §etrn — -

3 47 ) n—+oo 3 n—r+00 nodoo 3
e 1 pt : un nombre limité d’étapes suffit pour que le pion ait presque une égale chance
de se retrouver en chacun des points

Partie II - Nombre moyen de passages en A

Pour n € N*, on note a,, le nombre moyen de passages du pion en A entre I’étape 1 et ’étape n et on
définit la variable aléatoire :

1 si A, est réalisé,
X, =

0 si A, est réalisé

38. Interpréter la variable aléatoire X1 + - - - + X, et le nombre E (X + --- 4+ X,,).

e 1 pt: X;+- -+ X, prend pour valeur le nombre de passages du pion au point A au
cours des n premiéres étapes (’étape 0 étant exclue)

e 1 pt:E(X;+- -+ X,) est un moyenne pondérée des valeurs prises par X; + -+ X,,.
Ce nombre n’est autre que a,.

84. Calculer I'espérance de la variable aléatoire X,, pour n € N*.

« 1 pt: X,,(Q) ={0,1} donc X,, ~ B(s) o s =P({X, =1})
.1 pt:P({anl}):P(An):pn:é <1+42n>

35. En déduire une expression de ay,.

n 1
e 1pt:EXi+--+X,)=EX;)+ ---+E Z( § >
k=1
elpt: > - +- :ﬁ+7(4) (14) _nr, 22 - Y
s13 34 \4 33 1-1 3 33 \\4 4

Partie III - Temps d’attente avant le premier passage en B

On définit la variable aléatoire T de la fagon suivante :

1. si le pion ne passe jamais en B, on pose T = 0;

2. sinon, T est le numéro de ’étape a laquelle le pion passe pour la premiére fois en B.
Nous allons déterminer la loi de T et son espérance.

36. Calculer P({Tp =1}) et P({Ts =2} ).
«1pt: P({Tle}) :IP’(Bl) :id’aprés la question 29
elpt:{Tg=2}=DB1 N By
.1 pt:P(EﬂBQ> :]P(Al ﬂEﬁBg)—i—]P’(Bl ﬁEﬂBg)+P(Cl HEQBQ> par FPT
e 1pt:P(A1NBy) +P(2NBy) +P(C1NBy) =P( Ay )xPa, (B2) +0+P(Cy)xPc,(B2) =
1 /1 1
1 <2+4>
37. Soit n € N. Exprimer B,, en fonction de A,, et C),.
e 2pts: B,=A4, UC,
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; NI P — — 1
38. Etablir que]P’(BgﬁBgﬂBl) :ZP (BgﬂBl),puis en déduire que]P’(Bg | BgﬂBl) :Z'
« 1pt: P(BmEmBﬁ) :P(Bgm( (A2 N By) U (Cy OE)) )
:P((Bg N A N By) U (Bgn Cy mE)) :]P(Bg N A mE) + P(Bg N Cs OE)
« 1pt:P(ByN Ay N Br) =P(Bs| 4o 0 Br) xP(4; 0 By)
:]PJ<B3‘A2> X]P(AQ N E) = i XP(AQ N E)
A =) _ 1 N
« 0 pt : de méme P(Bg NnCyN Bl) =1 X]ID(CQ N Bl)
- 1 — 1 — 1 -
- 1pt:P(Bsn BN B) =3 xP(42 N Br) + 1 xP(C2 N By) =3 xP((42 U Cy) N By)
P(BngmE) ixl@(B?mE)

— 1
1pt:P(Bg\BQmBl): T - BN
P(BQﬂBl> IP)(BQOBl> 4

Dans la suite, on admet la relation :
L — 1
Vn € N*, ]P’(BnH | N Bk) S
k=1 4

39. Pour k € N*, calculer P({Tz = k} ). Que vaut P({Iz =0})?
. 1pt:{TB:]€}:E N ... N Bg_1 N B
« 1 pt : par laFPC:IP’({TB:k}):IF’(Bk ANBiaN...0 E)

P (5| N B) <P (B | 0 B) x x (B | Br) < P(B)

1= (2

1 .
1 donc IP’(Bl) =1-PB) =1-- = =

3 3 1 /3\" !
XeeeX =X — = — | —
474 4\ 4

+oo 1t (3\* 1
.1pt:P({TB:O})zl—kgllP’({TB:k}) 171;@:0 (4) zlz—/x%

40. Justifier que la variable aléatoire Tp admet une espérance. Quelle est I'espérance de Tg 7

1/3\F! 1 1\* ! 1
e 1pt:VkeN, P({Tg=Fk}) = 4<4> — 4<1—4> donc TBNg<4>

n—1 __
lpt:P(Bn| N Bl->
i=1

X

FN
Bl o

e 1pt:P({Ip=k}) =

« 1 pt : ainsi T est d’espérance finie et : E(Tp) = +~ =4

N




