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PROBLEME - Autour du théoréme de comparaison avec une intégrale

Partie I - Théoréme de comparaison avec une intégrale

« Dans cette partie, f est une fonction continue, positive et décroissante sur R .

n n k
« On pose, pour tout n € N, S, = > f(k), J, = / f(t) dt et pour tout k € N*, I}, = / f(t) dt.
k=0 0 k—1

1.

k

Préciser la monotonie de (.S,,) et (J5,), puis montrer : Vk € N*, f(k) < f(t) dt < f(k—1).
k-1

« 2 pts: (5,) croissante (car f positive) et (J,,) croissante (car ’intégrale est croissante)
o 1 pt : pour tout t € [k — 1,k], f(k—1) > f(t) > f(k) par décroissance de f sur [0, +o0[

o1 pt par croissance de l’integration les bornes étant dans ’ordre croissant (k—1 < k),

/ flk—=1) dt> / ft) dt > /1 f(k) dt

Démontrer : Yn € N*, S, — f(0) < J, < Sp—1.
n n k n
« 1 pt : par sommation des inégalités précédentes > f(k) < > f)dt < > f(k—1)
k=1 =1 Jk-1 k=1
k n
«1pt: Z ft) dt = / f(t) dt par relation de Chasles et simplifications
k=1 Jk—1 0

Démontrer enfin les deux résultats suivants.

+oo
a) L’intégrale / f(t) dt est convergente, si et seulement si, la série > f(n) converge.
0

e 2 pts: (=)
x 1 pt : (S,) suite croissante car )  f(n) est une SATP

n “+o00
1 pt : puis majoration car S, < / f(t) dt < / f(t) dt
0 0
e 3 pts: (<)

X

x
xOpt:onnoteF:xv—)/ f@t) dt
0

x 1 pt : La suite (S,,) est croissante et majorée (par un réel M)

x 1pt: F(z) < F([2]) < S S M

x 1 pt : par théoréme de la limite monotone, comme F' est croissante et majorée
sur R;, F admet une limite finie en +oco

b) La série > </n f() dt — f(n) > converge.
n—1

n=1

n
e 1 pt : la série ) < / f(t) dt — f(n) > est A termes positifs (d’aprés la question
n>1 n—1
1) donc sa suite des sommes partielles est croissante

e 1pt: / f(t) dt < f(n—1) (d’aprés la question 1)
n—1

N n N
cipes & ([0 - p) < £ (01 = f0) = 10 - £ < £(0

n=1

(ou avec le théoréme de comparaison des séries a termes positifs)
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4. Un exemple

Pour tout o > 0 et tout x € [2,400[, on note f(z) =

z (In(z))"
xT
a) Etudier la monotonie de la fonction f, calculer / f(t) dt et en déduire la nature de la série
2
1
gg n (In(n))*’
« 2 pts : la fonction f est décroissante (soit par inégalités, soit en calculant f'(x) =
-1
—— = (In(z) + a) < 0)
z? (ln(:L‘))OHrl

roodt
.lpt:Casazl,/
2

t1n(t)

1pt“*““*1héx<m%»1:[‘1iaam$w*}::ai1<um$ywl‘am$wq>

¢« 1 pt: —>
pt : ainsi z /tln)

e 1 pt : on est dans les hypothéses du théoréme et la série est donc convergente ssi
a>1

= [In(|In(®)])J; = In(|In(z)]) - In(In(2))

admet une limite finie en 400 ssi a > 1

+oo 1
b) Dans le cas o o = 2, déterminer en fonction de In(2), un encadrement de

n=2n (ln(n))Q.
« 1 pt : la fonction f est positive, continue décroissante sur [2,+o0o| (mention)

1 pt : Vn e N\ {0,1} /n+1 _ g <i1</" R A
T ok am@)? T S k) L 2@ T 2(m(2)?

1 > 1 _ 1 1
In(2) = = k(n(k))2 = In(2)  2(In(2))?

olpt:

avec convergence justifiée

5. Une application

n
On pose pour n entier naturel non nul, 7,, = — —In(n).

k=1 K

a) En utilisant le résultat b) de la question 3., établir que la suite (Tn) est convergente.
On notera + sa limite (appelée constante d’Euler).

no 1 "l no1  ono ko n ko 1
elpt:T,=5 = / - = Sdt=1- (/ dt—)
gk 1 t gk‘ k§2 k-1 1 k§2 k-1t k

1
« 1 pt : on applique 3.b) & = — —, continue, positive, décroissante sur [1,+oo|
T

In(n) +v+ o (1).

n——+oo

wM—‘

b) Justifier : E

no1
En déduire un équivalent (au voisinage de +0o0) de la suite ( > k)
k=1
no1
elpt:T,=~+ 0+(1)d0n Z% In(n) + v+ o+(1)
= 1
« 1 pt : comme In(n) Nl + o0, kzz:l P In(n)
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6. Une application sur une série de fonctions

x
Pour tout n € N* et tout x € ]0, +-00], gn(:v):m.
x
Pour tout z € R, te: f(t) = .
a) Pour tout z on note : f(t) PO

n+1 n n
Etablir : ¥n € N*, /1 f(t) dt < ’; f(k) < /O f(t) dt.

« 1 pt : f décroissante (avec calcul de dérivée ou par vérification de la conservation
d’inégalités)

o 1 pt : on applique le théoréme a la fonction f positive, continue décroissante

e 2 pts :
x 1 pt : extraire I'inégalité de gauche
x 1 pt : extraire I’inégalité de droite

o T 1 oo T
b) En déduire : Vz € R*, — —arctan [ — | < ). gn(z) < -
2 X n=1 2

e 2 pts : a distribuer sur
x / f(t> dt _/ 2 dt = [arctan <>:| = arctan <2> — T
0 o (é) +1 T/ o x/) n—+oo 2
n+1

1 1 1
X / f(t) dt = arctan <n+> — arctan <> — T _ arctan ()
1 z x ) n—too 2 x

(1 pt calcul 4 1 pt limite par exemple)
+oo
« 1 pt : comme 'intégrale / f(t) dt est convergente, la série > f(n) ’est (on est

0
dans le cadre du théoréme)
« 1 pt : on passe alors a la limite (n — +00) dans I’inégalité de la question précédente

+00
c) Déterminer lim > gn(x).
r—+00 7
e 2 pts : en tout ou rien. On applique le théoréme d’encadrement.
La mention « passage a la limite » vaut 0 pt.

Partie II - Contre-exemples
7. On pose pour z € [1, 400, f(z) = | sin(27z)|.

n+1
a) Pour tout n € N*, calculer / f) dt.
n

n+1 n—&-% n+1
On pourra remarquer : / f(t) dt = / f(t) dt +/ f(t) dt.
n n n-‘,—%
« 1 pt : la fonction sinus est positive sur [0, 7] et négative sur [r, 27|. Par périodicité,
x +— sin(27x) est positive sur [n,n + %] et négative sur [n + %,n + 1]
n+1

n+1 nt+i
e 1pt: / f(t) dt :/ ’ f(t) dt+/ f(t) dt par relation de Chasles (citée)
n n n+%

e 1 pt : calcul
n+2 n+1 n+% n+1
L= / 2 sin(2rz) dx —/ sin(2rx) dr = [_COS(%I)] _ [_COS(M} _

n+% 2m n 2 n+%

2

™
Dans la suite, on note |z | la partie entiére du réel z.
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b)

(L= =1).

T
2
Pour tout z € [1, +o00[, établir : / | sin(2t) | dt > =
1 s

+oo
L’intégrale / f(t) dt est-elle convergente ? Que dire de la nature de la série > f(n)?
1

n=1
e« 1pt: / | sin(27t)| dt 2/ |sin(27t)| dt car |...| >0
1 1
lz]—1 n+1 lz|—1 ) 2
elpt:...= |sin(27t)| dt = >, —=—(lz]—1)
n=1 n n=1 T ™
x
e« 1 pt: / ... — +00 par comparaison
1 T—>+00

« 1 pt : la série > f(n) est convergente car de terme général nul
n>1

8. On se propose de construire un contre-exemple d’une fonction f continue, positive et d’intégrale

convergente sur [1, +oo] telle que la série Y f(n) est divergente.

a)

b)

n>1
Pour tout n € N*, trouver a,, € R de sorte que le triangle de base [n — a,, n + a,] et de hauteur
1
1 ait une aire égale & —.
n
) 1
+ 2 pts : il suffit de prendre a, = —
n
On considére la fonction f définie sur [1, +00 comme suit :
x pour tout n € N*, f(n) = 1.

x pour tout n € N* la fonction f est représentée par le triangle de base [n — ap,n + a,] et de
hauteur 1 sur Uintervalle [n — an,n + ay].

x la fonction est nulle en dehors partout ailleurs.

Donner lallure de la courbe représentative de f sur [1, +o00].
o 2 pts : représentation graphique correcte

Démontrer que cette fonction f fournit un contre-exemple.

.1pt:/1+oo f) dt= Tm 3 /nm fn)= Tim 3

N—+oco n=2 —an N—+oo n=2 n2

N N
elpt: > f(n)=> 1 — +©
n=1 n=2 N—=+o0

Exercice 1 - Restes de séries alternées

« Dans cet exercice, f désigne une fonction dérivable sur [0, +oc[, décroissante et convexe, & valeurs
strictement positives et de limite nulle en +o0.

9. Etablir, pour tout ¢t € R*, la double inégalité : 0 <

f(t)

S

— [+ W)
7()

o 1 pt : la fonction f est convexe donc sa courbe représentative est située au-dessus de

ses tangentes notamment celle au point d’abscisse ¢ d’équation : y = f(¢t)+ f'(t) (x — ).
On en déduit : Vz >0, f(z) = f(t) + f'(t) (x — t)

« 1 pt : en particulier, en x =t + 1, on obtient f(t+1) > f(¢t)+ f'(t) t+1—1)
e« 1 pt: f(t)— f(t+1) >0 par décroissance de f
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10. Pour tout n € N, on pose : u, = (—1)" f(n).

a)

b)

d)

Justifier la convergence de la série ) u,.
n=0
« 2 pts : la suite (f(n)),en est décroissante, positive et converge vers 0, le CSSA
s’applique.
(il faut parler de la suite (f(n)) pas de la fonction f!)

“+o00
Pour tout n € N, on pose : 7, = > ug. Démontrer, pour tout n € N :
k=n
+00
(i) |rn| = ZO (=1)Pf(n+p)
p:

(1) 0 < [rn| = [rna] < f(n) = f(n+1)
« 1 pt : 7, est du signe de (—1)"f(n) donc de celui de (—1)" donc |r,| = (—1)"r,

e 1pt:|rpf=(=1)"rn = g (=1)" - f (k) Zpi (=1)>"*?f(n + p) :go (=1)Pf(n+p)

(1 pt pour le décalage d’in?iice)
o0
e 1 pt:|ry|—|rpgi|l =Y (DP(f(n+p) — f(n+p+1)) d’aprés la question précédente
p=0
o 2 pts : la série ) (—1)’(f(n+p)— f(n+p+ 1)) vérifie les propriétés du CSSA
x 1 pt : la suite (f(n +p)—fn+p+ 1)) est positive et converge vers 0

2
x 1pt: fin+p+1)< fintp)+fn+p+2) par convexité de f donc 2f(n+p+1) <

Fn+p)+ fntp+2) et fntp+1)— flntp+2) < flntp) —fn+p+1)

« 1 pt : on en conclut que |r,| — |[r,+1| est du signe du 1°¥ terme et majoré par la
valeur absolue de celui-ci (= f(n) — f(n+ 1))

Montrer que la série Y 7, est convergente.
n=>0

« 1 pt : comme vu dans la question précédente, r, est du signe de (—1)" donc
|rn| = (=1)"ry, et donc r, = (—=1)" |ry,]

« 1 pt : de plus la suite (|r,|) est décroissante (question précédente), et de limite
nulle (comme reste d’une série convergente)

« 1 pt : ainsi, par CSSA, la série > (—1)" |r,| est convergente

!
t
Démontrer que si lim r'®) =0 alors : r, ~ Un
t—+00 f(t) n—-+oo 2
—_1)n
e 0 pt : il s’agit de démontrer r, ~ 7%” = ()zf(n)
n—-+o0o

Clipt: S ((—1)k F(k) — (—1)F+ f(k + 1)) — 27, — (—1)" f(n) ou encore :

k=n
= ST 8 (0 100 = C0M fk 1) =
« 1 pt : par CSSA, |v,| < f(n) — f(n+1)
: f(n)—f(n _f’(n) n :_f’(n) —1)" u,, et ainsi (comme lim 1'(n) =

e 1 pt : finalement r, ~
n——+oo 2
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—1)"1
11. a) Pour quelles valeurs du réel x la série > w
n>1 n

(=1)"In(n)

est-elle convergente ?

(=1)"In(n)

n$

e 2 pts :six > 1, la série ) est (A)CV car

n>1

1
= 0] _—
n—-+oo nCL‘TH
In(n)

e 1 pt :sixe€]0,1], la suite (m> est décroissante, positive et converge vers (
n n=3

—-1)"1
par croissances comparées. La série ) M
n>1 n

est donc convergente par CSSA

—1)»
(=1)" In(n) —~ 0 donc la série )

n* n—-+00 n>1

est (G)DV

—1"1
e 1 pt:six<O, ()7;1(”)

b) Pour ces valeurs, déduire des résultats précédents un équivalent (au voisinage de +00) de la suite

(8 RING )

k=n

In(t)

« 3 pts : pour tout = > 0, on considére f : t — TRt On démontre que f vérifie les hy-

% (—1)*In(k ~1)"1

pothéses permettant d’utiliser le résultat démontré et ainsi ) ()kxn() ~ ()2:1(11)
n—-+oo n

k=n

(1 pt pour l’idée sans démonstration)

Exercice 2 - Etude d’une série de fonctions

Dans cet exercice, on étudie la fonction S d’expression :

oo ginz

0

inx
(&

vn'
12. On suppose que (an ), cn- est une suite réelle positive décroissante de limite nulle et que (by,),, o est
une suite bornée. En admettant 1'identité suivante :

Pour tout n € N*, on note f, la fonction d’expression f,(z) =

N N
VN e N* 3" ap(by —bp—1) = > (an — any1) by + an41by — arbo
n=1 n=1

démontrer que la série > a, (b, — by—1) est convergente.

e 1 pt:|(an —ant1)bn] < M(ap — any1)

e 1 pt : or la série ) a, — a,+1 est convergente puisque la suite (a,) I’est (sommation
télescopique)

o 1 pt : on en déduit, par théoréme de comparaison des SATP et par I’inégalité donnée

n
dans I’énoncé, que la suite des sommes partielles (Z ag, (b, — bk,l)) est convergente
k=0

13. Soient x € 0,27 et n € N*. Démontrer :

no. i(ntDz  sin (%
Z elk}l‘ = e 2 X (712?)
k=1 Sin (f)
e 1lpt:e®#1
n : inx inx —inx . . ne
. ikr _ ire"—1 _ irze 2 e 2 —e 2  __ Msm(T)
¢ 2pts: ) e =e"r =e -t =e 2 ()
k=1 e2 e2—e 2 sin( 5
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14.

15.

16.

17.

A T'aide des deux questions précédentes, démontrer que S est définie sur ]0, 27[.

« 1 pt : on définit (a,) et (b,) par by =0 et b, = > e et ap =0 et a, =

1
1 Vn

7

« 1 pt : d’aprés la question précédente |b,| < donc (b,) bornée

1
sin (§)
« 1 pt : la suite (a,) est une suite réelle positive décroissante de limite nulle

inT

vn

On admet dans cette question que si k € N* et = € ]0, 27 :

eilk+l)z _ otk /k—H oltz gl <
izVk kooVE |

Démontrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout = € |0, 27[ :

1T +oo itx
c 15(95)—/ © dt‘gC
(29 1 \/i

ir n+l itz n (k—l—l) ikx k+1 itz
e | 1 50(2) _/ e ‘ |5 —e _/ e
ix 1 Vit P izVk k Vit

n ( +1l)z _ eikac k+1 eitx
k=1 izvVk /k

« 1 pt : par ’inégalité fournie ... < > -
=1 4k 4 k=1
o 1 pt : on obtient le résultat par passage a la llmlte

« 0 pt : ainsi pour tout z € ]0, 27|, la série ) est convergente

4k2

3
—_
—_

8

w\w‘ =

Déterminer la limite, quand = tend vers 0, de :
\/» +oo eitm
x) =+ / dt
Vi

On pourra effectuer un changement de variable et utiliser (sans avoir a la démontrer au préalable)

+oo 1 ;
I'égalité : / o du = M.
0 22

+oo
« 1 pt : par changement de variable | u=+Vtx | I(x) =2 / e’ du

o 1 pt : ainsi lim I(x) existe
z—0

+oo 1 ;
.1pt:etvaut2/ e’ duy = te
N V2

VT

e —1

Déterminer la limite en 01 de la fonction z — -
i
Donner alors un équivalent de S(z) quand x tend vers 0.

-1 —1
‘ sm(ac) . cos(x) 1
i T x 20

o].pt

T

L VES(a) ~ 1(x)| < VEC

« 1 pt : ’inégalité de q.15 démontre, pour z € |0, 27|,

xS (z ) = (l—i_\/%)\/% et donc S(x) ~

« 1 pt: ainsi (par théoréme d’

(1+i)vm

V2



