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Exercice I : Equivalent de Stirling (/41)

+o0
1. Soit z € R. Montrer que / t*~1 7t dt converge si, et seulement si, z > 0.
0

elpt:g,:t—t"1et=elr")InM) ¢t est continue sur |0, +oof

e« 2 pts : étude en 0

1
1 ot : tat—l -t t:v—l 0 _
x p € t—0 ¢ tl-z
1
x 1 pt: / i dt convergente si et seulement si 1 —z <1 cad z >0
0

1
e 2 pts : étude en +oco. Affirmer t* 1 e ! = o ( )

ttoo \ 12
x 1 pt : si affirmation sans explication

x 1 pt : si affirmation avec explication pertinente (étude de cas selon z)

Pour tout x > 0, on note :
+o0
[(z) = / t7 L et dt
0
2. Montrer que pour tout = > 0, I'(x + 1) = z I'(x). En déduire que pour tout n € N* :

I'(n) = (n—1)!

+oo too +oo

« 1pt: / tEt) =2 o=t gp = _ [ t* et ]0 +/ z t* 1 e”! dt sous réserve CV
0 0

o 1 pt : signaler que deux éléments convergent

e 2 pts : récurrence (1 pour initialisation, 1 pour hérédité, 0/2 si pb de rédaction)

N3

+oo
3. On admet que l'intégrale / et dt converge et qu’elle vaut B
0

1 (2n)!
Montrer que pour tout n € N, I’ (n + 2> = 5on ) NS
« 3 pts : récurrence
1 teo g +eo 2 VT
1pt:T'|(=-| = e_tdt:2/ e du=2 Y- en posant | u=+t
TP (2> /0 Vi 0 z P

| |
x 1pt:F(n+2) = <n+;>><r <n+;> = <n+;)x2(22nnzﬂ ﬁ::mﬁ
x 1 pt : bonus si tout bon
0 / 3 si probléme de rédaction (récurrence non lue)
k+3

4. Pour tout k € N* on note p; = In(k) — / In(t) dt. Montrer que pour tout n € N* :

1
k=3

SIS

1

In (T(n)) = ﬁn_ In(t) dt + :;1 Pk

On remarquera que pour n = 1, par convention, la somme des pj est nulle.
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n—1 n—1
elpt:In(I(n))=In((n-1)1") —ln(kl_[lk> :k:1 In(k)
n—1 n—1 ]H-% n—1 n—1 k+% n—1
elpt: > pr=>, <ln(k) —/ ) In(t) dt> = In(k) — > / ) In(t) dt = > In(k) —
k=1 k=1 k—3 k=1 k=1 Jk—3 k=1

(n—1)+1
/ In(t) dt
1

1
2

5. Montrer que pour tout k € N* :

=
Il
o
|
|
=3
7N
p—
|
)
N————
.
~

ok :/02 (2Wn(k) — In(k +t) — In(k — 1)) dt

1pt:2In(k)—In(k+t)—In(k—t) = —In 1—ﬁ =In L +In L =In Lz =
TP B k) +t k—t) -2 )
k2 — 12 t?
(o) (i 6)
1

. Opt: /0é (21n(k)—ln(k+t)—ln(k:—t)) dt = 2 /j In(k) dt—/j In(k+t) dt—/o2 In(k—t) dt

e 1pt:?2 /02 In(k) dt = 2 x (;O)xln(k)zln(k)

k+3
. 1pt:/ In(k+1t) dt = / i In(u) dt en posant | u=~k+1
0 k

=

k—1 k
« 1pt: / In(k —t) dt = / ’ In(u) x (=1) dt = / In(u) dt en posant | u==Fk—1
0 k k—

1
2

6. En déduire que > pi converge.
keN*

2
e 1pt:hy:t——In <1 - k‘2> est dérivable sur [0, 1]

1 2t
o 1 pt: h)(t) = (1) x - X /k—gt =2z 0 donc hy, strictement croissante

1
e 1 pt:hp(0)=0 < —ln(l—k2> < —1n<1—4k2>:hk(;)

1 1 1 1 1 1 L .
e 1pt: —3 In{1- 12) o s \tae) T T k—>O+oo 72 et théoréme domination

7. Montrer qu’il existe ¢ € R tel que :

In(T(n)) = <n—1> In(n) —n+c+ o (1)

2 n—-+oo
En déduire : )
I'n) ~ e n"2e™”
n—-+oo

"*% n—1
«0pt:VneN, In(I'(n)) = / In(t) dt + > px

1 k=1

2

. 1pt: /H In() dt = [ ¢ In(t) — ¢ ]25 - <n— ;) ln(n)—n—|—1+;ln(2)—|—<n— ;) In <1 -

1
2

1
(n—2> In(n) —n+a+ay,
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10.

1 pt In{1 ! 1 — 1 t 1 In{1 ! 1 — 0
. : - — ~ = -5 et —c -5 ~
p o 2n ) notoo 2 n—+oo 2 2 1 2n ) no+oo 4m n—+oo

1
e Opt:ainsia+a, — a—=-+40
n—s+o00 2

n—1 400
« 1pt: pr=0bb+ o ()oub= > pg
k=1 noee k=1

n—1

« 1pt:In(C(n)) =(n—3) ln(n)—n—&—(a—i—an)—i—]{gl pr = (n—3) ln(n)—n—i—(a—%)—i—b—i—n_goo(l)

n—-+oo n——+oo

¢ 1pt:T(n)=exp(In(I(n)))=e" n""7 e x exp< ) (1)) ~ e‘n'"ze"

t n
Pour tout # > 0 et tout n € N*, on admet que t — t*~1 <1 — > est intégrable sur ]0,n| et on
n

() :/Ont”“‘1 <1—Z>ncﬁ

Montrer que pour tout x > 0 et tout n € N* :

note :

1
Ipy(z) = n® / w1 —w)" du
0

n

n t n 1 o 1
. 1pt:Fn(:U):/ ot (1—) dt:/ (nu) ! (1—wu)" ndu:n/ n* (1 —w)" du
0 0 0

Montrer que pour tout n € N* :

Ve >0, I'y(z) =

« 3 pts : par récurrence

1 1 1 1 1 1
xlpt:/ w1 —w) du:/ uz_ldu—/ u’ du =~ —
0 0 0 X z+1

T

. lpt:/ol w1 —u)"™ du = {“ (1—u)”+1]1 _nld /01 u® (—(1—u))" du

X x
0

n+1 _n+1 n! _ (n+ 1)
B (GRS ) N (ST R R e ey

x 1pt:---=

(UNIQUEMENT POUR LES 5/2)

1 site]o,n|
On définit la fonction 1g,,; sur Ry, en posant 1jg,,((t) =

0 sinon.

+00 n
t
En remarquant que I'y(x) = / Tyo,n((t) o1 <1 - > dt, utiliser le théoréme de convergence
0 n

dominée pour montrer que pour tout z > 0 :

En déduire que pour tout x > 0 :

I(z) = ngrfoo r(x+1)...(x+n)

t n
« 0 pt : notation w, : t — Ljg,((¢) > (1 — >
’ n
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o« 2 pts : | Existence d’une limite finie - étude « en n »

t
« 1 pt : dés que n > tg, u,(tg) = t¢1 exp(n ln<1—0>>

n
to —to —1 ot
x1pt:nln{ 1—-— ~ %x—doncun(to) — e
n n—+4o0o n n—-+oo
« 3 pts : | Intégrabilité (par domination) - étude « en ¢ »

x 1 pt : pour tout n € N*, la fonction u, est cpm sur |0, +o0].

() (-5)

t n
x 1pt:0ogte! <1 — ) < t*! e~ par inégalité de convexité sur In ou exp

x 1 pt: |un(t)‘ = ‘ Ljo,((t) ‘ X | ol | X

g‘tafl‘x

n

I(x+n)

— 1.
['(n) n® n—+oo

11. Montrer que pour tout x > 0,

En déduire que e® = /27 ol ¢ est défini & la question 7.
On pourra faire appel aux résultats des questions 1 et 2.

elpt:T@+n)=(z+n)—1) T((z+n)—1)=(z+(n-1)) (z+(n-2)) ... z T(z) (réc)
L(z+n) (z+n) (z4+(n-1) ... 2 (z)

« 0 pt:

I'(n) n* (x+n) (n—1)! n®
—-1)) ... ]
elpt:... ~ (z4n) (24 —1) LxT@) ~ Chu) t_ @y
n—+oo n (n—1)! n* n—+oo nn” x...(x+mn)
I'(n+3 2n)! 1 2n + 1 1
.1pt:(721)~ (2n) X - X /T [@n+1) - X /T
F(n) n2 notoe n! F(n) 22n p3 nﬂ+oo I‘(n—l—l) (n) 22n 3
2n I'(2n) 1 I'(2n) 1
e 1 pt:... ~
P e (MF 1) T(n) Tn) 320 3 Xﬁ,ﬁm%r(n) T < gont <V
c (2 2n—% _—2n 1
elpt:... ~ (2n)77% e x « i o~ YT

n—+o0o ec nn_% e " x e€ nn_% e n 22TL71 n% n—+oo @€

Exercice II : Equation télescopique (/44)

Objectifs du probléme
Sot h une fonction de K dans K. On dit qu'une fonction f de K dans K est solution de I’équation (E},)
sur K si :

VeeK, flx+1)—f(z) = hlz)  (En)

Le but du probléme est I’étude de I'équation (Ep,).

La partie I de ce probléme étudie I'existence de solutions dans le cas ot h est polynomiale.

La partie II définit les polyndémes de Bernoulli et explicite une solution polynomiale & 1’équation (Ep,),
ainsi qu’une application analytique de ces polynomes.

1. Etude de lopérateur de différence finie

On considére 'application A définie par :

N K[X] — K[X]
{ P = P(X+1)-P(X)
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12.

13.

14.

Montrer que A est un endomorphisme de K[X].

o 1 pt : linéarité

« 1 pt : A est a valeurs dans K[X]

Soit P € K[X]. Déterminer le degré de A(P) en fonction de celui de P.

1 pt : deg (A(P)) < max (deg (P(X +1)),deg (P(X +1))) apparait ou argument convain-

d
ak Z < > > — 3 ap X* (par formule du binéme de Newton)

k=0
k . d .
() For
k= v i=0
k i d—1
Z ) —ai | X +dag X

=0 \k=ti v
« 1 pt : si deg(P) <0, alors : deg (A(P)) = -0
« 1 pt : si deg(P) > 1, alors : deg (A(P)) = deg(P) — 1
Montrer que, pour tout d € N*; A induit un endomorphisme sur K4[X].
« 1 pt: A(Kd[X]) C Kd_l[X]

~

cant pour deg (A( )) deg( ) — 1 (point « paralléle » pas supplémentaire)
7
d

-

R.
MD

A(P)

d

« 1 pt:A(P) >
A(P) =

olpt:

On note Ay 'endomorphisme de Kg[X ] induit par A.

15.

16.

17.

Déterminer Ker(Ay) et Im(A,) pour tout d € N*.
« 1pt: P eKer(Ag) & Ag(P) = Og,(x] < deg (A4(P)) = —c0o & deg(P) <0 & ay=---=aq=0
e 1 pt : Ker(Ay) = Vect (Py) = Ko[X]
e 1 pt : Im(A,;) = Vect (A(FR), A(P1), ..., A(Py))
Ok[x] sik=0

e O0pt : A(Py) =19 k=1 /k\ .
> (,)X’ sinon
i=0 \?

e 1 pt: (Qo,...,Qq,) est une base de Im(A,)
o 1 pt: Im(Ay) =Ky 1[X]
En déduire Ker(A) et Im(A). Appliquer les résultats obtenus a 'étude de 1'équation (Ej) dans le
cas ol h est une fonction polynomiale.
e 1 pt: Ker(A) = Ko[X]
e 2 pts : Im(A) = K[X]
x 1 pt : d’aprés la question précédente, en notant m = deg(Q), il existe P € K,,+1[X]
tel que : Q = A, 11(P) = A(P)
x 1 pt: PeK[X] car K,,11[X] C K[X]
o 1 pt : si h est polynomiale, ’équation (Ej,) admet des solutions.

On suppose (pour cette question seulement) que h est la fonction x — z. Déterminer une solution
de (E},) dans Ky[X], puis toutes les solutions polynomiales de I’équation (Ep,).

« 0 pt: A(Pl):PO et A(P2)22P1+P0
1 ~

1
« 1 pt : une solution de (Ej) est donc la fonction z — ~ (2% — )

« 1 pt : L’ensemble des solutions polynomiales de (Ej) est donc : {z — f(z)+c | c e
K} = {z—~ 3 @*—2)+c|ceK}
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18. Démontrer : Angl = 0.2k [x])-
e« 1 pt : d’aprés 13 et par récurrence immédiate : Vn € N*,  deg (A"(Pk)) < k-—-n
e 1 pt:deg (AT(P)) < k—(d+1) < d—(d+1) < 0. Donc : AYH(P) = O, [x]

19. (UNIQUEMENT POUR LES 5/2)
En déduire un polyndéme annulateur de A4. L’endomorphisme Ay est-il diagonalisable ?
« 1 pt : Un polynéme annulateur de A, est : X4t1,
« 1 pt : Sp(Ay) C {0}

o 2 pts : raisonnement par ’absurde

2. Polynémes de Bernoulli
On note w P'application de [0, 1] dans C définie, pour tout ¢ € [0, 1], par : w(t) = e*.
Pour tout n € N et tout z € C, on définit dans cette partie :

e? w(t)

1
Bu(2) = n! /0 ETETEL

2.a) Une intégrale

+1
Pour tout p € Z, on pose : I, = /1 M
0o ev®—1

20. Vérifier que cette intégrale est bien définie pour tout p € Z.

dt.

elpt:ef—1=0&3keZ, z=2ikn
e 1pt:Vte(0,1], |w(t)] = |e*|=1+#2n

(w(t))p+l

est continue sur le SEGMENT [0, 1]
ev(®) —1

« 1 pt : la fonction ¢ —

On admet :
Iy =1
Vpe N, I, =0

2.b) Lien avec I’équation (E},)

21. On admet, pour tout n € N et tout z € C :

Démontrer que B,, est un polynéme unitaire de degré n.

I,
o 1 pt : le coefficient de degré n de B,, est : nl X

n = I, = 1
o 0
22. Montrer que, pour tout n € N*: B/ =n B,,_;.
T n n=17p _
« 1 pt: B (X )—n'Z knkal E kalzn!ZMXk
k=1 - 1) =0 k!
n—=1 ] n=171, .
elpt:...=nl ) Theml) xk g x (n—=1)! > L G} Xk =nB, 1(X)
=0 K = k!
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23. Montrer que, pour tout n € N* et tout z € C :

Bn(z41) — Bu(z) = nz"!

1 zw(t) n—1
On pourra utiliser sans démonstration [’égalité : / dt =
0 (w

(w(e)" (n—1)"

1 ez w(t) 1 e?w(®)
e« 1 pt: By(z2+1)— By(z) =n! / — dt —n! / oo At
0 (e*® —1) (w(t)) 0 (ev® —1) (w(t))

1 ezHw(t) _ gzw(t) 1 ezw(t) sn—1
=n! / o dt = n! / R dt = n! x T
0 (ev® —1) (w(t) 0 (w(t)) (n—1)!

24. En déduire expression d’une fonction polynomiale vérifiant I’équation (E},) sur C lorsque h est une
fonction polynomiale.

d ay a d .
« 1pt: ) Bryi(z+1) — Pl Bip(z) ) = > axz” = h(z)

k=0 \k+1 k=0
d ak ak
e 1pt: B 1)—— B =g 1) —g
pte 3 (1% Bt D= 1% Bun()) =g+ 1) - 302
« 1 pt : g est bien polynomiale car By, ..., B4y le sont

2.c) Unicité
25. Montrer que (Bj,)nen est 'unique suite de polynomes vérifiant :

By =1
Vn € N*, B;l:an_l

1
vneN*,/ Bn(t) dt =0
0

o 2 pts : la suite (B),) est solution du systéme ci-dessous
x 1 pt: Bo(X)=1d’apreés 21 et Vn € N*, B, =n B,_; d’aprés 22
1
x 1 pt: / B,(t) dt=0
0
o 4 pts : c’en est 'unique solution
x 1 pt : initialisation
x 3 pts : hérédité

26. Soit (Hy)nen la suite de polynomes définie par : Vn € N, H,(X) = (—1)" B, (1 — X). Montrer que
pour tout n € N : H, = B,,.

o 2 pts : (H,) satisfait le systéme de la question précédente
x 1pt:Hy(X)=1et H, =nH, 4

1
x 1pt: / H,(t) dt =0 avec le changement de variable| u=1—1
0
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Probléme : Quelques applications de la formule de Stirling (/69)

Ce probléme propose de démontrer un raffinement de la formule de Stirling et de 'appliquer a I’étude
des marches aléatoires sur Z.

I Intégrale de Gauss

+00
Le but de cette partie est de calculer I'intégrale dite de Gauss : / e dt.
0

+o0o
27. Montrer que l'intégrale / et* dt est absolument convergente.
0

28.

29.

30.

« 1 pt: ‘e*t2|:e*t2: o (e*t)

t——+o0

o 1 pt : théoréme de négligeabilité écrit correctement
On étudie les fonctions f et g définies par :

e—(t2+1)r2

1 T
f(m):/o eil dt et g(x):/o e dt

Montrer que f est définie sur R et qu’elle est paire. Calculer f(0).
ef(t2+1)12
t2+1

« 1 pt : pour tout z € R, f(—z) = f(x)

L |
« 1 pt: f(0)= —-—
(UNIQUEMENT POUR LES 5/2)
Montrer que f est de classe €' sur R et démontrer :

« 1 pt: f définie sur R car t — continue sur le SEGMENT |0, 1]

dt = [ arctan(t) ](1) = %

1
Ve €R, f'(z) = -2z e / e~ @D? gy
0

e 2 pts: Caractére ¢! - étude « en z »

i 1 —(3+1) a2
241

x (—2(824T) @) x e ()7 = 94 o (E+1)*

x 1 pt : pour tout tg € [0,1], by, : v > est ¢! sur | — oo, +ol.

x 1pt:h (z)=

1
31

« 3 pts : | Intégrabilité (par domination) - étude « en ¢ »
e~ (*+1)
x 1 pt : pour tout z € | — 00, +o00[, t — ATl est intégrable sur [0, 1] car continue
sur le SEGMENT [0, 1]
« 2pts:sizefablettel0,1]: |22 e (F+1) ] =2Jz| e (“+1) < 2 max ([a], [B])

Montrer que g est définie et de classe €' sur R.

x
e 2pts:s:t— e~ étant continue sur R, la fonction g : z — / e " dt est LA primitive
0

de s qui s’annule en 0.
En particulier, la fonction g est de classe ¢ sur R et vérifie : Vo € R, ¢/(z) = s(z) = e *".
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31. A T'aide d’un changement de variable affine, montrer :

vz e R, f(x) =—-24'(x)g(x)

1 T
1
e 1 pt:six#0, en posant | u=xt | / e (@D gt :/ e "’ = du.
0 0 €T

« 1 pt : de plus f/(0) =0=—2e" x g(0)

32. Vérifier : -
vz €R, f(z) =7 —g(2)’

«1pt: u:xH%—g(m)z vérifie Vo € R, v/(z) = =2 g(z) x ¢'(2)
« 1 pt : il existe donc ¢ € R tel que : Vz € R, u(z) = f(z) + ¢
elpt:c=u(0)—-f(0)=%F—-F=0donc f=u

33. (UNIQUEMENT POUR LES 5/2)

—+00
En déduire lim g(x), puis conclure : / et dt = ﬁ
z—+00 0 2

On pourra utiliser le théoréme de convergence dominée pour déterminer d’abord la limite de f en
+00.

e 1pt: Existence d’une limite finie - étude « en x »
: —(8B+1) 2% _ —(83+1) 22 . (42 2 _
xgr_’l:loo 241 e 0 (car e I_>—+>Oo 0 puisque (to + 1) x w_ﬁoo 00)
e 2 pts : | Intégrabilité (par domination) - étude « en t »
x 1pt:l:t—0/t— o e (t741) cpm sur [0,1] (au moins une)
e*(t2+1)502 1

1
x 1 pt:|h(x)| = et p:t— T e est intégrable sur [0, 1]

<
2 +1 t2+1

%

e 1 pt: lim (g(w))2: lim (%—f(x)):%— lim f(:c)z%donc lim g(x) =

T—+00 T—>+00 r—r-+00 r—-+00

400 T
« 0 pt: / et dt = lim et dt= lim g(z) = \g%
0

T—r+00 0 T—+00

IT Formule de Stirling

Dans cette partie, on propose de démontrer un raffinement de la formule de Stirling. On va prouver
I'existence d’une suite (g, )nen+ convergente vers 0 telle que :

n 1 n
Vn € N*, n!l =+v2mn (g) <1++q>

+oo
II.A - Pour n € N, on pose I, = / t"e !t dt.
0

34. Montrer que la suite (I,,), oy est bien définie.

e« 1 pt:t—te ! est continue sur [0, +oo[ donc I, impropre seulement en +oo

. 1pt:‘t"e_t’:t”e_t: 0 (efét)

t—+4oo

o 0 pt : théoréme de négligeabilité
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35. Donner une relation entre I,,11 et I, et en déduire que I,, = n! pour tout entier naturel n.

0

+oo o +0o0
« 1pt:IPP I, :/ et dt=—["le ] 4 (n+1) / t" et dt
0 0

« 1 pt : mise en avant de la convergence des intégrales

e 2 pts : récurrence pour démontrer [, = n!

I1.B - Cette sous-partie est consacrée a la démonstration de la formule de Stirling classique

n! ~ V2mn <Q>n (IL.1)

n——+oo e
36. Sin est un entier naturel non nul, déduire de la question précédente :

+o0 n
| n / Y\ v
n!=+/n (e) . 1+\/ﬁ e dy

1 +00 +oo
« 2 pts : en posant y:ﬁt—\/ﬁ ,/ t et dt:/f (n+\/ﬁy)ne_(”+\/ﬁy)x\/ﬁdy
0 —v/n

=n" 1—|—y> e e V'xndy=ynn"e™" / <1+y> e VY dy
/\/ﬁ ( Vn —Vm Vin

On note L /m 4o la fonction indicatrice de I'intervalle [—y/n, +oo[ dont on rappelle qu’elle vaut 1 sur

[—+/n, +oo[ et 0 sur |—oc0, —/n[. On pose pourn € N* et y € R, fu(y) = 11— /7 400 (¥) (1 + \371) e VR,

37. Démontrer que la suite de fonctions (f,) converge simplement sur R. Autrement dit, pour tout
y € R, déterminer lim f,(y).
n——+00

Y

TENen Vi = exp(nx In(1+-2%) — /nyo)

« 1 pt:singrand (n > [43]), fu(vo) = exp(n In(1+ Jn

e 2 pts :

2
x 1pt:n><ln<1—|—\g;oﬁ> :\/ﬁyo—%—knﬂoﬂo(l)

2 2
Yo Yo
x 1 pt: fn(yo) =exp <—2> X exp <7H0+oo(1)> njw exp (—2> x exp (0)
x—In(1l+x)

Pour z € | — 1,400 \ {0} on pose ¢(x) = 5 :

x
38. Justifier que ¢ est prolongeable en une fonction continue sur | — 1, +00[ que 'on convient de noter
également q.

« 1 pt : ¢ est continue sur | — 1,0] et ]0, +o00[ par quotient

r—In(1+z) 1 1
elpt: iR 2 1 -
pt x2 2+z30() Q) 2

1
39. Démontrer que, pour tout x > —1, g(x) = /
0

e 2pts:casx#0

1 ot U 1 x
: == |z—
x P l1+zu x2 1+zu

1
xlpt:/ “ du:i(a:—ln(l—i-w)—i—l/neﬁ’)')
0

.1pt:/01 L du = [“22] _ % (2] = %(12_02):q(0)
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40. En déduire que ¢ est une fonction décroissante sur | — 1, +o0o[ et démontrer que pour tout n € N* :

Yy EeRy, fuly) < (L+y)e™ et VyeR', fuly) < ¥/

e 1 pt:siy<zalors puis croissance de l’intégrale

>
1+uy ™ 14uz

1pt:siy>—yi, fn(y>=exp(yzx (q (jﬁ>>>

0 pt :siy<—vi, fuly) =0 < exp(—yzqwﬁ»

e 2pts:siy=>0

x 1 pt : exp (—y2 q <\g/%>> <exp (—y? q(y)) car

< 1pt s exp(—y? qly)) = eXp< 7 x y—lnyzmy)

y) e’

1pt:siy<0,exp <—y2 q <\%>> <exp (—y? q(0)) = e v’ /?

41. Déduire des questions précédentes la formule de Stirling (II.1).

e 1pt:VneN, nl=n (ﬁ)n /+OO faly) dy

€ —00

N

1

Bl

N—

= exp(—y) X exp (ln (1 + y)) =1+

e 1pt: Existence d’une limite finie - étude « en n »

M

Yy

la suite de fonctions (f,) CS sur | — 0o, +o0[ vers u:y+ €~ 2 cpm sur | — oo, +00[

« 3 pts : | Intégrabilité (par domination) - étude « en y »

(14+ye? siy=>0
< 1pt:|fuly)| <ely) = )

Yy

e 2 sty <0

“+o0o
x 1 pt: / (1+y)e ¥ dy est convergente par linéarité
0
0 2
x 1 pt: / e V' /? dy est convergente
—00

+00 2 +o0o +o0 +oo 2
o 1 pt: / e_y?dy — / e—tQ\/idt — \/5\27? ; lim fn(y)dy — / e_%dy = V2T
0

0 n——+oo 00 — o0

I1.C - Pour raffiner la formule de Stirling, on introduit les suites réelles (tn ), cnx > (Vn)pens €6 (Wn),en
définies par :
n"e "\/n

p v, = In (uy) Wy = Upa1 — Un

Up =

. 1 . . .
42. Vérifier que wy, = ﬁ + 2 <n2 et en déduire la nature de la série numeérique » | wy,.
n oo

1 1 1
e 1 pt:w,=n ln<1—|—>—1—|— ln<1—|—>
n 2 n

1 1
. 1pt:ln(1+x):x—§x2+§:c3+ o (z°)
z—0

1 1 1 1 1 1 1
« 1 pt: 1 1+—)—-14+-1 1+2 )= =-2] = il
pt s n n( +n) +2 n< +n> <3 4) n2+n»0+oo<n2>
1 1

'1pt:w”n:frmﬁﬁ
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I1.C.1) Soient (ay)nen+ une suite réelle positive et (by,),en+ une suite réelle strictement positive, telles

que a, ~ by, et la série numérique > b, converge.

n——+oo

48. Soit € > 0. Montrer qu’il existe un entier naturel non nul ng tel que :

Vn>=ng, (1—¢)b, < ap < (1+¢)by,

a a

elpt:ia, ~ bye— — 1e&Ve>0,IngeN"Vn>ng, | ——1| < ¢

n—+o0 b, n—too by

&Ve>0,Ing e N*Vn>ng, (1—¢)b, < ap, < (1+¢) by,
« 1 pt : rédaction correcte
+o00
44. En déduire que la série numeérique ) a,, converge et que les restes vérifient > ay
e lpt:a,= O (b,) et théoréme de domination
n—-+oo

N +oo

N N “+o0
elpt:(1—e) D bp< > ap<(l+e) D bpydonc (1—¢) > bp< D> ar<(1+4¢)
k=n k=n

k=n k=n k=n

+00 “+00
« 1 pt : d’aprés 1’équivalence (q 43), <Z ak> et (Z bk> sont équivalentes
neN* neN*

k=n k=n

+oo ]

I1.C.2) Si n est un entier naturel non nul, on pose R, = > 72
k=n

1 n+1
5. Pour tout n € N*, établir que ———— < -
’ we e <

1 1 1 1
e 1pt: CFE < 2 < 3 (par décroissance de t — 2 sur 10, +00])
1 n+1 1 1
e 1 pt : Vn € N¥, m < /n 2 dt < 2 par croissance de l’intégrale

46. En déduire un équivalent simple de R,, lorsque n — co.

1 1
)

j+1 J 1
e« 1 pt:Vy>2, / o) dt < < / o) dt en réordonnant
J j—1

J
1t 1
e lpt:—< > - S en passant par une somme finie
noi=hJ n—1
+oo 1
e 1pt: > — ~ — par théoréme d’encadrement
j—n .7 n—-+oo n
I1.C.3)
+00
47. Déduire des questions précédentes un équivalent de > wy lorsque n — +oo.
k=n
1 1 ..
o 1 pt: (wn)pen- €t | — — vérifient :
12 n neN*
. 1 1
x Vn € N*, w, >0 et B $>0.
1
x la série ) 2 est convergente.
1 1
x w, ~ -— — d’aprés la question 42.
n—+oo 12 7’L2
gty oo 1 1 1 £t 1 11
() 1 t N ~ _— = — — ~ _
pt: 2wk o~ 2 ( 12 k2 ) 12 2 k2 noiee 12 1

+00
~ 3 b

k=n n=+o0 p—p
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48. En déduire qu’il existe une suite (gn),,cy- convergente vers 0 telle que :

n 1
Vn € N*, n!l =+v2mn (2) <1+—|— )
e 12

“+o0o
e lpt: > wp = < lim UNH) — v, par télescopage sur les sommes finies
i, &) v )TV 1
" n! 400 (g)" V2tn V27
+00
e Opt:v,=-> wk—ln(\/Qﬂ)
k=n
n\n" +oo
. lpt:n!:<—> \/27rn><exp<z wk>
e =
1 pt ! + ! 1+ ! + ! +200 !
. texp | — 0 — = — 0 — | car w ~
P P 12n n—+oco \ T 12n n—+oo \ T k=n b n—too 121
n\" 1
.1pt:n!:<—> V2mn X exp V271 x l—i—ﬁ—&—
e

+o00
avec g, = n X <exp<z wk) <1+> >
k=n 12
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