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Probléme 1

Soit f une fonction continue sur ]0, +ool.

Sous réserve que cette expression ait un sens, on pose pour x € Ry :

+oo
F(z) :/0 240, dt

x? + 12

L’objet de ce probléme est d’étudier cette transformation et d’en déduire le calcul de certaines inté-
grales.

arctan(t)

1. Dans cette question on considére la fonction f définie par f : ¢ +— 2

a) Montrer que F'(z) est bien définie pour tout = € |0, +o0].

arctan(xt)

P+ 2) dt. Exprimer F' en fonction de G.

+o0
b) On pose G(x) = /
0

c¢) Montrer avec précision que G est de classe € sur [0, +oo].

d) Calculer G’ et en déduire la valeur de F(z) pour tout x.
arctan(t) > 2
t

pour déterminer la valeur de 'intégrale :

[

cos(t)
.
a) Montrer que F(x) est bien définie pour tout = € ]0, +o0.

e) Montrer que la fonction ¢ — est intégrable sur [0, 4o00[ et utiliser ce qui précéde

2. Dans cette question on considére la fonction f : ¢t +—

b) On considére H la fonction définie par H : z — xF(x).

T
Montrer que la fonction H est bornée sur R, et : lir% H(x) = 3
x—

(on pourra penser au changement de variable t = ux)

¢) Démontrer que F est de classe €2 sur 0, +o0].
x
x? 4+ 12
En admettant la relation (que I'on ne demande pas de démontrer) :

d) On note h : (z,t) —

0’h 0’h

établir que H est solution d’une équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients
constants.

e) En déduire I'expression de F'.
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Exercice 1

1 a O
Soit a € R et la matrice M, = (O 0 1) .
010

3. Pour quelles valeurs du réel a la matrice M, est-elle diagonalisable ?
(on commencera par déterminer Xz, )

4. Pour quelles valeurs du réel a la matrice M, est-elle inversible ?

-1
5. Montrer que lorsqu’elle n’est pas diagonalisable, M, est semblable a la matrice ( 0
0

S = O

— = O
\—/

Exercice 2

—t

e
Soient x un réel positif ou nul et ¢, la fonction qui a un réel ¢ € R associe ¢, (t) = e
x
+o0o
On pose alors, pour tout z > 0, f(z) = / (1) dt.
0
6. Justifier que la fonction f est bien définie sur R;.
7. Déterminer le sens de variation de la fonction f sur R..
On pourra comparer f(x) et f(y) pour deux éléments x et y de Ry tels que = < y.
8. Limite de f en linfini
a) Démontrer que la suite (f(n) )nEN converge vers une limite /.
b) Déterminer la valeur de /.
¢) En déduire lim f(z).
r—+00
Exercice 3
(-1t
9. Justifier que la série ), ———— converge.
n=1 n
+00 1 1 dx
10. a) Démontrer que I'on a : > </ (1 —x) dx) = / .
n=0 \Jo o l+=z
On pourra utiliser un théoréme d’intégration terme a terme.
oo (<1
b) En déduire la valeur de : ) ~———
n=1 n
+o0o xn
11. Déterminer I'ensemble de définition de la fonction ¢ : 2 — > (—1)"F1—,
n=1 n
12. Calculer ¢(1).
e L LI
13. a) Calculer l'intégrale : — dx.
0 1 + s
+oo 1
b) En calculant de deux fagons différentes > (—1)" ( / (1 — ) dw) , déterminer la valeur de
=0 0
oy
la somme : S = ) , aprés en avoir justifié I'existence.

2 Cn+1)(2n+2)
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Probléme 2

Soit n un entier supérieur ou égal a 3.
On note F,, = R™ muni de sa structure euclidienne canonique et & = (eq, ..., e,) sa base canonique.

On considére les endomorphismes f et g de F,, définis par :
(Fen=Fe o viclal flep=cte) o (g=f-ids)
i=1

14. Donner, dans la base &, F' et G les matrices respectives des endomorphismes f et g.
15. Justifier que f et g sont diagonalisables.

16. Diagonalisation de f et de g dans une méme base

a) Déterminer une base %) de Im(g), le rang de g et une base %> de Ker(g).
b) Montrer que Im(g) et Ker(g) sont supplémentaires orthogonaux dans E,.

¢) Démontrer que le spectre de 'endomorphisme g est : Sp(g) = {0, A1, A2} ot les deux réels \; et
A9 sont non nuls et vérifient la relation A\; + Ay = 0. On choisira A\ > 0.

d) On se propose de déterminer A et Ao par deux méthodes :
(A) Méthode 1

(i) Démontrer que Im(g) et Ker(g) sont stables par g.
(i1) Déterminer la matrice H dans la base %1 de 'endomorphisme h de Im(g) induit par g.
(ii1) Déterminer les valeurs propres et sous-espaces propres associés de h.

(iv) En déduire, en le justifiant soigneusement, les valeurs de A1 et As.
(B) Méthode 2
(i) Montrer que le spectre de g> = go g est : Sp (92) = {0, M2, X%}
(#i) Déterminer la matrice de 'endomorphisme g? dans la base 4.
(iii) En déduire, en fonction de n, la valeur de A2 + Ap2.

(iv) Retrouver alors les valeurs de A; et A2 obtenues par la méthode 1.

e) Déterminer une matrice P € GL,(R) sous la forme P =
1 % o

telle que P~!GP = diag(\1, A2,0,---,0). On ne demande pas de déterminer P!,
f) Justifier que la matrice P~ F P est diagonale.

17. Résoudre pour ¢ réel, le systéme différentiel : X'(¢) = FX(t) +tU ou U est la premicre colonne de
la matrice P.




