PSI 11 DECEMBRE 2025
Mathématiques

DS4 (/ 102)

EXERCICE 1 / 34

On consideére la fonction f : ¢ — 0 et, pour tout n € N, la fonction f,, définie sur R4 par :

eft n

fnit—
n!

n n
1. On rappelle qu’un équivalent de n! est v/27n (—) quand n tend vers 4o0.
e
a) Etudier, pour tout n € N*, les variations de la fonction f, sur R, et en déduire son maximum.

« 1 pt : la fonction f, est de classe ¢! sur R et Vt >0, f/(t) = (n—1t)

« 1 pt : f,, croissante sur [0,n] et décroissante sur [n,+oo[ donc atteint son max en

n,n

fn(n) = yTln

b) Démontrer : f,(n) ~

et tnfl

n!

e "n" 1
« 1 pt: fu(n)= ~

nl v (BT V2an V2mn

¢) Etablir que la suite de fonctions (f,)nen converge uniformément vers f sur R

e 1 pt:Vt>0,|ft)— ft) =|f(t)] < fn(n) donc pour tout n la fonction f, est
bornée et 0 < ||fn — flloor, < fn(n)
« 1 pt : par théoréme d’encadrement, |f, — fllcr, —> O
n—-+0oo

+00
2. a) Déterminer 'ensemble D des valeurs de z € R pour lesquelles I'intégrale généralisée / e Lt dt
0

est convergente, et vérifier : Ry C D.

t oz In(t)

e 1 pt:lafonction h, :t—e 't =ele est continue sur |0, +oo[ donc ’'intégrale

+oo
/ e 't* dt est impropre en 0 et en +o0
0

1
ot T
e 1lpt:e t—t_groo(t2>

o 1 pt : théoréme de négligeabilité des intégrales généralisées de fonctions continues
POSITIVES écrit correctement

1
elpt:ett? ~ t¥= pu— et donc intégrabilité si —z <1 cad z > —1

t—0

« 0 pt : on en conclut D =] —1,+o0|
+oo
b) Montrer que, pour x € R, I'intégrale / In(t) e " t* dt est convergente.
0

« 1 pt : la fonction g, : t — In(t) e~ t* = In(t) e~ e ") est continue sur 0, +oo]

e
1
e 1 pt:|In(t)e "t t*| =|In(t)|e” |t = o )

t——4oo t2
o 1 pt:|In(t)et t*| = |In(t)| et [t*] ~ |In(t)| t* " 0 puisque z > 0 donc intégrale
t—0 —
faussement impropre en 0

e 1pt:|In(t)e ?t|= ~ |In(t)| et la fonction In est intégrable en 0
0

t—
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+oo
¢) Montrer que la fonction x — / e 't% dt est de classe €' sur R,
0

« 1 pt: | Caractére €' - étude « en z »

x 1 pt : pour tout ¢t € ]0,40c[, by : z — et t* = et e* () est € sur [0, +o0]
x 0 pt:h/(z) =et In(t) e* »®

e 3 pts: Intégrabilité - étude «en ¢ »

x 1 pt : pour tout = € ]0,+oc[, t — et e ") est intégrable sur |0, +o0o[ (2.b))
x 0pt:t—e?t In(t) e ™® est c.p.m sur |0, +oof
x 2 pts : pour tout z € [a,b]
» 1 pt:site(0,1], e In(t) e* ™| =et |In(t)| t* < et |In(t)|
» 1pt:sit>1, et |In(t) t* <e? |In(t)|
{ et |In(t)] sitel0,1]
et p:t+—

est intégrable sur |0, +oof
et |In(t)] t* sit>1

+o00
d) Montrer que, pour tout n € N, I'intégrale / fn(t) dt est convergente.
0

« 1 pt : question 2.a) avec z =n >0

“+oo
e) Montrer que, pour tout n € N| / fu(t) dt = 1.

0
+o00 +o00
« 1pt: / e t"dt=-—n [t""Le +n / e at
0 0 0
+oo

“+o00
e 1 pt : par une récurrence immeédiate / et t" dt = n! avec / etV dt=1
0 0

1 [T
3. Pour z € Ry et n € N, on pose Hy(z) = — / et dt.
n! J,

x
a) Montrer que, pour tout x € Ry et tout n € N, Hy(z) =1 — / fn(t) dt.
0

—+o00

T +oo
« 1 pt : par relation de Chasles / fn(t) dt —|—/ fu(t) dt = / fu(t) dt =1
0 T 0

b) Etablir que, pour tout n € N, H,, est de classe € sur R, et donner 'expression de H},.

« 1 pt : f, continue sur [0, +oo[ donc admet une primitive F}, de classe ¢! sur [0, +o0]
. 1 pt : ainsi / falt) dt = [ Fu(t) || = Fu(x) — Fa(0)
« 0 pt : ainsi, I(}n est de classe ¢! sur [0, +oco[ et H! (z) = —F/(z) = — fu(z)

¢) Calculer, pour tout n € N, les limites ilg% (Hp(z)) et lim  (Hyp(z)).

T—-+00

r—0

+o0
« 1 pt : H, est continue sur [0,+oco| donc lim (H,(z)) = Hy(0) :/ fu(t) dt =1
0

+oo x +o0
« 1 pt : comme ’intégrale / fn(t) dt CV, lim / fu(t) dt —/ fu(t) dt =1 et
0 0 0

T—r—+00
lim Hy(z)=0
xr——+00
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d) Calculer, pour tout « € Ry, la limite lim (Hy(z)).
n—-+o0o
Théoréme d’interversion de symboles par convergence uniforme
« 1 pt : pour tout n € N*, la fonction f,, est continue sur [0, z]
« 1 pt : la suite de fonctions (f,,) CU sur le SEGMENT |0, z]

e 0 pt : ainsi lim / fn(t) dt :/ ((lim  fo(t)) dt = / f(t)
0 0

n—-+o0o n—-+o0o
4. Dans la figure 1 (page suivante), on peut visualiser certaines représentations graphiques des fonctions
de la suite (fy)nen, dont celle de fi et f5.

a) Lesquelles des courbes 6, 6, 6., 64 ou 6. de la figure 1 correspondent respectivement aux
représentations graphiques de fi et de f57

« 1 pt: f; admet son max en 1 et f5 en 5. Les courbes respectives sont donc %, et %,

b) Pouvez-vous faire le lien entre cette figure et certaines propriétés analysées dans les questions
précédentes ?

« 1 pt : la suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur [0, +oco| vers f (phéno-
méne d’écrasement : plus précisément le sup qui tend vers 0) 0U 1’aire constante

5. a) Montrer que la série de fonctions Y f, converge simplement sur R.

n——+oo n!

eft n " tn
o« 1 pt:|fn(t)] = —= 0 ('> et la série numérique ) — est convergente en
n! n!
tant que série exponentielle

b) Montrer que, pour tout a € R, la série de fonctions > f,, converge normalement sur le segment
[0, a].
e ttn pn
<

e 1 pt:sité€]la,bl, |f”(t)|:T\ﬁ

bn

« 1 pt : pour tout n € N* la fonction f, est bornée et || f, /o (0,4 < —
n!

e3
« 0 pt : la série numérique ) ol est convergente en tant que série exponentielle
n!

c) Montrer que la série de fonctions ) f, ne converge pas normalement sur R .

« 1 pt : par I’absurde. Supposons ) _ f, converge normalement sur [0, +oc[. Alors, en
particulier, pour tout n, f, est bornée et Vt > 0, |f,,(t)| < || fnlloo,[0,4-00f

o 1pt:0< fu(n) < | faulloo,0,400] € comme Y || fulloo j0,400f cOnvVerge alors ) fu(n) CV.

Absurde car f,(n) ~
n—+oo A/2TTM

1
Ou plutdt de maniére directe! | f,llo0,0,400] e NG donc . || fullso 0,400 diverge

EXERCICE 2 / 32
Etude d’un endomorphisme sur un espace de polyndomes

Présentation générale

« On rappelle le théoréme de la division euclidienne pour les polynoémes : si U € C[X] et V € C[X]
sont deux polynomes avec V # 0, alors il existe un unique couple (Q, R) € C[X]? tel que :

U=VQ+R avec (R=0 ou deg(R)<deg(V))
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o Les polynomes @) et R sont respectivement appelés le quotient et le reste dans la division euclidienne
du polynéme U par V.

« Dans cet exercice, on se donne un entier n € N* et un couple (A, B) € C,[X] x C[X] tel que
deg(B) = n+1. On considére également 1’application ¢ définie sur C,,[X] qui & un polynéme
P € C,[X] associe le reste dans la division euclidienne de AP par B.

o Par exemple, si 'on suppose :
n=2 A=X? B=X)-X, P=X’4+X+1
alors, en effectuant la division euclidienne de AP par B, on obtient :
AP=X*"4+X34+X?2=BQ+R avec Q=X+1 et R=2X2+X,

et donc : p(P) = 2X? + X.

Partie I- Généralités sur 'application ¢
« Dans cette partie, on démontre que l’application ¢ est un endomorphisme de C,[X].
6. Justifier que pour tout polynéme P € C,[X], p(P) € C,[X].
+ 1 pt : o(P) reste de la div. eucl. de AP par B (# 0) donc deg (¢(P)) < deg(B) =n+1

« On considére deux polynémes P; € C,[X] et P, € C,[X]. Par le théoréme de la division euclidienne
rappelé dans la présentation, il existe (Q1, R1) € C[X] x C,[X] et (Q2, R2) € C[X]| x C,[X] tels que :

APL =BQ1+ R et AP, =DBQ2+ Ry

7. Soit A € C. Exprimer le quotient et le reste dans la division euclidienne de A (P; + AP,) par B en
fonction de A et des polynomes @1, Q2, R1 et Ro en justifiant votre réponse.

En déduire que ¢ est un endomorphisme de Iespace vectoriel C,[X].

e 1pt: AANP) =B(AQ2) + ARy et A(Py + AP2) = B(Q1 +AQ2) + (R + ARy)
o« 1 pt : deg (R; + ARy) < max (deg(Ry),deg(ARz)) < deg(B) =n+1

o 1 pt : par unicité de la division euclidienne, go(Pl + )\PQ) =Ri+ARy = cp(Pl) + A go(Pg)

Partie 11 - Etude d’un premier exemple
o Dans cette partie uniquement, on suppose que :
n=2 A=X?42X e B=X’+X?-X-1

8. Montrer que la matrice de ’endomorphisme ¢ de C2[X] dans la base (1, X, X 2) est :
01 1
M= 1|2 1 2| e.#(C)
1 10
elpt: AR =X?+2X=(X’+X?-X—1) x0+ (X?+2X)

elpt: AP =X>4+2X?=(X?+X?-X—-1) x1+4+ (X*+X+1)
elpt: AP =X"4+2X3=(X?+X?-X-1) x(X-1)+ (2X +1)
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9. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de la matrice M.

X -1 -1 -1 -1 X -1 -1 X
elpt:xy(X)=|-2 X-1 2|=(-1)|-2 X-1 =2({=(-1)|0 X+1 —-2(X+1)
-1 -1 X X -1 -1 0 —(X+1) (X -1)(X+1)
L X+1 -2(X+1) | _ 1 -2 | 1 -2
st =GN |G Ry = eorn [ (T = (7
« 0 pt : ainsi Sp(M) = {—1,3}
« 2 pts:

X

1 11 1 1
1pt: M+13= (2 2 2) donc Vect (—1), (0) C Ker(M + I3)
1 11 0 -1

x 1 pt : 1g(M + I3) = 1 donc, par théoréme du rang : dim (Ker(M + I3)) = 2

1 1
et E_1(M) = Vect (1), ( 0 ) =FE_1(M)
0 -1

e 2 pts:

X

-3 1 1 1
1pt:M—3Ig=(2 -2 2)d0chect (2) C Ker(M —313)

1 1 -3 1
1
x 1 pt : 1dim (E5(M)) < m3(M) =1 donc Vect | (2 = E3(M)
1

10. Justifier que 'endomorphisme ¢ est diagonalisable. Déterminer une base de Cy[X] formée de vec-
teurs propres de ¢.

elpt: Y dim(E\(M))=1+2=3=dim(#3,(R))
AESp(M)
OU xy est scindé ET pour tout A € Sp(M), dim (E\(M)) = my (M)

e 1 pt : Vect (1 - X,1-X?%1+2X + XQ) est une base de Cy[X] formé de vecteurs propres
de ¢

Partie III - Etude d’un second exemple
« Dans cette partie uniquement, on suppose que n = 2 et que B = X3. Comme A est un élément de
I'espace vectoriel Co[X], il existe (a, 3,v) € C3 tel que A = o+ X + X2
11. Montrer que la matrice de I’endomorphisme ¢ de C3[X] dans la base ( 1, X, X2 ) est :
a 0 0
T=1|8 a 0] e M3(C)
7 B o«
elpt: AR =a+pX+7X?>=X% x0+ (a+ BX +7X?)
elpt: AP =aX+BX2++X3=X3 ><fy—|—(aX+BX2)
e lpt:AP=0aX?+B8X3+79X*=X> x (v X +8) + (e X?)
12. Montrer que ’endomorphisme ¢ est diagonalisable si et seulement si le polynéme A est constant.
« 1 pt : Sp(T) = {a} car T triangulaire
o« 1 pt : T diagonalisable & T'=als < g=v=0

« 1 pt : ainsi, ¢ diagonalisable < A est constant
(point accordé pour la bonne gestion des objets)
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Partie IV - Etude du cas ot B est scindé a racines simples

« Dans cette partie, on ne suppose plus que n = 2 : le nombre n est un entier quelconque de N*.
Jusqu’a la fin de ’exercice, on suppose que B est un polynéme scindé & racines simples. On note

xg, ..., Ty € C les racines de B qui sont donc des nombres complexes distincts.
o On définit les polynéomes de Lagrange Ly, ..., L, € C,[X] associés aux points xg, ..., z, par :
no X —ux;

k Ly =
Vk € [[O)n]]a k ll;[() Th —

« En particulier, les relations suivantes sont vérifiées :

1 sig=k
V(k,j) € [0,n]?, L (z)) = -
0 sij#k

IV. 1 - Décomposition avec les polynéomes de Lagrange

n
13. Soit P € C,[X]. Montrer que z, ..., x, sont des racines du polynéme D = P — » P (x;) L;.
i=0

« 1ptisij € [0.n], D(ay) = Play)— 3> P(ws) Li(ay) = P(aj)— 3 P (w;) 8y = Play)—P(a;) = 0

i=0 =0

14. Déduire de la question précédente que pour tout P € C,[X], ona P =Y P (x;)L;.
i=0

(2
« 1 pt : le polynéme D est de degré au plus n (comme somme de tels polynoémes)

« 1 pt : d’aprés la question précédente, D admet n+1 > n racines distinctes et est donc
le polynéme nul

15. Montrer que (Lo, ..., Ly) est une base de C,,[X].
« 1 pt : d’aprés 14, la famille (Lo, ..., L,) est génératrice de C,[X]
« 1 pt : de plus, Card (Lg,...,L,) =n+1=dim ((Cn[X])

IV. 2 - Réduction de ’endomorphisme ¢

Pour tout entier k € [0,n], on désigne respectivement par Qy € C[X] et Ry € C,[X] le quotient et le
reste dans la division euclidienne de ALy par B.

16. Soit (4, k) € [0,n]%. Montrer que Ry (z;) = 0si j # k et que Ry, (z)) = A (zy).
o 1pt: AL, = BQy+Ry ainsi A(z;) Ly(z;) = (B Qk + Ri)(x;) = B(x;) Qr(z;) + Ri(z;) = R(x;)
A(zg) sij=k
0 sij#£k
17. En utilisant 14 en déduire pour tout k € [0,n] que ¢ (L) = A (xy) Ly.

o1 pt : A(xj)Lk(xj) = A(.TUJ) (SkJ‘ = {

n

« 1pt s par 14, (L) = 3 ((Le)) (@) L
=0

18. Justifier que ’endomorphisme ¢ est diagonalisable et préciser ses valeurs propres.
o 1 pt:comme L; # 0 alors L est un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre A(xy)

o 1 pt : la famille (Lo, el Ln) est une base de C,[X] constituée de vecteurs propres de .
On en déduit que ¢ est diagonalisable
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EXERCICE 3 : Etude de séries de pile ou de face / 36

Partie I - Etude de la longueur de la premiére série

Dans cette partie, nous allons étudier la longueur de la premiére série. On définit la variable aléatoire

L1 de la maniére suivante :

— si la série n° 1 ne se termine pas (ce qui arrive si et seulement si on obtient que des piles ou que des
faces), on pose L; = 0;

— sinon, on désigne par L; la longueur de la série n° 1.

Ainsi, si I’événement donné dans ’exemple 1 est réalisé, alors on a L1 = 2 tandis que si I’événement

donné dans l'exemple 2 est réalisé, alors on a L; = 3.

I.1 - Calcul de la somme d’une série

19. Rappeler (sans le démontrer) les conditions sur = de convergence de la série géométrique > zF et
k=0

de la série géométrique dérivée deuxiéme > kz*~!. On donnera la valeur des sommes de ces séries.
k=1

e« 1pt: > aFet Y ka*! sont convergentes ssi z €| —1,1]
k>0 k>1

2 pts : Vz € | 11[+§Ojok L etv ] —1,1] onok’fl
e 2pts: Ve | —1, v = et ve € | — 1, "t =
= -z T s (1)

1.2 - Etude de L

Dans cette partie, on considére un entier k € N*,

20. Exprimer I'événement {L; = k} en fonction des événements P; et F; pour i € [1,k + 1].
e 2 pts: Vke N, {L; =k} = (F1 N...NEF, N P,m) U (P1 N...N°P N Fk+1)
21. Montrer que P({L; = k}) = 27*.

« 1 pt: P({Ll :k}) :P(Fl N...N Fx N Pk—i—l) + P(P1 N...N P, N Fk+1)
e 1 pt:=P(F) x ... x P(Fy) X P(Pgy1) + P(Py) x ... x P(P) X P(Fi4+1) par indépendance

1 k+1 1 k
elpt:=2 (- ==
=2 () =(3)
22. En déduire la valeur de P({L; = 0}).

“+o0o
+ 1 pt : la famille ({L; = k})keN est un sce donc ) P({Li=k}) =1
k=0

. 1pt:P({L1:0}):1—2§j <;>k21—<:§§ <;)k—<;>o):1—li%+1:0

23. Démontrer que la variable aléatoire L, admet une espérance, puis déterminer sa valeur. Que repré-
sente ce nombre par rapport au probléme étudié dans cet exercice ?

+ 1 pt : L1 admet une espérance ssi Y n P({L; =n}) est ACV ce qui revient & démon-
n=0

trer qu’elle CV

clpt: S EP({Li=k)}) = 0xP({Li=0})+ 5 kP({Li=k}) =0x0+ 5 k (;)k
k=0 k=1 k=1

1\° XN 1\N* XN 1\*
o () e () - £ () v
<2> kzz:l 2 kgo 2/) N—o+oo (1 _ %)2

o 1 pt : la premiére série dure en moyenne 2 lancers

D=
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Partie IT - Etude du nombre de séries

I1.1 - Généralités

24. Déterminer les lois de N1 et Ns.
« 1 pt: Ni(Q) = {1}, Nao() = {1,2}
. 1pt:{N2:1} = (Pl ﬂPQ) U (F1 ﬂFg)
e 1pt:P({No=1})=P((PANP) U (FLNF))=PP) xP(PR) + P(F) x P(F) :%

e 1pt:P({No=2})=1-P({N2=1}) :1—%:%car ({N2 =1} ,{Ny =2}) est un sce

25. Quel est 'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire N, 7

e 2 pts : N,(Q) =[1,n]
(dont 1 pt pour la qualité des explications)

I1.2 - Relation de récurrence pour la loi de N,
Dans cette sous-partie, on détermine une relation de récurrence entre la loi de N, 41 et la loi de N,,.
26. Soit k € [1,n+ 1]. Justifier que 'on a l'égalité d’événements :

{Nn+1:k’}ﬂpnﬂpn+1:{Nn:k’}ﬂpnﬁpn+1

puis en déduire :
1
P({Npt1 =k}) N PyN Ppy1) = 3 P({N, =k} N P,)

o 2 ptS : Vk € [[1,Tl+1]], {Nn+1 :k}ﬂPnﬂPn+1 :{Nn:k’}ﬂpnﬂpn+1
Lors des n+1 premiers lancers, exactement k séries sont apparues et la derniére série
débute lors d’un lancer de rang inférieur ou égal a n

e 1pt:P({Npp1 =k} N PyNPoy1) =P({Np =k} NPy Prp)
=P({Nn =k} NPy | Poy1) X P(Prs1) = P(Pog1) X P({N, =k}NP,) = % P({N, =k}NP,)

27. En utilisant la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements :
(anPrH»la anFnJrl; anPn+1a anFn+1>

et les relations précédentes, montrer que l'on a pour tout k € [1,n + 1] la relation :

1

P({Nasr =}) = 5 P({Na = k}) + 3 P({Na =k~ 1})

e 1pt: P({Npp1 =k}) =P({Nny1 =k} N PaN Pop1) + P({Nny1 =k} N FuN Frp)
+P({Np41 =k} N F, N Ppy1) + P({Npy1 =k} N P, N F,4q) par FPT

«1pt: ...:%P({Nn:k}ﬂPn)—F%]P’({Nn:k:} N E,)
% P({N,=k—1} an)+% P({N,=k—1} N P,)
. 1pt::%<P({Nn:k}ﬂPn)+P({Nn:k}ﬁFn)>+%<P({Nn:k—l}mPn)—HP’({Nn:k:—l}an)j

:% P({N,=k}) + %P({Nn:kz—l}) par FPT




PSI 11 DECEMBRE 2025
Mathématiques

11.3 - Fonction génératrice, loi et espérance de N,

Pour tout m € N*, on note GG;,, : R — R la fonction génératrice de la variable aléatoire IV,,, dont on
rappelle la définition :

Ve e R, Gp(z) = kin:l P({Np = k;})xk’

En particulier, on déduit des résultats précédents (on ne demande pas de le vérifier) :

Vo € R, Gl(l') =
28. Déduire de 27 que pour tout x € R, on a la relation :
142z
Gnia(z) = 9 Gn(x)
n+1 & n+1 1 1 .
e 1pt:Gun(e) = 5 B({Nops = k}) 2 = ( PN =) + 1 P({Nn:k—l})> v
k=1 k=1
1 n+1 1 n+1
. 0 pt: ZP({N k})xk—i—QZ P({N,=4k—1}) a*
k=1

S P({Na=k}) 25 + o
k=1 k=1
(

C1pti= g Gale) + % S P({Na=k}) o= L Gale) + %x S P({N, = k}) o
k=0 k=1

[\D\H

29. Déterminer une expression explicite de G, (z) pour tout n € N* et tout « € R.

« 1 pt : récurrence écrit correctement (dont initialisation)

1\""
Vn € N*, Vo € R, Gp(z) = <m—2|— > x

z+1 r+1 [(z+1\"!
5 Gp(z) = 5 (2) x

30. Rappeler I'expression de l'espérance de N,, en fonction de G}, dérivée de la fonction génératrice
G,. En déduire 'espérance de la variable aléatoire N,,.

« 1pt:Gh(x) = kzz P({N,=k}) x ka*t~! = kz; kP({N, = k}) 2+

o 1 pt : hérédité G, 1(x) =

P1pt:GL) = 3 KB((Nu=K}) 10 = 5 EB((Nu=K}) = E(V)

1 n—2 1 1 n—1
e 1pt:Gh(x) = (n—1) (x—i— ) - Xz + (x—i— ) ><1doncG’n(1):n+1

2 2 2 2

81. Déterminer la loi de la variable aléatoire INV,, a partir de ’expression de G.,,.

1pt:Gp(z) = <§ | ;)n_l T = <;)n_1 z (x+1)"t = (> x::; (”_ 1> kopynt-k
R (S ISR TS P O

n 1 1 n—1
« 1 pt : les polynémes ) <Z 1> <2> XF et Z P({X, =k}) X" sont égaux et ont
k=1 -

donc méme coefficients

Nn(Q) = [1,n]
o 1 pt: finalement, la loi de V,, est donnée par : vk € [Ln], IP’( (X, = k:}) _ (Z: 1) (;)'rz—l




