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DS6

EXERCICE

Soit n € N*. On considére une matrice A € .#,(R) et on note : B = (A 2A>.

A 24

Etude d’un cas particulier

Dans cette partie, on note : A = (? ;)

1. Justifier que A est diagonalisable et donner ses valeurs propres.
2. Montrer que 0 est valeur propre de B et donner la dimension de ’espace propre associé.

3. Soit A une valeur propre de A et soit X € .#51(R) un vecteur propre associé a \.
Exhiber un vecteur propre de B.

4. Démontrer que la matrice B est diagonalisable.

Cas ou A est diagonalisable

On suppose dans cette partie que A € ,(R) est une matrice diagonalisable qui posséde n valeurs
propres distinctes.

5. En s’inspirant de I’étude précédente, démontrer que la matrice B est diagonalisable.

PROBLEME 1
Objectifs

Dans la partie I, on considére deux exemples de fonctions indéfiniment dérivables sur R et on s’in-
terroge sur l'existence d’un développement en série entiére dans un voisinage de 0 pour ces fonctions.

Dans la partie II, indépendante de la partie I, on démontre le théoréme de Borel en construisant,
pour toute suite réelle (b,)pen, une fonction f indéfiniment dérivable sur R telle que pour tout p € N,
on ait : fP)(0) = b,,.
Partie I — Deux exemples de fonctions indéfiniment dérivables
On considére la fonction f définie sur R par :
+o0 .
Ve eR, f(x)= / e~ t1=itT) gy
0

6. Montrer que la fonction f est bien définie sur R.

+o0
Pour tout p € N, on note I', = / tPe™t dt.
0

7. Pour tout p € N, justifier 'existence de I', et déterminer une relation entre I',11 et T',.
8. En déduire, pour tout p € N, la valeur de I',.
9. Montrer que f est indéfiniment dérivable sur R et déterminer, pour tout (z,p) € R x N, f (») ().

(o
10. En déduire le rayon de convergence de la série entiére / '( ) P
p>0 P

La fonction f est-elle développable en série entiére en 07
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+oo .
On considére la fonction g définie sur R par : Vz € R, g(z) = > e k(-ika),
k=0

11. Montrer que g est indéfiniment dérivable sur R et déterminer, pour tout (z,p) € R x N, g® (z).
12. Montrer : Vp € N, ‘g(p) (0) ‘ > p?P 7P,

zP.

®(0
13. En déduire le rayon de convergence de la série entiére J '( )
p=0 P-

La fonction g est-elle développable en série entiére en 07

Partie II — Le théoréme de Borel

14. Déterminer deux nombres complexes a et b tels que pour tout x € R :

1 a b

1+:c2_x—z'+:c+i

1
15. On considére la fonction 1 définie sur R par : Vo € R, ¢(x) = -
x—1
Montrer par récurrence : Vp € N, Vo € R, ¢®)(z) = =0t
: , , @t
16. Déterminer, pour tout p € N, la dérivée p®™ de la fonction (; définie sur R par :
1
Vz € R, =

pt1

17. Montrer : Vp € N,Vo € R, | (z + )P — (x —4)PT! | <2(1+2%) 2.

p!
’CL‘|p+1 :

18. Pour tout réel «, notons ¢, la fonction définie sur R par :

En déduire : Vp € N,Vz € R*, )gpgp) (z) ‘ <

1
Ve eR valv) = e
. (») P’
Montrer : ¥p € N,Vz € R*, |a] x “Pa (:E)‘ < [P+
x

On considére une suite réelle (a,)nen et on lui associe la suite de fonctions (uy, )pen définies sur R par :
ap x"

Vn €N, Vo € R, un(2) = 75y

19. Pour tout n € N, on note a, = vn!a,. Montrer que pour tout p € N, tout entier n > p et tout

rzeR:
n!

p
(p) _ p n—k (p—k)
) =on £ (1) o e e

20. En déduire que pour tout n € N et tout p € [0, — 1] : u,® (0) = 0, et déterminer u%n)(O).

21. Montrer que pour tout entier n € N*, tout entier p € [0,n — 1] et tout réel = :
|l,|n—p—1

X m
+o00

22. En déduire que la fonction U = ) wu,, est bien définie et indéfiniment dérivable sur R.
n=0

p! 2"

P
23. Montrer que U(0) = ag et que pour tout entier p > 1: U®)(0) = 3 u;p)(O) +p! ap.

n=0
24. Déduire de ce qui précéde que pour toute suite réelle (by)pen, il existe une fonction f indéfiniment
dérivable sur R telle que pour tout p € N, on ait : f® (0) = bp.

Ce résultat est appelé théoréme de Borel. Il a été démontré par Peano et Borel a la fin du X1x® siécle.
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PROBLEME 2
File d’attente

Toutes les variables aléatoires sont définies sur un méme espace probabilisé (Q, A, IP’).

On s’intéresse a une file d’attente a un guichet. A I'instant 0, la file contient un client. On suppose
qu’a chaque instant £ € N* il peut arriver au plus un nouveau client dans la file.

Pour tout k£ € N*, on note X, la variable aléatoire qui vaut 1 si un nouveau client arrive & I'instant
k et 0 sinon.

On suppose que (X)ren= est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées selon une loi de Bernoulli de paramétre p € 10, 1].

On repére chaque client par un indice qui donne son ordre d’arrivée dans la file : par définition, le
client initialement présent a pour indice n = 0, le premier nouvellement arrivé & pour indice n = 1,
etc.

On rappelle que la fonction génératrice d’une variable aléatoire X & valeurs dans N est la fonction

Gx définie par :
+oo .
Gx(t) = X%)IP’({X :j}) 2
J:

Partie I - Temps d’arrivée du n®™¢ client

25. On note T7 la variable aléatoire égale au temps écoulé entre le temps 0 et le temps ou arrive le
client d’indice 1.

Justifier que pour tout k € N*, IP’( {Th = k}) = (1-prtnp.
26. On note A I'événement « aucun nouveau client n’arrive dans la file ».

Exprimer A en fonction des événements {1} = k}, k € N*. En déduire P(A). Interpréter.
27. Déterminer le rayon de convergence R de la fonction génératrice de T3 puis calculer sa somme.
28. En déduire 'espérance et la variance de T7.

29. Pour tout n € N*, on note T, la variable aléatoire égale au temps écoulé entre l'arrivée du client
d’indice n — 1 et le client d’indice n. On admet que les variables aléatoires T, sont indépendantes
et de méme loi.

On note D, =11 + ...+ T}, la variable aléatoire qui donne le temps d’arrivée du client d’indice n.
Calculer 'espérance, la variance et la fonction génératrice Gp, de D,,.
30. Rappeler le développement en série entiére de (1 + x)® au voisinage de z = 0 pour a € R.

En déduire le développement en série entiére de Gp,, en 0 et montrer que pour tout (k,n) € (N* )2 :

0 sik<n

P({Dn=k}) = <k—1

) ) p" (1 —p)F=™  sinon
-n

Partie II - Etude du comportement de la file

I1.1 - Une suite récurrente

R — R

Soienta>Oetf:{ N exp(a(a:—l))

On s’intéresse au comportement de la suite (z,)nen+ définie par :

z1€10,1] et VneN* z,11 = f(zn)
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31.
32.

33.

34.

35.

Montrer que pour tout n € N*, z, € |0, 1] et 2,41 — 2, est du méme signe que zo — 27.
En déduire que (z,)pen+ converge vers une limite £ € [0, 1] vérifiant f(£) = £.
10,1] — R
x = In(z)—a(x—1) "
Montrer que pour tout x > 0,ona: 0< ¢¥(x) & f(x)<zet(x)=0 < f(z)==x.

Soit la fonction ¥ :: {

On suppose dans cette question que a < 1.

Etudier le signe de ¥ et montrer qu’elle ne s’annule qu'en = 1. En déduire : z, —+> 1.
n——+0oo

On suppose dans cette question que a > 1.

Etudier le signe de 1 et montrer que I’équation f(x) = x d’inconnue z € [0, 1] admet exactement
deux solutions « et 1 avec a € |0, 1] qu’on ne cherchera pas a expliciter.

En distinguant les cas z; € ]0,a] et 21 € [, 1], montrer que z, — .
n—+oo

I1.2 - Groupe de clients

36.

37.

38.

39.

40.

41.
42.

On suppose que les clients de la file d’attente sont servis suivant leur ordre d’arrivée par un unique

serveur et que la durée de service de chaque client est une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson
. . AE
de parameétre A > 0 : pour tout k € N, le service a une durée k avec la probabilité e~ E

On rappelle qu’initialement la file contient un unique client : le client d’indice 0.

On note S la variable aléatoire égale a la durée de service de ce client. Comme a chaque instant il
arrive au plus un nouveau client, il peut arriver entre 0 et S nouveaux clients pendant le temps de

passage au guichet du client d’indice 0. Les variables S et (Xn )n e+ Sont supposées indépendantes.

On appelle « clients du premier groupe » les clients qui sont arrivés pendant que le client d’indice 0
était servi. Par récurrence, pour tout k > 2, on définit les clients du k®™° groupe comme étant les
clients qui sont arrivés pendant que ceux du (k — 1)®™® groupe étaient servis.

Pour tout k£ > 1, on note V;, la variable aléatoire égale au nombre de clients du £*™¢ groupe.

Par construction, pour n € N*| si le n®™® groupe est vide, alors 'événement {V} = 0} est réalisé¢ pour
tout k > n.

Quelle est la situation concréte décrite par 'événement Z = |J {V, = 0}.
neN*
Quelle est la loi du nombre N,, du clients qui sont arrivés dans la file d’attente dans I'intervalle de

temps [1,n] ?

Pour tout (n, k) € N?, calculer P({Vy =k} | {S=n}).
En déduire que V; suite une loi de Poisson dont on précisera le parameétre.
On note z, = P( {V,, =0} ). Montrer que (2,) converge et que P(Z) = lim z,.
n——+00

J
Justifier que pour tout (j,n) € N%, P({V,11 =0} | {Vi =j}) = (IF’( {V,, =0} )) .
On distinguera le cas j = 0.
Montrer que pour tout n € N*, z,11 = exp ()\p (zn — 1) )

Déterminer, suivant les valeurs de Ap, la limite de la suite (z;,)nen+. Interpréter.




