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Exercice 1

Intégrale de Wallis et intégrale de Gauss

1.

™

On définit : Vn e N, W,, = /2 cos”(t) dt.
0

Etudier la monotonie de la suite (WW,,).

e 1 pt:Vte|0,5], cos(t) >0 donc 0 < (cos(t))nJrl < (cos(t))" cas (cos(t))" > 0.

(cos(t))n+1 dt < /’2’ (cos(t))" dt =W,
0

jus
2

« 1 pt : par croissance de l’intégrale W, | = /
0

Montrer : Vn € N, (n 4+ 2) W42 = (n+1) W,,.

s s

« 1pt: /0 cos(t n+2 dt = [ sin(t) (cos(ﬁ))nJrl }j —(n+1) /02 (cos(t))” (—sin(t)) sin(t) dt
« 1 pt: (sin(t ) — (cos(t) )2
Montrer : Vn € N, (n+ 1) W, Wy = g

s
s
2

o« 1 pt: Wy :/0 (cos(t))o dt = g et Wy = /02 (cos(t))1 dt = [ sin(t) f =1 d’ou #(0)

[

o1 pt : (1’L—|—2) Wn+2Wn+1: ((7’L+2) Wn+2) XWn+1: ((n—l—l) Wn) XWn+1: 9

s

. En déduire : W,, ~ —.

n——+oo 27],

« 1 pt: (W,) étant décroissante : W, ;o < Wy < W,

« 1 pt: W, —/ cos(t))" dt > 0 car hy, : t — (cos(t))" strict. positive et 0 sur |0, 7]

Wn+2 < Wn+1 < Wn
Wi, W, W,

« 0 pt:

Wn+2 . 7’L+1

W, a n+ 2 n—:\-/koo

o 1pt:n(VVn)2 ~ (n+1)><Wn><Wn+1:E

n——+oo 2

w,
o 1 pt : d’aprés la question 2, ﬁ:1 — lethzl — 1
n

n—-+o0o n n—-+o00

+oo 2 +oo 2
On note I = / e dretJ = / e " dx.
0

—0o0

5. Justifier I'existence de I.

+oo
e 1 pt:t— e " continue sur I'intervalle [0, +00[ donc / e at impropre en +oc.
0

_ 42 42 _ ” N .
« 1 pt: ‘e t | =e "= o (e t) et théoréme de comparaison correct

t—+oo
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6. Pour tout n € N, on considére la fonction :

fniz <

+o00 Vvn 22\ "
Montrer : lim fo(z) dz = lim <1 — ) dx = I.
0

n—+oo  Jg n—-+o0o n

Il s’agit d’appliquer le théoréme de convergence dominée a la suite de fonctions (f,).

o« 2 pts : | Existence d’une limite finie - étude « en n »

to®\"
1 pt : pour n suffisamment grand () < /n cad n > [to?| +1) : fu(to) = <1 — 0)
n

to? —t2 to? 2
1pt:nIn{ 1—— ~ X doncexp| n In{ 1—— — e

n n——+oo w mn n—-+4oo

X

X

« 0 pt:u:t— e est continue par morceaux sur [0, +00]

o 2 pts : | Intégrabilité (par domination) - étude « en ¢ »

2\ " 2\ "
(=5) 1=0-%)
n n

t2\"
x 1 pt : par inégalité de convexité : Vx € R, e®* > 14 x donc 0 < <1 — n> < et

1ot s [ falt) | = | Tym () | x

X

+00 +oo
« 0 pt: par TCD, u intégrable sur [0, +oo[ et lim fn(t) dt = / < lim  f,(t) > dt =
0 0

n—-4o00 n—4o00
—+00 —+00 9
/ u(t) dt = / e dt
0 0

7. En utilisant le changement de variable x = /n sin(u), aprés avoir justifié qu’il est licite, montrer

que pour tout n > 1:
/ (1 - ) dr = v/n Wani1
0

n

™ ™

e 1 pt:e:ur /n sin(u) €' sur [0,3] et strict. croissante de [0, 3] sur [0, /7]

A O R A (e IR

« Opt: \/75/072r (1 - W>ncos(u)du = \/5/072r ((cos(u))z)ncos(u)du = \/5/072r (cos(u))2n+1du

n

8. En déduire la valeur de I puis de J.

v 2 \" ™ NV RvLs
.1 pt: 1=} de=n Wons  ~ T
p /0 ( n) v \/ﬁ 2n+l n—>—0—oo\/H 2(2n—|—1) n—s+4oo 2%
NG N
< l‘) dr = VT
0

1— 2
2

n

.1pt:I:nEToo
1,2

o 1 pt : comme x+— e ¥ est paire sur R, I et J sont de méme nature et J =21 = /7
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Autour d’une équation différentielle
On considére I’équation différentielle définie sur R par : zy” + ¢’ + 2y = 0.

9. Déterminer les solutions développables en série entiére de (II.1) sur R.

o 4 pts : analyse

+o00
1 pt : f DSE donc il existe (a,)neny €t R > 0 telle que Vo € | — R, R, f(z) = ) apa”

X

n=0
f est la somme d’une série entiére donc de classe ¥ sur | — R, R[ et par th de
dérivation sous le symbole somme pour les séries entiéres, [’ et f/ DSE sur |— R, R |

1 pt : pour tout z € | — R, R[, zf"(z) + f'(z) + x f ()

X

+oo +oo +oo too
= > (n+l)(n)ap+12"+ >, (n+1)anp12"+ Y, ap—12" = a1+ >, ((n+1)(n+ 1)ant1 + ap—1) 2"
n=1 n=0 n=1 n=1

=0

X

ai
1 pt : par unicité du DSE
Vn>1, (n+1)2%ap41+a,_1=0
) o (=1)"
1 pt : par récurrence immeédiate : Vn € N, ag, = ———= ap et a1 =0
(2” X n!)

X

o 2 pts : synthése

&

="
x 1 pt : notons f:xz+—ag ), 20"

22 et 1 Vn €N, uy,(z0) =

=0 220 (n!)’ 221 (nl)?
(=t 2(n+1)
ap o
1ot Un—i—l(xo) 22(n+1) ((n+1)!)2 ‘ (_1)n+1 ‘ 22n (n' )2 | ao ’ ’.f[f() ‘2n+2
X pt: = = —
) o 2200 (g )1 107 ol Jao
— 2 @0 Zo
22n (n')
1
T 1) | o |2 =7 0 < 1 donc pour tout g, la série numérique ) u,(z9) CV
n n [es]

400 —1)"
x 0 pt : ainsi ’ensemble des solutions DSE est Vect (g) ot g: z — > (7)2
n=0 22n (n')

2n

10. Démontrer qu’il existe une unique solution développable en série entiére, notée S, telle que S(0) = 1.

« 1 pt : si S est une solution DSE, alors il existe A € R tel que Vz € R, S(z) = X g(z)

—1)0 00 _1\n
.Opt:S(O):)\g(())etg(O)ZQ((](1))')2 Jrz: ((lr)z')z 02" =1 donc A =1

On définit : Vo € R, G(x) = ! / cos (zsin(t)) dt.
0

™

11. Montrer que G est définie sur R et de classe €2 sur R.

o« 2 pts: Caractére €2 - étude « en = »

x 1 pt : pour tout ty € [0, 7], hy, :  — cos (sin(t) z) est de classe ¢* sur R
x 1 pt : pour tout x € R :

hy/(x) = —sin(sin(to) #) x sin(tg) = —sin(to) sin (sin(to) )

hy,"(z) = —sin(tg) cos (sin(to) ) x sin(ty) = —(sin(to))2 cos (sin(to) )
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« 3 pts : | Intégrabilité (par domination) - étude « en ¢ »

x 1 pt : Intégrabilité (sans forcément dominer)

t > hy(x) = cos (z sin(t)) et ¢ — h/(xz) = —sin(t) sin (z sin(¢)) intégrables sur [0, 7] car
continues sur le SEGMENT [0, 7]

x 2 pts : Intégrabilité par domination

» 1 pt : pour tout = € R, la fonction ¢t — h,/(x) = —(sin(t))2 cos (z sin(t)) est continue
par morceaux sur l’intervalle [0, 7]

» 1 pt: ‘ —(sin(t))2 cos (x sin(t)) ‘ = |sin(t) |* | cos (z sin(t)) | <1x1
12. Montrer que G est solution de (II.1) sur R.
o 1 pt : en regroupant = G”(x) et x G(z), on obtient : x G"(x) + G'(z) + © G(x)
= % /07r cos(t) x (z cos(t)) cos (x sin(t)) dt — % /07r sin(t) sin (z sin(t)) dt

o« 1pt: /O7T cos(t)x (z cos(t)) cos (z sin(t)) dt = | cos(t) sin (z sin(t)) }: +/07r sin(t) sin (z sin(t)) dt
= /07r sin(t) sin (z sin(t)) dt (car sin(0) = sin(7) = 0)

13. Montrer : G = S.

1 T 1 i
« 1 pt : G est solution de (IL.1) et vérifie G(0) = — / cos (0 x sin(t)) dt = — / ldt=1
T Jo T Jo
E=y (_1)n 2
e 1 pt : cos DSE et Vu € R, cos(u) = > u"
n=0 (Qn)'
1 T +oo (1) n
donc G(x) = = </0 ngo ((Qn;! (sin(t))2 dt) 2"
e 1pt: Intégrabilité sur un segment

Pour tout n € N, la fonction f,, est continue sur le SEGMENT [0, 7].

« 2 pts : | Convergence uniforme (par convergence normale)
-1 1 1 1
x 1pt: !fn(t)} ‘ ( ; (sin(t))zn | sin(t) }Qn < < —

(2n)!

1
x 1pt:VneN, 0 < [[falloc,jo] < —; et théoréme de comparaison des SATP
n!

Exercice 2

Construction d’une norme sur .#,(R)

I - Etude de I’application N

Dans toute cette partie, on considére A une matrice quelconque de .#,(R) dont on note L1, Lo, ..., L,
les n lignes et C1,Cs, ... C, les n colonnes, que 'on pourra identifier a des éléments de R™.

14. Soit X € R™ tel que || X|| = 1. En notant M = max ||L;||, montrer :

1<i<n

IAX|| < M+/n

On pourra au préalable s’intéresser a la i€ ligne de la matrice AX et utiliser I'inégalité de Cauchy-
Schwarz pour les vecteurs de R".
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2
« 1 pt: ‘AXH—”Z AX Z (Za@jxxj)
=1 =1 —

. 1pt:siic [La], (z x> < (z (amf) (z () ) = L IXIP = 12l <

J=1

2
n n n
e 1 pt: > (Zai,jx:cj> < Y M? = nx M?
1

i=1 \ j=1

AX,
15. En déduire que lapplication N est bien définie, puis : N(A) = sup | OH.
Xo#0 |1 Xoll

e 1 pt: {||[AX] | X e R" et [ X| =1} est un ensemble de réels non vide et majoré
« I pt:si|X||=1

AX AXy
axy = 14X, 4%l
x| = ||X0||;£0 [| Xol|
AX
Ainsi, sup 1 AXo| est un majorant de ’ensemble {||[AX]| | X e R et [X| =1}.
1Xol0 |1 Xoll
AX,
I1 est donc plus grand que le plus petit des majorants : sup |[AX]| < I oll
IX|=1 X020 1 Xoll

e 2 pts :si [ Xg|| #0

1
1pt: H H ‘ 1Xoll = - [ Xo =
| Xol| | Xol| HX |
|AXo| 1 Xo
x 1pt: = |AXo|| = 7-AX0 =|lA < sup  ||AX]|
[Xoll (| Xoll | Xol| 1 Xolll] ™ jx =1

16. Montrer que l'application N ainsi définie est une norme sur .#,(R).
« 1pt: N(A-A) =sup {wx JAX| | X €R” et |X]| :1} — A x sup {-} =\ x N(4)
e 1pt:siY;=(0,...,0,1,0,...,0) : 0 <||AYj|| < sup [AX]| = N(A)=0

llX]1=1
pour tout j € [1,n], Cj = Ogn. Ainsi : A =04, (r)-
e 1pt:|[(A+DB)X| = HAX—FBXH < ||AX || + ||BX]|| < N(A) + N(B)
. . , I Mp(R) — Ry
17. En est-il de méme pour I'application M o (M)
0 1 1
elpt:M=|" " 7 ‘| alors Spc(M) = {0} et donc p(M) = max |\ =max {0} =0.
: KN AESpc (M)
0o ... ... 0

Or M # 0 _4,®).- Donc p n’est pas une norme.

18. Soit A € D,,(R) dont on note d1, ..., 0, les termes diagonaux.
Vérifier : N(A) = max | 6; |-

It

o 2 pts : démontrons N(A) < max |J;|. On suppose || X|| = 1.

1<i<n

0171 0171

< 1pt: |[AX|2=(Ax,AX)=([ : |.| : =2 Gi=m)’ =3 6222
5n$n 5n$n =1 =1




PSI 10 MARS 2026
Mathématiques

19

20.

21.

22.

23.

X

n 2 2 ., 2
Lpt: [AXIFE< 3 ((m 1) ) = (s, 191) et = (s, 101)

1=

0pt: Al =sup { [|[AX[[|X €R" et [X]=1}< max [d;|

1<j<n

X

e 2 pts : démontrons N(A) > max |J; |
1<i<n

Xtx

x 1 pt : notons i I’entier tel que : |d;,| = max |0J;|
1<j<n
x 1 pt : comme ||Y; || =1, alors |d;, | = ||[AY;,|| < sup [[AX||=N(A)
[ X[l=1

A T'aide de I'application X ~ ||AX||, démontrer : N(A) = Hr)r(lﬁzmxl I|AX]|.

e« 1pt: fa:X +— ||AX] est continue sur .#, ;(R) comme composée de fonctions continues
(norme + application linéaire)

« 1 pt : 'ensemble S = {X € #,1(R) | | X|| = 1} est fermé (S = |- ||7'({1})) et borné
(S C By (0.4,,®)1))

Etablir : VX € R™, [|AX|| < N(A) x | X].

e 1 pt:siX=0gn, AX =0pn et ||[AX| =0 donc [|[AX|| =0 < 0=N(4) x || X||
1
1]

. 1 X
e 1 pt : si X # Ogn, alors |AX|| = HHXH AXH = HAHXHH <sup ||AU|| = N(A)

vueS

Soit B une autre matrice quelconque de .7, (R). Montrer :
N(AB) < N(A) x N(B)
« 1 pt: |[(AB)X| = ||A(BX)|| < N(A) x |BX|| < N(4) x (N(B) x | X||) = N(4) x N(B)
o 1 pt:enprenant X € S, N(A)xN(B) est un majorant de I’ensemble {||(AB)X]|| | | X]|| =1}
Montrer : max ||C;]] < N(A).
1<i<n
e 1 pt:AY;=C; et comme ||Yj|| =1 alors ||C}|| = ||A Y]] < N(A)

Déterminer N(A) dans le cas ot toutes les colonnes de A sont nulles, sauf la derniére.

00 O
En déduire N(A) danslecasoun A= | 0 0 -1
0 0 1

« 1 pt: ||C,]| < N(A) d’aprés la question précédente

n

. 2 n
o 1pt:si||X|| #0, AX = (a1,0Zn,  ,annzn) et donc |[AX| = [ > (ain )" = \/xn2 > ain?
i=1 i=1

donc [|AX]| = |za| x [[Call < [|Cnl| [[X]| done N(A) < |Gy

e 1pt: N(A) = |Cull = V(D2 + 12 =2

IT - Cas des matrices orthogonales et symétriques

Dans cette partie, A € #,(R) et U € O,(R).

24.

25.

Déterminer N (U).

e 1 pt : comme U € O,(R) alors |[UX]| = || X] donc N(U) =1
Démontrer que N(UA) et N(A) sont égales.

« 1 pt : comme U € O,(R) alors |[U(AX)| = ||AX]|| donc N(UA) = N(A)
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26.

27.

28.

En considérant Xy € R™ o || Xg|| =1 tel que ||AXy|| = N(A), démontrer : N(AU) = N(A).
« 1 pt : on note Yy = U~1Xj alors ||[Yo| =1 et N(AU) > ||AU Y| = |AX|| = N(A)
e 1pt + [JAUX|| < N(4) x [UX]| = N(4) x | X]| = N(A)

On suppose de plus dans cette question uniquement que la matrice A est une matrice symétrique
réelle de ., (R). Montrer : N(A) = p(A).

« 1 pt : par théoréme spectral A = UAU”
« 1 pt : par 25-26, N(A) = N(UAUT) = N(AU") = N(A)
« 1 pt : par 18, N(A) = p(4)

21
Déterminer N(A) danslecasou A= | 1 2
11

N = =

« 0 pt : d’aprés la question précédente, A est symétrique réelle donc N(A) = p(A)
e« 1 pt:1eSp(A) (car A— I3 = (1)i<; j<3 non inversible)
e 1 pt: Ei(A) =dim(Ker(A—1I3)) =3 —rg(A—I3)=3-2=1

e 1 pt : comme A diagonalisable, A est semblable & une matrice dont les 2 premiers co-
efficients diagonaux sont 1 et le dernier noté A. Comme tr est invariant par similitude :

tr(A)=6=1+1+ X donc A\ =4
0 pt : p(A) = max (|0], [4]) = 4

Exercice 3

Approximation de v/2 via la méthode de Héron d’Alexandrie

Soit @ € Ry. On définit la suite (c,(a)), oy Par :

29.

30.

31.

cola) =1

Vn e N, cpr1(a) = % <C"(a) * C:Z@))

Montrer, par récurrence sur n € N, que, pour tout n € N, ¢,,(a) est bien défini et que ¢,(a) > 0.

e 1 pt: P(n): cy(a) est bien défini et que c,(a) >0
o 1 pt : initialisation
o 1 pt : hérédité

Pour tout n € N, donner une expression de ¢,11(a)? — a faisant intervenir (cn(a)2 — a) .
En déduire que, pour tout n > 1, ¢,(a) > V/a.

<cn(a) + ch(La)>2_a _1 cn(a)? + 2a + cnc(i)2> —a = i <cn(a)2 —2a+ ch(LZF)

(ento) - <>> =

« 1 pt : donc pour tout m € N, ¢,,41(a)? —

e Ipt:cyii(a)®—a=

N

e Ipt:cyii(a)®—a=

Montrer que (cy(a)), oy converge vers \/a.

. 1pt : cuir(a) — cala) :% (—cn(a) + “) :% (“_CW> <0
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o 1 pt : la suite est décroissante et minorée par \/a donc converge vers ¢ > \/a

1
« 1 pt : par unicité de la limite ¢ = 5 (¢+ %) et donc ¢ = \/a

32. Calculer ¢1(2). A l'aide de la question 30, montrer que, pour tout n € N* :

(22 —2<8 (312)

Visa@+ O ( <312> )

2n71

En déduire :

3
e 1 pt:c(2)= 3 (calcul)
« 2 pts : par récurrence

x 1 pt : initialisation

on—1\ 2 2n

271,71

¢ 1pt:0<cn(2)?-2=(cn(2)—V2) (cn(2)+V2) <8 (312> puis x

Racine carrée d’une matrice symétrique positive
A - Racines carrées de la matrice I,

33. Rappeler sans démonstration la description des matrices de O(2).
On décrira leurs coefficients en fonction d’un paramétre 6 € R.

« 1 pt : O(2) contient les matrices de rotation R(f) = (Zi?gz)) CZ:Zé?))

et de symétrie S(0) = (Z?S((g; _iig?g))

34. Déterminer les racines carrées de Iy appartenant a O(2).
Que peut-on conclure quant au nombre de racines carrées de Iy ?

« 2 pts:

« 1 pt : R(0) R(0) = R(20) = (C°S<29> —sin<29>>

sin(260)  cos(26)
x 1 pt: R(0)> =1 cos(20) =1 et sin(20) =0 < 0 =0[x] et 6 =0[] < 6=0[n]
donc R(0) = £1
« 1 pt : S(0)? = I, donc toute matrice S(f) est une raince carrée de I

e 1 pt : on en déduit qu’il y un une infinité de racines carrées de I

B - Existence et unicité d’une racine carrée symétrique positive

35. Rappeler sans démonstration la condition nécessaire et suffisante portant sur le spectre d’une matrice
symétrique pour qu’elle soit positive.

« 1 pt:siAcS(R)alors Ac S/ (R) <« Sp(4) CRy
36. Soit M € S (R). Déterminer une matrice B € S;(R) telle que B* = M.

e« 1 pt:siMe S;(]R) alors, par théoréme spectral, M = P diag(dy,...,0,)P~! avec ¢; > 0

8
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e 2 pts : B = Pdiag(v/d1,...,v0,)P~! est tel que :
« 1pt: B2 = P(diag(v/31,...,v/3,)) Pt = Pdiag(dy,...,0,)P™ = M
x 1 pt : P(diag(v/41,...,v0,)) P! est symétrique (puisque P” = P) et B € S (R)
car Sp(B) C Ry
37. Montrer que B est la seule racine carrée de M appartenant a S; (R).

e 1 pt:...

On note alors v M 'unique racine carrée symétrique positive de M.

Une méthode de Héron d’Alexandrie matricielle

On munit 'ensemble .#,(K) d’une norme || - ||. On rappelle que, par I'équivalence des normes en
dimension finie, la notion de convergence d'une suite (M), & valeurs dans .#;(K) ne dépend pas
du choix de la norme || - ||.

On pourra alors utiliser librement et sans démonstration dans tout le sujet les deux résultats suivants :
pour toute suite (M), oy & valeurs dans ., (KK) et pour toute matrice M € .#,(K),

- la suite (My), oy converge vers M si et seulement si, pour tous 1 < i,j < ¢, la suite ([Mn]zj> N
Y/ ne
converge vers [M]; ;;

- si A € My(K) et si la suite (My), . converge vers M, alors les suites (AM,),cy et (MpA), cn
convergent respectivement vers AM et M A.

Soit M € S;r (R). On note Ay, ..., Aq les valeurs propres de M comptées avec multiplicité.
On rappelle que, d’aprés le théoréme spectral, il existe une matrice P € O(q) telle que :

M = Pdiag (\1,...,A\,) Pt

On rappelle de plus que, pour tout réel a > 0, la suite (c,(a)), oy définie en début d’exercice, est a
valeurs strictement positives et converge vers y/a. On pose alors :

My =1,
1
YneN M, = 3 (Mn + MMn*I)
38. Montrer, par récurrence sur n € N que, pour tout n € N, M,, est bien définie et :
M, = Pdiag (¢, (A1) ,...,cn(Ng)) P

« 3 pts : par récurrence
x 1 pt : initialisation diag (co (A1),...,c0(Ng)) = I et My = PI,P" =1,

x 2 pts : hérédité : ¢, (\;) > 0 donc M,, = Pdiag(c, (A1) ,...,cn (Ag)) P" est inversible et
M+ est bien définie

M M;' = Pdiag (M, ..., \) P" x P diag (Cn(lm, o cn&q)) P
. A .
= Pdlag (Cn()\l) + %, cey Cn()\q) + ﬁ) PT — Pdlag (CnJrl()\l), ey Cn+1()\q)) PT

39. En déduire que la suite (My), .y converge vers v M.
« 1 pt: M, =PD,P" — PDP” avec D = diag (cn(\),.--,cn(Ag))

n—-+4o00

e 1 pt:car N — PNP~! est continue puisque linéaire en dimension finie




