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DS7

Exercice 1

Intégrale de Wallis et intégrale de Gauss

™

On définit : Vn e N, W,, = /2 cos”(t) dt.
0
1. Etudier la monotonie de la suite ().
Démonstration.

 Remarquons tout d’abord : Vt € [0, 5], cos(t) > 0.

On en déduit, par produit de termes positifs : ¥n € N,V € [0, 7], (cos(t))n > 0.
e Soitn e N:

vte0,5], 0 < cos(t) <1

- n+1 n  (en multipliant de part et
donc: Vte€[0,3], 0 < (cos(t)) < (cos(t)) c(l’autre par (cos(t))” > 0)

Finalement, par croissance de l'intégrale sur un segment, les bornes étant dans ’ordre croissant :

Wi = 7 (eost) ™ e < [ (cost)" ae = W,
0 0

On a démontré : Vn € N, W, 11 < W,. Ainsi, la suite (IW,,) est décroissante.

Commentaire

« Dans certains sujets, on trouve la définition suivante :
g
VneN, W, = / (sin(t))" dt
0

En réalité, ces deux définitions sont les mémes. Pour le démontrer, il suffit de poser le change-

ment de variable affine |u = g -t

u=75—t donct=35—u (on note alors ¢ :u— 5 —u)

— dt = —du

o« t = % = u=20
On obtient :

2 0 T n 7

/ (cos(t)" dt = / (cos (5 - u)) (—du) = / (sin(w))" du
0 z 0
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2. Montrer : Vn e N,(n+2)Wyyo = (n+ 1) W,.

Démonstration.
o Soit n € N. Par définition :

jus jus

Whio = /02 (cos(t))nJr2 dt = /2 cos(t) x (cos(t))7hL1 dt

0

On proceéde alors par intégration par parties (IPP).

u(t) = (cos(t))™™ W) = (n+1) (cos(t))” (- sin(t))
V' (t) = cos(t) v(t) = sin(t)

Cette IPP est valide car u et v sont de classe € sur [0, 5]. On obtient :

/’5 (cos(t))n+2 dt
0

jus us

= [sin(t) (cos(t))n+1 }j - (n+1) /02 (cos(t))" (—sin(t)) sin(t) dt

jus

= n 2 Ceos(™ ( sin())? (car cos(5) =0
0 - (n+1) /0 ( (t)) ( (t)) at et sin(0) 2: 0)

Jus

= (n+1) /02 (cos(t))" (1—(005(75))2) dt

jus jus

= (n+1) /02 (cos(t))" dt — (n+1) /2 (cos(t)™** dt

0

= (n+1) Wn_(n+1) Wn+2

On obtient : Vn € N, W40 = (n+ 1) W,, — (n+ 1) Wy,49 ou encore : (n+2) Wyio = (n+ H W,.

3. Montrer : Vn € N, (n+ 1) W, Wy41 = g

Démonstration. -
Démontrons par récurrence : Vn € N, Z(n) ou  Z(n): (n+1) W W, = 3

» Initialisation :
Calculons :

W= [
0
™

_[2 cos(t))! dt = [ sin
XWI_/O (cos(t)" dt = [sin(t) ]

On en conclut :

[VE]

—

Q

o

n
—~

~
N—
Ny

QL

~

Il

S—

—_

QL

~

Il

3

SIS

= sin (;T) —sin(0) =1

(0+1)W0+1 Wo = Wi Wy = 1x

T m
2 2

D’ou Z(0).
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» Hérédité :

(n + 2) Wn+2 Wn_l,_l

Doa Z(n+1).

soit n € N.
Supposons Z(n) et démontrons & (n + 1) ( cest-a-dire : (n+2) Wyypo Wyy1 =

(n+2) Waga) X Wi

n+1 n)XWn—H

((
((
(n+1) Wn Wi
2

)
5):
(d’apres la question précédente)

(par hypothése de récurrence)

Ainsi, par principe de récurrence : Vn € N, & (n). 0
. T
4. En déduire : W,, ~ —.
n——+oo 2n
Démonstration.
o Démontrons tout d’abord : Wy,41 ~  W,.
n—-+oo
Soit n € N. La suite (W,,) étant décroissante :
Wn+2 < Wn+1 < Wn (1)

o Par ailleurs, la fonction hy,

t— (cos(t))"” étant :

x strictement positive sur |0, 7],

x continue sur |0, 7],

alors, par stricte croissance de l'intégrale, les bornes étant dans ’ordre croissant :

1
o On en déduit alors, en multipliant (1) par W 0:

Or :

x d’aprés la question 2,

W”:l — 1

n n—-+00

X

Ainsi, par théoréme d’encadrement :

W, = hn dt >0
0
n
Wipo Watt _ W
w, = 7% = W,
W, 1
nt+2 _ n+ - n _ 1
Wn N+ 2 nstoo N n——+o00

Wi+t
.
n n—+oo

Cela démontre : Wy 1

~

Wh.
“+o0
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e On en déduit :
M+ 1) X Wy xWpp1 ~ nxW,xW,

n—-+oo
Ainsi :
n (Wn)2 ~ (n+1) x Wy, x Wy = g (d’apres la question 2)

Finalement : (Wn)2 ~ %
n——+oo

Comme les termes de la suite (W,,) sont positifs, on obtient, en appliquant la fonction racine :
T

~ R —

n .
n—-+4oo 27'[, D

Foo 2 +oo 2
On note I = / e dretJ = / e " dx.
0

—0o0

5. Justifier I'existence de I.

Démonstration.
« L’application ¢ — e¢~** est continue sur Uintervalle [0, 4oo].
+00 5
Ainsi, I'intégrale / e Y dt est impropre seulement en +oo.
0

o x Vte[0,+oof, e et et =0

2 2
x e =e = o0 (e
t——+o0
—¢2
e 2y . o
En effet : — =e — 0 (par composition de limites).
et t—+o00

“+o0o
x L’intégrale / e dt est convergente en tant qu'intégrale de référence de paramétre 1 > 0.
0
Ainsi, par théoréme de négligeabilité des intégrales généralisées de fonctions continues positives,

“+oo
I'intégrale / e " dt est (absolument) convergente.
0

Le réel I est donc bien défini. 0

6. Pour tout n € N, on considére la fonction :

“+o0 vn 22\ "
Montrer :  lim fo(z) dez = lim <1 - ) dr = I
0

n—-+00 0 n—-+o0o
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Démonstration.
« Il s’agit d’appliquer le théoréme de convergence dominée a la suite de fonctions (f),).

(i) | Existence d'une limite finie - étude « en n »

» Soit tg € [0, +o0].
Pour n suffisamment grand :

)

11 suffit pour cela de choisir n vérifiant : n > En effet, dans ce cas : tg < /n.
Plus précisément, on peut noter : ng = |to? J + 1. L’égalité (2) est alors vérifiée pour tout
n = ng. Par ailleurs :
to? —to?
nln|l 1—-— ~ mX
n n—+o0o n

Finalement, par composition de limites :

i) = en(nm(1-)) e

n n—-+o0o

Cela démontre que la suite de fonctions (f,,) converge simplement sur [0, +o00[ vers la fonction
w:t e to?

. 402 .
» La fonction u : ¢t — e~ est continue par morceaux sur [0, +0o0].

(i1) | Intégrabilité (par domination) - étude « en t »

» Pour tout n € N, la fonction f,, est continue par morceaux sur [0, +00].

» Remarquons tout d’abord que pour tout ¢ € [0, +oo[ et tout n € N :

hO] = [temex (1-2)

(car | Lo,y (&) | = 10y (®) < 1)

N
N
[a—
|
3|
N—

3

Or, par inégalité de convexité : Vo € R, e* > 1+z. En appliquant ce résultat en z = _7’52 eR:
—12 Lt
0 < 1+ (— < e n
n

done 0" < 1— ﬁ " < e_% " (cqr la fonction éléyation ala
puissance n est croissante sur [0, +00[)

2 ‘

‘ Vn € N,Vt € [0, +oo, | fu(t)| < e

et la fonction u : t — et est intégrable sur [0, +oo| (démontré en question 5).
Cette inégalité démontre au passage que la fonction f,, est intégrable sur [0, +o0].
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Finalement, par théoréme de convergence dominée, la fonction u est intégrable sur [0, +oof et :

i [ ) dt = /+oo ( lim fn(t)> it — /+°° u(t) dt = /+°° o dt = 1
0 0 0

n—-+o0o 0 n—-+oo

On en conclut finalement :
—+o00 —+oco

I li d li 1 1 t2nd li v 1 7and
= lim fn(t) dt = lim [o,m(t)x< _n> t = lim ; < —"‘Q t.

n—+400 0 n—-4o0o 0 n——4o00

7. En utilisant le changement de variable x = /n sin(u), aprés avoir justifié qu’il est licite, montrer

que pour tout n > 1:
/ <1 - ) de = /n Wopq
0

n

Démonstration.

o Soit n € N*. Effectuons le changement de variabe ¢ : u +— /n sin(u). La fonction ¢ est :
x de classe € sur [0, 3]. De plus, pour tout u € [0, %], ¢'(u) = y/n cos(u).
x une bijection strictement croissante de [0, 5] sur [0, /n].
Le changement de variable est donc licite. On obtient :

[0) e = ) o

s . 2\ "
= /2 (1 — —(\/ﬁ sin(u)) ) X v/n cos(u) du
0

= \/5/02 (1_%(sin(u))> cos(u) du

n

= /n /072r ((cos(u))2>n cos(u) du

- /02 (cos(u))%ﬂ du

VG NG
On a bien démontré : / (1 - ) dr = v/n Wayi1.
0 n

Commentaire

o La présentation de ce changement de variable est un peu déroutante : si on considére que
I'intégrale initiale est celle en la variable x, un changement de variable s’écrit généralement
sous la forme . On peut alors envisager de considérer que l'intégrale initiale est
celle en la variable u. La difficulté de cette approche est qu’il faut alors réussir a obtenir du
en fonction de dz. Pour ce faire, on commence généralement par inverser ce changement de

variable et comprendre qu’il établit la relation : u = arcsin (ﬁ) Alors :
1
du= —— —
1_ (L)Q \/ﬁ
v
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Commentaire

« Cette étape d’inversion du changement de variable explique pourquoi il est recommandé (mais

non nécessaire) d’effectuer des changements de variables bijectifs. Cela permet a la fois de
s’assurer du caractére licite de I'inversion et aussi d’obtenir une seule possibilité pour les bornes
d’intégration.

Cette discussion n’existe que parce que, dans les sujets, les changements de variable sont posés
de maniére pratique sous la forme : c’est-a-dire sous la forme d’une égalité qui lie la
variable cible u et la variable initiale . En réalité, un changement de variable est une fonction
(si on reprend la présentation précédente, ¢’est celle qui apparait lorsqu’on « inverse » d’exprimer
x en fonction de u). Sous les hypothéses :

x f: I — K est continue sur l'intervalle I,
x 1) est une fonction de classe € sur J = [, ] telle que ¢¥([a, 8]) C I,

on peut alors écrire :

P(B) B
/ F(t) dt = / (f o)1) ¥/(t) dt
P(a) a

Ce résultat, valable dans le cas des intégrales de fonctions continues sur un segment, n’exige
pas le caractére bijectif de la fonction i considérée. Les bornes de l'intégrale initiale sont des
éléments de I'image de 1. Celle de I'intégrale résultat sont des antécédents (s'il y en a plusieurs,
on peut choisir n’importe lequel) de ces images.

En conclusion, 'hypothése de bijectivité, parfois présentée, provient essentiellement de la ma-
niére dont on présente les changements de variables. En exprimant la variable cible en fonction
de la variable d’intégration actuelle, on ne fait pas apparaitre la fonction 3 mais plutét sa
réciproque (pour peu que v soit bijective).

Dans I’énoncé, on fait un choix intermédiaire puisque, méme si ’on ne prétend pas présenter le
changement de variable sous forme d’une fonction, on écrit la variable initiale en fonction de la
variable cible, faisant dés lors apparaitre la fonction .

On peut enfin noter que I’aspect bijectif joue aussi un réle pratique lorsque ’on travaille sur des
intégrales généralisées. Dans ce cas, les bornes de l'intégrale initiale ne sont pas nécessairement
finies et elles ne peuvent donc pas forcément s’écrire sous la forme ¥ (a) et 1(5). Pour se
prémunir d’une telle écriture et d’une discussion sur le fait que les bornes initiales puissent étre
atteinte par ¢, le programme officiel préfére considérer le cas d’une fonction :

Yo, Bl = la, b]

ol a et b sont les bornes de l'intégrale de départ et e et 3 celles d’arrivée. Le caractére bijectif et

strictement croissant (on obtient des bornes dans I’autre sens dans le cas strictement décroissant)

assure que a = tlim P(t) et b= thr% (t). C'est essentiellement a cela que sert cette hypotheése :
—a —

faire le lien entre a et « ainsi qu’entre b et 8. On obtient alors un théoréme qui s’écrit simplement
mais dont I'utilisation est un peu pénible.

Pour clore cette discussion, notons que le programme officiel stipule que I'on peut utiliser la
technique du changement de variable sur les intégrales généralisées sans aucune justification dés
lors que le changement de variable est usuel (ce dernier terme n’est pas précisé). Globalement,
le programme officiel semble considérer que les changements de variable sont des techniques
calculatoires et qu’il convient de ne pas trop s’appesantir sur les hypothéses. Dans cette question,
signaler le caractére €' devait certaineemnt permettre d’obtenir les points de justification.




PSI 10 MARS 2026
Mathématiques

8. En déduire la valeur de I puis de J.

Démonstration.
o D’aprés la question précédente :
Vn 22\ "
/ <1 — > dx = \/’ﬁ W2n+1
0 n

e Vn m (d’apres la question /)

L AT
n—+4o00 2)/%

o Cela permet de conclure, par la question 6 :

i N
I = lim (1—5”) g = VT
0

n—-+o00

VT
2

. . 2 . L .
o Par ailleurs, comme la fonction & — e~ est paire sur R, les intégrales I et J sont de méme

nature. Elles sont donc convergentes puisque I l'est (d’aprés la question 5). On peut de plus en

conclure :
+oo 2 +oo 2
J:/ e_deU:Q/ eV dr = 21
0

— 00

Finalement : J =21 = /7.

O
Autour d’une équation différentielle
On consideére I’équation différentielle définie sur R par
vy +y +xy = 0 (I1.1)

9. Déterminer les solutions développables en série entiére de (II.1) sur R.
Démonstration.
On procéde par analyse-syntheése.

o Analyse

Soit f une fonction développable en série entiére solution de (II.1). On note R > 0 le rayon de
convergence de la série entiére associée a f.
Il existe donc une suite (a,)nen telle que :

Vee]-RR| f(2)= S ana”
n=0

x La fonction f est la somme d’une série entiére. Elle est donc de classe € (et en particulier de
classe ¢2) sur l'intervalle ouvert de convergence | — R, R|.
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x Par théoréme de dérivation sous le symbole somme pour les séries entiéres, les fonctions f’ et
1" sont développables en série entiére sur | — R, R][.
De plus, ces fonctions vérifient :

“+o0o
Ve e]-R,R[, f'(z) = Y na,a"!
n=1

et f'(x) = —i_zoon(n—l)an "2

n=2
x Pour tout x € | — R, R :

z f'(x) + f'(z) + x f(2)

+o0 +o00 +o0o
=z Y nn—1a, 2" 2+ > na, 2" 1 +z 3 a, 2"
n=2

n=1 n=0
+o00 +o00 +o0
= Y nn—1Da, 2" '+ > nap, 2"+ Y a, 2"
n=2 n=1 n=0
+o00 +o00 +o0
= > (n+Dn)apt1 2"+ >, (n+1)aps1 2"+ > ap—1 =" (par décalages d’indice)
n=1 n=0 n=1

+oo +o00o +oo
= a1+ Y n(n+)appr 2™+ > (n+1)apsr 2"+ Y ap—q 2"
n=1

n=1 n=1

+oo
= a1+ Yy ((nn+1)+(n+1))ans +an1) 2"
n=1
+oo
= a1+ Y ((n+1)(n+1)ans1+an) 2"
n=1
x Ainsi, comme f est solution de (IL.1) :
+oo
Vee|-RR[, a1+ > ((n+1)(n+1)apt1+an1) 2™ =0
n=1

On en déduit, par unicité du développement en série entiére :

ay = 0
vn>1, (n+1)%a,1+an1=0

c’est-a-dire :
ay = 0

-1
Vn>1, app1 = )2 an—1

(n+1

ou encore :

a1:0

—1 —1

B azn et agpgz = m

Vn €N, agpy2 = m

a2n+1
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x En particulier, pour tout n € N :
-1
(2n + 2)2

-1 -1
(2n +2)2 (2n)2 "2

-1 -1 -1
(2n+2)2 (2n)2 (2n — 2)?

a2n+2

[ L B —1
2n+2)2 2n)2 @2n—232 2 N
—1 —1 —1 —1
et e a(]
2x(n+1)> 2xn)? 2xn-1) (2x1)?
-1 n+1
_ ey
(2t x (n41)!)
et de maniére similaire :
—1 —1 —1 —1 0
a = e =
T 432 2n+1)2 (2n—1)2 32 71
. , o (=)™
Finalement, par récurrence immédiate : Vn € N, agp, = ——— ag et agpy1 =0.
(2" X n!)
x On en conclut, pour tout z € | — R, R | :
e (=D
f(@) = a0 3> ———= ™"
( nZO 22n ( )2
o Synthése
e (-1
Soit ag € R. On note f : x+>ag >, ———5 2™
n=0 22n ( )
. \ e : ="
x Soit zy € R*. On définit la suite (un(x9)) par : Vn € N, upy(z0) = ——— @™
22n (n')
x Pour tout n € N :
unt1(zo) | |unsa(zo) |
Un (20) | tn (o) |
(=pntt S ap 22D
22(+1) ((n+1)!)
(=~ > ag xOZn
220 (nt)
_ (=)™ 22 (nh)” [ap] [ [P
220+1) ((n41)1)* [(=D"| lao| |z >

1 2
22 (n+1)2 |CC(]’

10
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Un+1(Z0)
un(70)
On en déduit, par régle de d’Alembert, que pour tout zy € R*, la série numérique Y uy,(xo)

est convergente.

— 0 < 1.

n—-+o0o

Ainsi :

_1)n
Finalement : Rey | Y (7)2 22" | = 4o0.
22n (n')

La fonction f est bien solution de (II.1) (d’aprés les calculs précédents) et est la somme d’une
série entiére de rayon de convergence +oc.

On en conclut finalement que I’ensemble des solutions de (II.1) développables en

e X > =),
série entiére est Vect (g) ot g : x> ), ———— x°".
n=0 22n (n‘) O

10. Démontrer qu’il existe une unique solution développable en série entiére, notée .S, telle que S(0) = 1.

Démonstration.

« D’aprés la question précédente, si S est une solution de (II.1) développable en série entiére, alors
il existe A € R tel que :
Ve € R, S(z) =\ g(z)
« En particulier : S(0) = A ¢g(0). Or :

e (-
n=0 22n (n')2
(=1)° (=)

5 + 2 2
20 (0!) n= (n!)

=1

9(0) = n

Comme S(0) =1, on en conclut : A = 1.

Finalment, 'unique solution S de (II.1) développable en série entiére vérifiant

+00 -1\
S(0) =1 est la fonction S:x+— > (7)2 i
n=0 221 (n') O

1 ™
On définit : Vz € R, G(z) = — / cos (zsin(t)) dt.
0

™

11. Montrer que G est définie sur R et de classe €2 sur R.

Démonstration.

(i) | Caractére €2 - étude «en x »

« Pour tout ¢y € [0,7], la fonction A, : 2 — cos (sin(t) z) est de classe € sur R.

o De plus, pour tout z € R :
hy'(r) = —sin (sin(to) ;U) x sin(tg) = —sin(tg) sin (sin(to) x)

hy,(x) = —sin(ty) cos (sin(ty) z) x sin(tg) = —(sin(to))2 cos (sin(to) )

11
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(i)

Intégrabilité (par domination) - étude « en ¢ »

« Intégrabilité (sans forcément dominer)

(0) Pour tout z € R, la fonction ¢ — hy(z) = cos (z sin(t)) est intégrable sur [0, 7] car elle est
continue sur le SEGMENT |0, 7].
(1) Pour tout z € R, la fonction ¢ — h/(z) = —sin(t) sin (z sin(t)) est intégrable sur [0, 7]
car elle est continue sur le SEGMENT [0, ].
« Intégrabilité par domination
(2) » Pour tout z € R, la fonction ¢t — h,”(x) = —(Sin(t))2 cos (x sin(t)) est continue par
morceaux sur 'intervalle [0, 7].

» Soit 2 € R. Soit ¢ € [0, 7].

’ —(sin(t))2 cos (m Sin(t)) ‘

| — 1] ’ (sin(t))2 ’ | cos (z sin(t)) |
= |sin(t) |? | cos (z sin(?)) |

< 1x1 (%)

Et la fonction 9 : ¢ + 1 est intégrable sur [0, 7] car elle est continue sur le SEGMENT [0, 7].
(Uinégalité (x) démontre au passage que pour tout x € R, la fonction t — —( sin(t))2 cos (z sin(t))
est intégrable sur [0, ])

Ainsi, par théoréme de régularité des intégrales 4 paramétre, la fonction G est de
classe €2 sur R.

De plus :

Ve eR, G"(z) = 1/ by (z) dt
0

™

-1 / .
= i Sin
™ 0

" (sinft))
r [, . 2 .
- /0 (sin(t))” cos (z sin(t)) dt

cos (x sin(t)) dt

VreR, G (x) =

O
12. Montrer que G est solution de (II.1) sur R.
Démonstration.
« La fonction G est de classe €2 sur R d’aprés la question précédente.
e Pour tout z € R :
zG"(z) + G'(z) + 2 G(x)
-z [T 2 . -1 (" . : . z [T :
= — (sin(t))” cos (z sin(t)) dt + — sin(t) sin (z sin(t)) dt + = cos (z sin(t)) dt
™ Jo T Jo T Jo

= % /07T (x cos (ac sin(t))> (1 — (sin(t))2> dt — 1 /07T sin(t) sin (ac sin(t)) dt

s

| =

™

T . [ . .
/0 (3: cos (z sm(t))) (cos(t))2 dt — — /0 sin(t) sin (z sin(t)) dt

BN

= /7r cos(t) x (z cos(t)) cos (z sin(t)) dt — 1 /7r sin(t) sin (z sin(t)) dt
0 0

s

12
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o On étudie la premiére intégrale en procédant par intégration par parties (IPP).
u(t) = cos(t) u'(t) = —sin(t)
v'(t) = cos (z sin(t)) (z cos(t)) v(t) = sin (z sin(t))

Cette IPP est valide car u et v sont de classe €' sur [0, 7]. On obtient :

/7r cos(t) x (z cos(t)) cos (z sin(t)) dt = [ cos(t) sin(z sin(t)) ]Z +/7r sin(t) sin (z sin(t)) dt
0 0

= /O7r sin(t) sin (2 sin(t)) dt (car sin(0) = sin(7) =0)
Finalement :

zG"(z) +G'(z) +zG(x) = 1/07r sin(t) sin (z sin(t)) dt — 1/; sin(t) sin (z sin(t)) dt = 0

T T
La fonction G est bien solution de (II.1). O
13. Montrer : G = S.
Démonstration.
« Tout d’abord :
1 4 . 1 & 1
G(0) = — cos (0 x sin(t)) dt = = ldt=—-—7n=1
Vs 0 s 0 T

La fonction G :

x solution de (II.1),

x vérifie G(0) = 1.

Pour démontrer que G coincide avec 9, il suffit donc, d’aprés la question 10, de démontrer que G
est développable en série entiére. Rappelons :

Vr e R, G(x) = 1 /O7r cos (z sin(t)) dt

™

« La fonction cos est développable en série entiére. Plus précisément :
e (1)

Vu € R, cos(u) = Y,

n=0 (2n)‘

On obtient donc, pour tout ¢ € [0, 7], en évaluant I’égalité en u = x sin(t) € R :

2n

cos (z sin(t)) = >

Finalement, pour tout z € R :

G(x) = % 0” (:Z:o:j) ((;;;T (sin(t))zn a;2”> dt
_ l = (_1)n sin 2n p2n
o (/0 ngo (2n)! (sin(®)) dt) 2

13
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En intervertissant les symboles / et > , on pourra alors conclure que, pour tout = € R, G(x)
0 n=0

+oo
s’écrit sous la forme > a,x

2n

n=0

, ce qui démontre que G est développable en série entiére sur R.

L’étude portant sur une intégrale sur un segment, on peut opter pour l'interversion par conver-
gence normale.

« Pout tout n € N, on note :

(V)

(i)

fnit— ((2n)! (sin(t))Qn

Intégrabilité sur un segment

Pour tout n € N, la fonction f, est continue sur le SEGMENT [0, 7].

Convergence uniforme (par convergence normale)
Soit n € N. Soit ¢ € [0, 7].
-n" . n
‘fn(t)’ = ‘((QH;‘ (51n(t))2 '
. n 1 . 2n
= [(-1)"| 2n)] ) (sin(t))
1 . n
= o) | sin(t) ‘2
o 1
= (Qn)!
1
< =
n!

Ainsi, pour tout n € N, la fonction f,, est bornée sur [0, 7.
1

» Deplus: Vn € N, 0 < | falloo,jo,r] < ot

(car | Sin(t){ <1)

. 1 : .
» La série ) — est convergente en tant que série exponentielle de parameétre 1.
n

On en déduit, par théoréme de comparaison des séries a termes positifs, que la série numérique
>~ I falloo,fo,x] est convergente. Autrement dit, la série de fonctions ) f, converge normale-

ment sur [0, 7].

On en déduit, par théoréme d’interversion :

f(Ee) = 5 ([ #ow)

Finalement :

Ve eR, G(x) =

BN

[ N

3| =

™ 400 (_1)n . . )
</0 ngo (2n)! (sin(t)) dt) 72
+o0 @ (_1 gin 2n J;Qn
Z </0 (2n)! (sin(t)) dt)

_ = (_1>n " : 2n 2n
= nz::O <7T 2n)! /0 (sin(t)) dt) x

La fonction F' est donc bien développable en série entiére sur R et coincide donc avec S. |[]

14
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Exercice 2

Construction d’une norme sur .Z,(R)

Dans tout ce probléme, n désigne un entier naturel non nul, et on rappelle que .#,(R) désigne
l’ensemble des matrices carrées a n lignes et n colonnes. On note D, (R) le sous-espace vectoriel de
My (R) des matrices diagonales.

On rappelle que I'on désigne par M ' la transposée d’une matrice M.
Pour alléger les notations, on identifiera les vecteurs de R™ aux matrices colonnes de ., 1(R).
On désignera par £ = (Fy, Ea, ..., E,) la base canonique de R"™.

n
On munit R™ de la norme || - ||, en posant pour tout x = (z1,...,2,) € R™, |lz|| = /> 2? qui est la
i=1

norme euclidienne associée au produit scalaire canonique (-,-) de R™ ou par définition, pour tout X
et Y de R" (X, Y)=XTY.

Pour toute matrice M de ., (R) on note p(M) le réel défini par : p(M) = R Isnaz(M) [\l
€5pc

On note par ailleurs S;F (R) 'ensemble des matrices symétriques positives de .4, (R) et par S;F " (R)
I'ensemble des matrices symétriques définies positives de .4, (R).

On se propose de montrer que I'application N donnée sur ., (R) par :

N:A— sup [AX]
[[Xl=1

est une norme sur .#,(R) et d’en étudier quelques propriétés.

I - Etude de I’application N

Dans toute cette partie, on considére A une matrice quelconque de .#,(R) dont on note L1, Lo, ..., L,
les n lignes et C'1,Cy, ... C, les n colonnes, que 'on pourra identifier a des éléments de R™.

14. Soit X € R™ tel que || X|| = 1. En notant M = max ||L;||, montrer :

1<i<n
[AX] < Mv/n

On pourra au préalable s’intéresser & la i€ ligne de la matrice AX et utiliser I'inégalité de Cauchy-
Schwarz pour les vecteurs de R™.

Démonstration.
o Notons X = (21,...,2,) et A= (ai,j)1<ij<n.
n 2 .
|AX] = 21 ((AX)Z) (par définition de || -||)

n

2
ar définition du
= E (Zai,jxxj> (p ﬁ

a\ = produit de matrices)

o Comme suggéré dans I’énoncé, rappelons I'inégalité de Cauchy-Schwarz vérifiée par tout produit
scalaire (-,-) :

Y(U,V) € R" x R, ( (U, V)

2
S 2w [ : (en notant U = (uy, ..., up)
< (j; (uj) ) <j:1 (v5) ) et V= (v1,...,v))

\_/v
[\

n
ce qui s’écrit <Z uj X v
Jj=1

15
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« On applique cette inégalité a la i°™° ligne de AX.
Plus précisément, pour tout i € [1,n], on applique cette inégalité aux vecteurs U = (a1, ..., ain)
et V.= (x1,...,2,). On obtient :

>oaigxay| < | X (aig) ] x| X ()
7=1 7=1 7=1
= 1Zs]1? X 1|12
= 1Zs1? (puisque || X =1)
< 2 (par croissance de la fonction élévation au

carré sur [0, +o00[ et comme || L;|| < M)

e On en déduit, par sommation de ces n inégalités :

7j=1 %

n n 2 n
Z Zai,jxmj <ZM2:’I’L><M2
= : =1

(par croissance de la fonction
racine sur [0, +00])

2
n n
donc > <Zamxx]~) < Vnx M?
J J

= nx VM2

On en conclut : ||AX|| < /n x M. O
AX
15. En déduire que Papplication N est bien définie, puis : N(A) = H OH.
xo#0 [ Xol
Démonstration.
o L’ensemble {||[AX] | X € R" et || X| =1} est:
x un ensemble de réels (par définition de || - [|).
x non vide. En effet, comme [|(1,0,...,0)|| = 1, cet ensemble contient notamment :

4% @00 = /S @) (=lc)

x majoré (par \/n x M).

Cet ensemble admet donc une borne supérieure.

L’application N est donc bien définie.

« Rappelons que pour tout Xg € R" : Xy # Ogn < || Xo|| # 0.
Il s’agit de démontrer :

AX
sup HAXH — H OH
I X[|=1 X0 I1Xoll

On procéde par double inégalité.
(<) Soit X € R™. On suppose || X|| = 1. Alors :

[AX]|

AX|| = ——— car || X|| =1
lax) = (car | X)| = 1)
[AXol|

T X201 Xl

(par définition de borne supérieure)
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AX,
Ainsi, sup 14Xo] est un majorant de ’ensemble {||AX]| | X € R® et |X]| =1}.
1Xoll0 [ Xoll
Ce réel est donc plus grand que le plus petit des majorants de cet ensemble. Autrement dit :
AX,
sup [ AX|| < |AX]
IX]/=1 IXol0 1 Xoll

(=) Soit Xy € R™. On suppose || Xp|| # 0. Remarquons tout d’abord :

(par homogénéité de

= |— | Xy . o
| =l vt i
1
= [ Xoll (car | Xol| =0)
[IXoll
=1
Par ailleurs :
[ AXo|| 1
= [ AXo]|
[ Xoll [IXoll
homogénéité de
_ x| (par hom
H | Xoll 0 Uapplication || - ||)
- [+l
1 Xol
< sup  [JAX]| (d’apres la remarque au dessus)
[ X1=1
. : , [ AXo n
Ainsi, sup ||AX|| est un majorant de I'ensemble %ol | Xo€eR™ et [[Xo|l#0;.
[ X1I=1 0
Ce réel est donc plus grand que le plus petit des majorants de cet ensemble. Autrement dit :
[ AXo]|
2ol < s Jax|
1Xoll20 [ Xoll IX)I=1
AX
On a bien démontré : N(A) = |4 Xo] .
X070 | Xol O

16. Montrer que l'application N ainsi définie est une norme sur .#,(R).

Démonstration.
Démontrons que ’application N vérifie les propriétés d’une norme.
(1) Soit A\ € R. Soit A € #,(R).

N(A-4) = sup {[|(\-4) X[ | X eR" et |X] =1}
= s {|A-(AX)| [ X R et |X] =1}

(par homogénéité de

— n —
= swp {Ax JAX] [ X €R e x| =1f PR

= |A] X sup {HAXH | X eR" et || X] = 1} (par propriété du cours)

= Al x N(4)

Ainsi, I'application N vérifie la propriété d’homogénéité.
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(2) Soit A € #,(R). On suppose N(A) = 0.
Soit ¢ € [1,n]. Notons Y; = (0,...,0,1,0,...,0) (n-uplet dont le j™° coefficient vaut 1 et les
autres valent 0). Comme [|Y;|| = 1, alors :
0 < |[AY;] < sup [JAX| = N(4) = 0
IX1=1

Ainsi, ||AYj|| = 0. Par propriété de séparation (puisque I’application || - || est une norme), on
en conclut C; = AY; = Og». On vient donc de démontrer que pour tout j € [1,n], C; = Ogn.
Ainsi : A = O%Zn(R)

Ainsi, application IV vérifie la propriété de séparation.

(3) Soit (A, B) € (.///n(R))2 Soit X € R™. On suppose || X| = 1.

(A+B)X| = [[AX+ BX]|
par inégalité triangulaire car
< lAx) o+ gex) (o mdelue!
Uapplication || - || est une norme)
< [ AX]| + sup |[|BV|
[VII=1
< sup [[AU[| +  sup BV
IUl=1 [VII=1

< N@A) +  N(@B)

Ainsi, N(A) 4+ N(B) est un majorant de I'ensemble { [|[(A+ B)X|| | X e R™ et [X| =1}.

Ce réel est donc plus grand que le plus petit des majorants de cet ensemble. Autrement dit :

A+ B|| = sup { [(A+B)X||| X €R" et [|X||=1} < N(A)+ N(B)

Ainsi, Papplication N vérifie la propriété d’inégalité triangulaire.

On en conclut que l'application N est une norme sur ., (R). 0
17. En est-il de méme pour I'application %K;R) : ],15(—;\4) ?
Démonstration.
0 1 1
e« On note M = h : . La matrice M est une matrice carrée d’ordre n triangulaire
0o

supérieure. Ses valeurs propres sont donc ses coefficients diagonaux.
On en conclut : Spe(M) = {0}.

o Ainsi: p(M) = )\Ersrrl)az(M) |A| = max {0} = 0. Or M # 0_4, r)-
C

L’application p ne vérifie pas la propriété de séparation. Ce n’est donc pas une norme. ]
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18. Soit A € D, (R) dont on note 41, ..., d, les termes diagonaux.
Vérifier : N(A) = max |d;].

1<\

Démonstration.
On procéde par double inégalité.

< i =(T1,...,2Tp " = 1.
(<) Soit X = (x xn) € R™. On suppose | X| =1

IAX]? = (AX,AX)

011 0121

On Tn On Zn

= 3 (Fim)?

Vi € [1,n], | 6|

N

max | d; |
1<i<n

donc Vi € [1,n], | 6; |2

N

2 . , L
(par croissance de l'application

max |6 | . .
1<j<n élévation au carré sur [0, +o0])

donc Vie[1,n], |6 ? 2

N

2
<max | 6; |> 7;? (en multipliant par x;> > 0)
1<j<n

donc Vie[1,n], &2 x;®

N

2
(max | 6; \) z;2 (car | 6; |* = 6;% puisque 6; € R)

1<j<n

Ainsi, par sommation :

n n 2

1<j<n

2 n
= (max | 6; |) x S x;?
i=1

1<g<n
2 n
_ (m B |) (puisque S 22 = | X|> = 1)
1<j<n i=1

Finalement, par croissance de la fonction racine sur

jax] = VIAX]? < \/ max. |5| = max |4

Ainsi, max |§;| est un majorant de 'ensemble { H(SXH | X eR" et [|X]| =1}

1<i<n
Ce réel est donc plus grand que le plus petit des majorants de cet ensemble. Autrement dit :

Al = sup { HAXH | X eR" et | X[ =1} < Izl]aXn |65 |
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(>) Notons ig l'entier tel que : | d;, | = max |65 1.
SYE
Notons Y;, = (0,...,0,1,0,...,0) (n-uplet dont le igme coefficient vaut 1 et les autres valent 0).
Comme ||Y;,|| = 1, alors :

IAY: | < o [AX]| = N(A)

On conclut en remarquant :

HA)/ZOH = ||(07'--7075’i0a0a"'70)H = V5i02 = |5i0|

Finalement : N(A) = nax | 6; |.
<i<n 0

19. A l'aide de 'application X + ||AX||, démontrer : N(A) = HI}I{lﬁ%X I|AX]|.
=1

Démonstration.
« La fonction f4 : X — [|AX|| est continue sur .4, 1(R) car elle est la composée fg = || -||oh ot :
x h: X +— AX est:
» continue en tant qu’application linéaire sur 'espace vectoriel de dimension finie .7, ; (R).
» telle que : h (A, 1(R)) C A1 (R).
x || || + A1 (R) = R est continue sur .4, 1(R) (car 1-lipschitzienne).

La fonction f4 est continue sur ., ;(R).

« Par ailleurs, 'ensemble S = {X € 4,1 (R) | | X|| =1} est :
x un ensemble fermé puisque S = || - || 7' ({1}) ou:
» || - || est continue sur ., 1(R).
» {1} est un ferrmé de R.

x borné puisque S C By (0,///,1,1(R)a 1)-

L’ensemble S est un fermé borné.

o Comme la fonction f4 est continue sur le fermé borné non vide S, alors la fonction f4 est bornée
sur S et atteint ses bornes.

On en déduit : N(A) = sup ||AX| = max ||[AX].
XeSs Xes

20. Btablir : VX € R", || AX]| < N(A) x | X].

Démonstration.

Soit X € R™. Deux cas se présentent.
« 81X = Ogn, alors -

x AX = Ogn et donc ||AX]| = 0.
<X =0,

Dans ce cas, on a bien : [|[AX|| =0 < 0= N(4) x || X].
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21.

22.

23.

e Si X # Ogn, alors || X|| # 0. De plus :

1 1
— || AX|| = H AXH (par homogénéité de || - ||)
(Rl 1]
X
I
i
, X
< sup [|AU]| (puisque —— € S)
ves X
= N(A)

En multipliant de part et d’autre par || X||, on obtient aussi dans ce cas : [[AX| < N(A) [|5].

Soit B une autre matrice quelconque de .#,(R). Montrer :
N(AB) < N(A) x N(B)

Démonstration.

Soit X € 5.

I(AB) X|| |4 (BX)]

N

N(A) x | BX]| (d’apres la question précédente)
< N(A) x (N(B) x || X])) (d’apres la question précédente)
= N(A) x N(B)

Ainsi, N(A) x N(B) est un majorant de I'ensemble { H(AB)XH | X eR" et | X| =1}
Ce réel est donc plus grand que le plus petit des majorants de cet ensemble. Autrement dit :

14B] = sw { [(AB)X[[ | X €B" et X[ =1} < N(4)x N(B)

IAB|| < N(A) x N(B) O

Montrer : max ||C;i|| < N(A).
1<i<n

Déterminer N(A) dans le cas o toutes les colonnes de A sont nulles, sauf la derniére.

00 O
En déduire N(A) danslecasou A= | 0 0 -1
0 0 1

IT - Cas des matrices orthogonales et symétriques

Dans cette partie, A désigne une matrice quelconque de ., (R) et U une matrice orthogonale de

My (R).

24.
25.
26.
27.

28.

Déterminer N (U).
Démontrer que N(UA) et N(A) sont égales.
En considérant Xy € R™ ou || Xp|| =1 tel que ||AXo|| = N(A), démontrer : N(AU) = N(A).

On suppose de plus dans cette question uniquement que la matrice A est une matrice symétrique

réelle de A, (R). Montrer : N(A) = p(A).

2 11
Déterminer N(A) danslecason A= 1 2 1
1 1 2
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Exercice 3

Approximation de /2 via la méthode de Héron d’Alexandrie

Soit @ € Ry. On définit la suite (c,(a)),cy Par :

29.
30.

31.
32.

co(a) =1
Vn € N, cpt1(a) = % (C”(a> * Crﬁ@)

Montrer, par récurrence sur n € N, que, pour tout n € N, ¢,,(a) est bien défini et que ¢, (a) > 0.

. . . . 2
Pour tout n € N, donner une expression de ¢,11(a)? — a faisant intervenir (cn(a)2 — a) .

En déduire que, pour tout n > 1, ¢,(a) = V/a.
Montrer que (¢, (a)),cy converge vers \/a.

Calculer ¢;(2). A 'aide de la question 30, montrer que, pour tout n € N* :

cn(2)? —2<8 <312>

Vi=a@+ O ( <312>2 )

2n—1

En déduire :

Racine carrée d’une matrice symétrique positive

On note S4(R) I'ensemble des matrices symétriques appartenant a .#;(R).

On note O(q) le sous-ensemble de .#Z;(R) constitué des matrices orthogonales, c’est-a-dire des matrices
P € #,(R) vérifiant PTP = I

On note Sq+ (R) I'ensemble des matrices symétriques positives de .#;(R), c’est-a-dire des matrices
M € 8,(R) vérifiant XTM X > 0 pour toute matrice colonne X € .#,1(R).

Etant donnée une matrice M € .#,(R), on appelle racine carrée de M toute matrice B € .#,(R) telle
2
que B =M.

A - Racines carrées de la matrice /o

33.

34.

Rappeler sans démonstration la description des matrices de O(2).
On décrira leurs coefficients en fonction d’un paramétre 6 € R.

Déterminer les racines carrées de Iy appartenant a O(2).
Que peut-on conclure quant au nombre de racines carrées de Iy 7

B - Existence et unicité d’une racine carrée symétrique positive

35.

36.

Rappeler sans démonstration la condition nécessaire et suffisante portant sur le spectre d’une matrice
symétrique pour qu’elle soit positive.

Soit M € S/ (R). Déterminer une matrice B € S (R) telle que B* = M.

37. Montrer que B est la seule racine carrée de M appartenant a S; (R).

On note alors v M 'unique racine carrée symétrique positive de M.
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Une méthode de Héron d’Alexandrie matricielle
Pour toute matrice M € .#,(K) et pour tous 1 < 4,j < ¢, on note [M]; ; le coefficient d’indice (i, j)
de M.
Pour ay,...,a, € K, on note diag (ay, . . ., aq) la matrice A de .#,(K) telle que, pour tous 1 < 7,5 < ¢:

a; Ssii1=17]
[Alij =

0 sinon

On munit I'ensemble .Z,(K) d'une norme || - ||. On rappelle que, par I’équivalence des normes en
dimension finie, la notion de convergence d'une suite (M), .y & valeurs dans .#;(K) ne dépend pas
du choix de la norme || - ||.

On pourra alors utiliser librement et sans démonstration dans tout le sujet les deux résultats suivants :

pour toute suite (M), oy & valeurs dans .#;(K) et pour toute matrice M € .#,(K),

- la suite (Mn)neN converge vers M si et seulement si, pour tous 1 < 4,5 < ¢, la suite <[Mn]”)
) neN
converge vers [M]; ;;

- si A € My(K) et sila suite (M), converge vers M, alors les suites (AMy), oy et (MnA),cn
convergent respectivement vers AM et M A.

Soit M € S;r (R). On note Aq,..., Ay les valeurs propres de M comptées avec multiplicité.
On rappelle que, d’aprés le théoréme spectral, il existe une matrice P € O(q) telle que :

M = Pdiag (\1,...,A\,) Pt

On rappelle de plus que, pour tout réel a > 0, la suite (cn(a)), oy définie en début d’exercice, est a
valeurs strictement positives et converge vers y/a. On pose alors :

My = 1,
1
Vn €N, M, 1 = 3 (M, + MM, 1)
38. Montrer, par récurrence sur n € N que, pour tout n € N, M,, est bien définie et :
M,, = P diag (Cn (>\1) 3o -9 Cn ()\q)) Pt

39. En déduire que la suite (M), oy converge vers v M.
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