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Exercice 1
Partie A : Etude de deux suites

On définit les suites (un)nen* €t (Vn)nen+ par
no1
—In(n+1) et v,= > T In(n)

NE
| =

Vn € N*, u, =
k=1

1
< In(t+1)—In(t) < -.

1. a) Montrer : Vt € |0, +00|, ——
) ] [ t+1
b) En déduire que les suites (un)nen+ €t (U )nen+ sont monotones, puis qu’elles convergent vers une

méme limite notée .
~ In(n).

no]

2. Montrer alors : Y —
k‘:1 k n——+oo
Up, + Up

a) Justifier : Vn € N*, u, < v < v, puis Vn € N¥,
b) En déduire une fonction Python (que 'on nommera approx) qui prend pour argument une

précision eps et qui renvoie une approximation du réel v a eps prés.

Partie B : Etude d’une fonction définie par une série
(i)
- = converge.

. Montrer que, pour tout z € [0, 400], la série

O 1 0,+ S(x) = 71 b
n pose alors, pour tout = € [0, +o0| : S(x )
P P [ [+ 5() =1 (k k’—i—x)

]

5. a) Calculer S(0) et vérifier : S(1) =1
no(1 1 2ntl ] 2 1 & 2
b) Montrer, pour tout n € N* : -] =2-2 —=2—- — — — )
) P 1;::1 <k? k+§> k:%qk n+1 nZ1+k
1
En déduire la valeur de S <2>
6. a) Montrer : V() € 0, +o0P, 8(s) = 5() = (y —0) 52—
. a ntrer : V(z,y ,+ool?, S(y) — S(x)=(y—= —_—
=1 (k4 x) (k+y)
b) En déduire que S est une fonction croissante sur [0, +o0.
¢) Montrer :
S(z+h)—S(x) oo 1 Too 1
v 0 Vh e R h>20 = — — | < |h —
z €[0,4o00[,Vh €R, x + ‘ A kz::1 e | |k2::1k3
+oo 1
En déduire que S est dérivable sur [0, +oo[ et : Va € [0, 400, S'(z) = > ———5.
=1 (b +x)

On admet que S’ est également continue sur [0, 400
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7. a) Montrer : Vz € [0,400[, S(x+1)=S(z)+
no1
b) En déduire : Yn € N*, S(n) = Z E

¢) En utilisant la croissance de la fonctlon S sur [0, 4o0[, montrer : S(z) ~ In(z).

x—r+00

Lo 71 1
8. a) Vérifier : Vn € N*| u,, = / Z (k — k;+> dx, le réel u,, étant défini dans la Partie A.

1 T 1
b) En déduire : Vn € N*, 0 / S(x) de —u, < = >
2 k=n+1 k

1
¢) Conclure : / S(z) de = .
0

Exercice 2

1. Donner un exemple, d’une fonction f de R dans R pour laquelle il existe un réel K élément de |0, 1]
tel que, pour tout couple (x,y) de réels, on ait :

| fl@) = fly) |[<KEx|[z—y| (¥
On considére pour toute la suite une fonction f vérifiant la condition précédente.
On dit que f est K-contractante.
2. Montrer que f est continue sur R.

8. Al’aide de la relation (), montrer par I'absurde que I’équation f(z) = 2 admet au plus une solution.

4. On considére la suite (uy,)nen définie par la donnée du réel ug et la relation de récurrence u, 1 =
f(uy), valable pour tout entier naturel n.

a) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a :
n
}unﬂ un} K x‘ul—uo‘

b) Etablir la convergence de la série de terme général Up41— Unp, puis en déduire que la suite (uy,)nen
est convergente. On note a sa limite.

¢) Conclure que 'équation f(z) = x admet une unique solution.

5. On désigne par n et p des entiers naturels (avec p > 1).

n+p—1 n—+ )
a) Justifier que 'ona: > ‘ Uit — Uj } < Y K'x ‘ U1 — U |
i=n i=n

b) En déduire I'inégalité :

1—-K?P
{un+p—un ’ < K" x T K X ‘ w1 — Ug ‘
¢) Etablir enfin I'inégalité suivante :
K?’L
a—un‘\ 1K X‘ul—uo
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6. Etude d'un exemple : on considére la fonction f définie par :

1

a) Justifier que f est de classe 2 sur R puis calculer f/(t) et f”(t), pour tout réel ¢.

b) Déterminer les variations de f’ sur R et établir enfin 'inégalité :

vteR, | f/(t) ] <

1=

1
¢) En déduire que f est 1—contractante.

d) On considére la suite (up)pen définie par la donnée de ug = 0 et par la relation de récurrence
Un+1 = f(uy), valable pour tout entier naturel n. Montrer que cette suite est convergente. On
note toujours a sa limite.

e) Ecrire une fonction Python (on la nommera suite) qui, pour une valeur donnée de n, renvoie
la valeur de u,,.

f) En s’appuyant sur le résultat de la question 5.c¢), établir que wu,, est une valeur approchée de a
a4 moins de 1073 prés dés que n vérifie 4™ > 2000/3.

g) En déduire un programme Python, utilisant la fonction précédente, qui calcule et affiche la
valeur approchée de a qui en résulte.

Exercice 3

Partie I : Etude d’une suite récurrente

2

U
On considére une suite (uy,)nen définie par ug € Ret : Vn € N, uppq = _: T

n
On suppose : ug > 0.
In(u
On pose : Vn € N, v, = énn)
1. Montrer que la suite (v, )nen est bien définie et : Vn € N, u,, > 0.
In(n T In(k
2. a) Montrer que la série (n) converge. Dans la suite, on note : 0 = — > Q(k )
n>1 k=1

b) (i) Pour tout n € N*, exprimer v,, — v,—1 en fonction de n.

Puis déterminer la nature de la série Y (v, — vp—1).
n>1

(it) En déduire que la suite (v,)nen converge vers une limite ¢ € R qui vérifie :
{ = o+ g

3. On suppose dans cette question que ug # e~ 7.

a) Déterminer le signe de /.

On pourra distinguer les cas ug > €~ ¢

et up < e 7.

b) En déduire la limite de (ln(u”))neN’ puis étudier le comportement en +oo de la suite (up)nen-

4. On suppose dans cette question : ug = e™°.

N T In(k)
a) (1) Vérifier que pour tout n € Nyona: v, = > ok
k=n+1
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(ii) Retrouver dans ce cas la valeur de la limite ¢ de la suite (vy,).

1 1
b) (i) Démontrer : Vn € N, In(uy,) > H(”;L)

(ii) En déduire

lim  u,.
n—-+o0o

Partie II : Approximation de o
5. a) Montrer : Vz € |0, 4o00[, In(z) <z — 1.

too In(k 1
b) En déduire : vn e N+, 5. k) o+l

k=n+1 2k = om
" In(k 1
6. Montrer alors : Yn € N*, |0 — | = n(k) <z + .
k=1 2 2"

7. Ecrire une fonction Python (que I'on nommera approx) qui, prenant en argument un réel e stric-
tement positif, renvoie une valeur approchée de o a € preés.




