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Exercice 1
Partie A : Etude de deux suites

On définit les suites (un)nen* €t (Vn)nen+ par :

n
Vn e N*, u, = >
k=1

x| =
~
Il
_
=

1. a) Montrer : Vt € |0, +o0], < In(t+1) —1In(t) <

t+1

1
e 1 pt : pour tout ¢t € |0,+oc], si x € [t,t+ 1], 7

1 1

> — > —— (par décroissance de la
T t+1

fonction inverse sur |0, +00[)

t+1 t+1 +1
o 1 pt : par croissance de ’intégrale / —dr > / —dr > / —— dx
t t t X t t + ].

b) En déduire que les suites (uy,)nen+ €t (vn)nen+ sont monotones, puis qu’elles convergent vers une
méme limite notée .

e 1 pt: uppy —uy = —(ln(n+2)—ln(n+1))

Cn+1

1

1 pt: il (ln (n + 2) —In (n + 1)) > 0 en appliquant ’inégalité (de droite) pré-
n

cédenteent=n+1>0

e 1 pt : de méme v, 11 — vy, —(In(n+1) —In(n)) <0

:n+1
1
. 1pt:vn—un:1n<1+> — In(1)=0
n /) n—+oo

no1
2. Montrer alors : > — ~ In(n).
=1 k

n——+oo

« 1 pt : par sommation ), —— < > <ln(l<:+1)—ln(k:)> < > -
=1 k+1 k=1 =1k
1 1
« 1pt: éord t — < In(k+1)—In(k) < —
pt : en réordonnant -—— n(k+1) —1In(k) p
Iptim(nt1) € 3L < mna1)-— -4 m0tw)
. :In(n < — < In(n - = — s
P =k n+1 In(n)
et théoréme d’encadrement
1
3. a) Justifier : Vn € N*, u, <y < v, puis : Yn € N*, un—zi—vn_ ’ < 3 (U, — up,)
e 1 pt : u, <limsup u, = liminf v, < v,
n—-+00 n—+00
e 1 pt:|u,—u,|= ‘ (n =) = (un—7) | = | lvn =] = lun — 7| ! par inégalité triangulaire
. lpt::‘un—&—vn—Z’y’carungfygvn
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b) En déduire une fonction Python (que 'on nommera approx) qui prend pour argument une
précision eps et qui renvoie une approximation du réel v a eps prés.

1 1
un+vn—7‘< ln<1+n>

.1 t:
P 2 2

e 3 pts:

import numpy as np
def approx(eps)
k=1
S=1
while 1 / (2 % np.log(l + 1/k)) > eps :
k=k+1
S+ 1/k

I
~ o

N
g =S - np.log(N+1)/2 - np.log(N)/2
return g

n

B o o N o & w ke ke

Partie B : Etude d’une fonction définie par une série

1 1
4. Montrer que, pour tout = € [0, +ool, la série Y [ — — —— | converge.
k>1 k k +x

e lpt:casx=0

e 2 pts:six#0:Vke N, k: >0 et m o % et > —convergente...

too /1 1
On pose alors, pour tout x € [0, +oc| : S(z) = - — )
b p ool 560 = 5 (- 555 )

5. a) Calculer S(0) et vérifier : S(l 1.

+oo +oo
« 1 pt: S(0)= Z( > Z
k=1 =
n 1 1 1
o« 1 pt: — —
pt: 2 (k: k:+1) 1 n+1nﬁ+oo
n 1 1 2ntl ] 2 1 2 2
b) Montrer, pour tout n € N* : —— | =2-2 2 - =
kgl <k k‘—i—%) k§+1k‘ 2n+1 nk¥11+%
n 1 1 2n+1 1
e 2pts: ) - =2-2 > -
=1 (’f k+ 5) kg1 K
2n+l 1 2 1 n 2
e2pts:2-2 > —=2-— -= >
k=nt1 K 2n+l nS 14k
it s 2 [ fwydion St 2 est conti 0,1]
. — ou f: est continue sur
P nk:11+%n—>+oo 0 1+1¢ ’
b2
« 1pt —— dt=2 (In(2) — 1
pt: | 1 (In(2) — Ingt])
1

soit par calcul direct, soit par récurrences (conseillées)
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6. a) Montrer : V(x,y) € [0, +o0[?, S(y) — S(z) = (y — ) ;2? (k‘—i—ac)l(k—i—y)

e 1 pt: Sy(z)— Sp(y) =(z—vy) élm

+oo 1
L Lpt s S(@) = S) = Hm (800~ $u0) =0 -9) & o

b) En déduire que S est une fonction croissante sur [0, +o0.

400 1

e 1pt: Sy —S()=W—2x) kglm205iy>x

¢) Montrer :
S(z+h)—S(z) T 1 T 1
Vh e R h> — —| <
Vo € [0,+o0o[,Vh € R, z+ 0 = ‘ Y kgl i+ 2)° | |k§1 3
+oo 1
En déduire que S est dérivable sur [0, +oo] et : Va € [0, +o0], S'(z) = > 7(}% gy
1 T
S(z+h)—S(z) oo 1 oo —h ‘
« 1 pt: — -5
1

. 1pt: |h|z

ar inégalité triangulaire
(k+a:) ktz+h) ¥ 8 &

(car (k+x) >k’ et k+xz+h>k)

.1pt:<|h|z
k

:1k2><k
S(x+h)—S@)  to 1 oo 1
e 1pt:0 < — ——— < |h —
P ‘ h kzzjl (k4 )2 | ‘kzz:l k3

0 -~ 0 et |h] Z - 0, puis par encadrement

o 0 pt : ainsi S est dérivabl 0 t S'(x) = li = —
pt : ainsi S est dérivable sur [0, +o0] e () h% - k; CEE
On admet que S’ est également continue sur [0, +ool.
1
7. a) Montrer : Vz € [0,+o0[, S(z+1)=S(z)+ Pt
1pt:siz>0, Sx+1)—Sx) = li ) (- B (L
. isix > - = lim - — - - —
. 1 1 1
e 1 pt: lim — =
n—+toc 14+ n+zx+1 14z
no1
b) En déduire : Yn € N*, S(n) = Z T
n—1 n—1 1
« 2 pts : par récurrence ou ), (S(kz +1)— S(k:)) =5 —
k=0 k=0 k+1
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¢) En utilisant la croissance de la fonction S sur [0, +oo[, montrer : S(z) ~ In(z).

r—+00

e 1pt:S(lz]) < S(x) < S(|z]+1) par croissance de S
(

S S@) _ S(lal+)
CIPUIE S ) S S(e) S S
c1pt:SE) ~ S(lzl) ~ In(lz)

.ln(LxJ—l-l)_ln(Lx (l—l—ﬁ)_ln({ajj)—i—ln(l—&—ﬁ)_ ln(l—i—FlJ)
S Y (7] R T () R Y () R Y (F) Iy

k k+x

1 t'/lzn:(l— ! )dx—zn:(/llda;—/l ! dx)
* pt = 0 k=1 k k+l‘ 7:1 0 k 0 k‘f’]?
+

L
elpt:=3Y ——(In(n
=1 k

Lo 71 1
8. a) Vérifier : Vn € N*| u,, = / > < — > dx, le réel u, étant défini dans la Partie A.
0

1
1 too 1]
b) Endéduire:VneN*,Oé/ S(x)de —u, < = >, —
0 2 k=n+1

. 1pt:/1 S(z) dx—un=/1 (kiz:::l (/i_k:j—a)

1 x
<

kE4+x k2

1
k
1
(k n+1 k+ax
.1pt:/< kﬂ)dw:/x<2k2>dx:<zk2>/$dx:
0 k=n+1 0 k=n+1 k=n+1 0
to 1 T
(k%:-i-l k2> 2

1
¢) Conclure : / S(x) de =~
0

e 1pt:0 <

/AN
O\’_‘
T

+
NP
*
Tl =
N——

Q

3

o 1 pt : thoréme d’encadrement avec R, — 0
n—-+00
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Exercice 2

1

. Donner un exemple, d’une fonction f de R dans R pour laquelle il existe un réel K élément de |0, 1]
tel que, pour tout couple (x,y) de réels, on ait :

| f@)—fl) |[<Kx|z—y| (%

1
« 1pt: f:xn—>§ x convient
Montrer que f est continue sur R.

e 1pt:0<|f(z)—f(w0)| < K |z—mz| donc par théoréme d’encadrement : li_>m f(z) = f(xo)
T—T0

A T'aide de la relation (), montrer par I'absurde que I’équation f(z) = 2 admet au plus une solution.
e 1pt:|a—bl=|f(a)— f(b)] <K x|a—0
e 1 pt : donc 1 < K, absurde!

. On considére la suite (uy,)nen définie par la donnée du réel ug et la relation de récurrence u, 41 =
f(uy), valable pour tout entier naturel n.

a) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a :
[tnt1 — un| < K™ X |u; — w|
n+1 n| X 1 0

« 2 pts : par récurrence (1 pt initialisation / 1 pt hérédité)

b) Etablir la convergence de la série de terme général u,, 1 —u,, puis en déduire que la suite (ty, )nen
est convergente. On note a sa limite.

elpt:VneN, 0L "U,n_l,_l — un‘ < K“‘ul - uo} et théoréme de comparaison
o 1 pt : par télescopage u,, = ug + nil (Uk+1 — uk) admet une limite finie
k=0
¢) Conclure que 'équation f(z) = x admet une unique solution.
e 1 pt: fluy) e f(a) et upiq WS @ donc a = f(a)

« 1 pt : et I’équation f(z) = x admet au plus une solution

On désigne par n et p des entiers naturels (avec p > 1).
n+p—1 n+p—1 )
a) Justifier que 'on a: > |ujp1 —ug| < >, K' X |ug — upl.
=n i=n

e 1 pt: ‘ui“ —ui} < Ki‘ul —uo‘ -+ sommation

b) En déduire I'inégalité :

1—-KP
[Up4p — un| < K™ x T |ur — uo|
n+p—1
e 1pt: }unﬂ, — un‘ = > (ui+1 - ul) par télescopage
=n
n+p—1
elpt:< > ‘ Ujr1 — Uj | par inégalité triangulaire
i=n
n+p—1 ) K" — Kn—l—p
e« 1pt: Kt=———
P z;z l1-K
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c¢) Etablir enfin I'inégalité suivante :
n

1-K

la — up,| < X |up — o]

1—-K?P
e 1 pt:comme K €]0,1[, lim = 0 et passage a la limite (inégalité précédente)

p——+00 —

6. Etude d’un exemple : on considére la fonction f définie par :

VteR, f(t)=

1+et
a) Justifier que f est de classe €2 sur R puis calculer f/(t) et f”(t), pour tout réel t.

« 1 pt: f de classe ¥? sur R comme inverse d’une fonction qui ne s’annule pas sur R
¢

, . e
‘1pt:f(t)__m

" -1
. 1pt=f(t):et(117et)s

b) Déterminer les variations de f’ sur R et établir enfin 'inégalité :

1
vieR, 1) < ;
elpt: f/t)>0e—-1>0e>1t>0
t t
Lot et 1 e e T
»1lpt:e (1+et)3 12+ €t taJrooO et ¢ (1+et)3 t—>—ooe (1)3_ ¢ t~>fooo

FN

et donc | f/(t) | <

=

1
e 1pt: pour touttcR: —Zéf’(t)é()é
1o 1
c¢) En déduire que f est i-contractante.

1
e 1 pt: f est dérivable sur R et V¢ e R, ‘f’(t)‘ < 1 donc, par inégalité des accrois-
1
sements finis : V(z,y) € R?, ‘ fl@)—fly)| < 1 } r—y ’

d) On considére la suite (up)pen définie par la donnée de ug = 0 et par la relation de récurrence
Un+1 = f(uy), valable pour tout entier naturel n. Montrer que cette suite est convergente. On
note toujours a sa limite.

1
« 1 pt: fest Z-contractante donc (u,) est convergente d’apreés 4.b)

e) Ecrire une fonction Python (on la nommera suite) qui, pour une valeur donnée de n, renvoie
la valeur de u,,.

e 3 pts:

def suite(n):
u=20
for k in range(l, n+1):
u=1/ (1 + np.exp(u))
return u

lov ™ e N e
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f) En s’appuyant sur le résultat de la question 5.¢), établir que u, est une valeur approchée de a
a4 moins de 1073 prés dés que n vérifie 4 > 2000/3.

n 2 1
'1Pt3‘un—a‘<£7><‘u1—uo|:§4—n
. 1pt:onchercheNtelque‘uN—a‘ < §4LN < 1073

g) En déduire un programme Python, utilisant la fonction précédente, qui calcule et affiche la
valeur approchée de a qui en résulte.

e 2 pts :

import numpy as np

x = np.log(2000 / 3) / np.log(4)

N = int(np.ceil(x))

print ('Une valeur approchée & 10**(-3) prés de a est :', suite(N))

[ V- R | R

Exercice 3 /40

Partie I : Etude d’une suite récurrente

2
On considére une suite (uy,)nen définie par ug € Ret : Vn € N, up4q = ij T
n
On suppose : ug > 0.
In(w
On pose : Vn € N, v,, = ;nn)
1. Montrer que la suite (v,)nen est bien définie et : Vn € N, u,, > 0.
e3pts:VneN, u, >0
x 1 pt : initialisation
x 2 pts : hérédité
« 0 pt : (v,) bien définie
1 T In(k
2. a) Montrer que la série HQ(ZL) converge. Dans la suite, on note : 0 = — n2(k ) .
nz1 k=1

o 2 pts : critére de négligeabilité

In(n) 1

x 0 pt : Vn € N*, on >Oetﬁ20

_In(n) 1
X 1 pt . 2n - n_)0+oo ﬁ

1
x 1 pt : La série ), — est une série de Riemann d’exposant 2 (2 > 1). Elle est
n>1 n
donc convergente.

b) (i) Pour tout n € N*, exprimer v, — v,_1 en fonction de n.
Puis déterminer la nature de la série > (v, — vp—1).

n>=1
In(k)
. 1pt:vk—vk_1:— 2k
N ) . In(k)
« 1 pt : d’aprés la question précédente, ok convergente, donc ) (v —vg_1)
k>1 k>1

convergente.
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(i1) En déduire que la suite (v,)nen converge vers une limite ¢ € R qui vérifie :

{ = o+

n

e 1 pt: > (vp —vp_1) =vn— 19
k=1
(vn

«1pt: ) converge d’aprés la question précédente
e 1 In(k)
« 1 pt : par passage a la limite { = — ) ok +v9g =0+
k=1
3. On suppose dans cette question que ug # e~ 7.
a) Déterminer le signe de .
On pourra distinguer les cas ug > e 7 et ug < e 7.

e 2pts: (>0 < wuy>e ? (dont 1 pt pour la stricte croissance de exp sur R)
e Opt:l<0 & yp<e™@

b) En déduire la limite de ( ln(un))n cn» Puis étudier le comportement en +oo de la suite (un)nen.

o

, alors lim wu, =+
n—-+00

e 1 pt:siuy>e”

,alors lim wu, =0

n—-+00

e 1 pt:siuy<e”

4. On suppose dans cette question : ug = e~ 7.

) xras oo In(k)
a) (i) Vérifier que pour tout n € N;ona: v, = > T
k=n+1
+oo ]
e 1 pt:vy=In(uy) =-0= > n(]f:)
=1 2
n In(k too In(k
elpt:v, == n(k,)—i-vo: > n(k)
k=1 2 k=nt1 2

(ii) Retrouver dans ce cas la valeur de la limite ¢ de la suite (vy,).

In(k +oo In(k n In(k +oo In(k
« 1 pt:comme ) n(k) convergente d’aprés 2.a) : > n(k) =Y n<k)+ D n(k)
k>1 2 k=1 2 k=1 2%  kZat1 2

° ]_pt . nll)Ifoo Unzo

1 1

b) (i) Démontrer : ¥n € N, In(u,) > n(n;—)

too In(k) 1 1 too In(k

o 1 pt : ln(un) — 9on Uy = on Z n(k) _ n(n + ) 4 on Z n(k)
k=n+1 2 2 k=n+2 2
1 1 oo In(k | 1 t° In(k
« 1pt: M—I—Z" > n(k) > nn +1) car ). n(k) > 0 (en tant que somme
2 k=n+2 2 2 k=n+2 2

de réels positifs)

(ii) En déduire nEI-Eoo Up.

« 1 pt : par croissance de exp sur R : u, > exp (

In(n +1)
2
e 1 pt: lim wu,=-+00

n—-+00
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Partie II : Approximation de o
5. a) Montrer : Vz € |0, 400, In(z) <z — 1.

e 3 pts:
x 1 pt : la fonction ¢ : x — In(z) est concave sur |0, +oo|

x 1 pt : sa courbe représentative C; se situe donc sous ses tangentes, notamment
celle au point d’abscisse 1

x 1 pt : équation de la tangente : y =¢g(1)+ ¢ (1) (z —1) =z —1

too ] 1
b) En déduire : Yn € N*, >~ n(k) < nt

k=n+1 2k h 2n
In(k k—1
e 1pt: n2(k) < oF d’aprés la question précédente et car 2F > 0
In(k mo k-1
e« 1pt: n(k) <

e S (3 () EG) e @) E G

k—1 k
1 1
1pt: > k(= et > | =] série géométrique dérivée premiére et série géo-
=1 \2 =1 \2

1
métrique de raison 3 € | —1,1[. Elles sont donc convergentes.

m 1\* 1\ IN" n+1
tpt: 2 (k=) (2) e <2> i+m-1) (2) = o

> & In(k) gn—i—l.
P 2n

6. Montrer alors : Vn € N*,

7 In(k) oo In(k)
« 1pt: O'—<—Z o >‘: > ok
k=1 k=n+1
nIn(k 1
e 1 pt:|o— <_k21 n2(k )>‘ < n; d’aprés la question précédente

7. Ecrire une fonction Scilab d’entéte function sigma = approx(eps) qui, prenant en argument un
réel e strictement positif, renvoie une valeur approchée de o a € prés.

e 3 pts:

import numpy as np
def approx(eps)
k=0
S=20
while (k+1) / 2x%k > eps :
k=k+1
S =S + np.log(k) / 2xxk
sigma = -8
return sigma

f© o N o jov e N =




