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Partie I

n

1. a) Déterminer, pour tout n > 2, une expression de la quantité ]

En déduire 'existence et la val

1
1- =

0

n
elpt:Vn>1, H<
k=2

+00
« 1 pt : ainsi, le produit []
k=2

b)

valeurs des quantités suivantes

+o0 1
eur de [] (1— >
k=2 k

1
= — (télescopage)
n

1
<1 — k> existe et :

—+00

[

k=2

(

k=2

1— =

1
(1 - k:) sans le symbole [].

= lim —=0
n—+oo n

)

k

En procédant de fagon similaire & la question précédente, démontrer 'existence et calculer les

1o 1 1 10 1 2
kl;[2< _k32>’ k1;[2< _k(k+1))
n 1 n o (k—1)(k+1) n o1 nok4 1
.1 t: 1_7 = —_—_—m —_— -
s I (1) = 1P = () < (1,50)
1 t°—l>< §><§>< X " xn+1 —lxn—i—l
* p'_n 2 3 n—~T n T n 2
too 1 too 1 1 1
« 0 pt : ainsi le produit 1}32 <1_k2> existe. De plus:kl;[2 (1—]#):“&&100 n;;l =3
n 2 nok(k+1)—2 <n k:—l) (n k:+2>
. 1pt: [ I L et F=1) o k+2
P 1}32 < k(k+ 1)) 1}32 k(k+1) k:l;[2 k p=2 b +1
1 t'—lx /—Ixéx xiw n+t? _n+2
* p'_n 3 4 n n+1) 3n
0 pt : ainsi le prod 'tJﬁo<1 2 >e'steet at1
. : ainsi rodui ————— | exi vaut —
P p ol k(k+1) 3

2. Soit (uy) une suite réelle vérifiant

VneN 0<u, <1.

“+oo +o0o
a) Montrer que la quantité [ u, existe. Puis démontrer que le réel [] w, est non nul si, et

n=0

seulement si, la série Y In(uy) est convergente.

n

n

n

I1

Uk

n

[T

k=

k=0

)

n=0

) est minorée par 0

(
(

) (1 =1) <0
0

Uk

) =In(¢) et > In(u,) CV

—oc0 et > In(u,) DV

e 1 pt: [] up > 0 ainsi la suite (Huk
k=0 k=0
n+1 n n n
.1pt:Huk—Huk:(Huk>xun+1—nuk:
k=0 k=0 k=0 k=0
e 0 pt : décroissante + minorée donc convergente vers un réel > 0
“+oo n
o 1 pt : si li = t i 1
pt : si kl;[ouk>0, Jim kl;[ouk {>0e Jim o
+oo n n
e 1 pt:si ur =0, lim uy=0et lim In
P kl;lo ‘ T oo kl;lo : n—+00 <I<:l;[0
o 0 pt : conclusion < grace a la contraposée du point précédent
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olpt:

“+o00o
b) Démontrer que la quantité [] (1 + uy) existe si, et seulement si, la série Y wu, est convergente.
n=0
+o0 n
(=) on suppose que [](1+ug) existe. Donc lim [[(1+wug) =7¢
k=0 o0 o

e 1 pt:comme [[(14ux) >1,¢>1dou lim E In(1+ug) =1In(¢) et > In(1+wu,) CV

o].pt:
e« 1pt:

k=0 n o0 k=p
In(1+w,) ~ wu,caru, — 0 par CN de convergence de >  In(1+ u,)

— 400 n—-+oo
critére d’équivalence des SATP (rédaction correcte)
+o00 +oo

¢) Démontrer que la quantité [ (1 + u,) existe si, et seulement si, [] (1 — uy,) existe et est non

nul.

« 3pts: ) In(l—u,) convergente < > wu, convergente
x 1 pt: (=) comme ) In(l—u,) CV, lir+n In(l1—wu,) =0donc In(1—u,) ~ —u,
n—-+0o0

n—-+oo

x 1 pt: (<) comme Y u, CV, liril up, =0 donc In(l —u,) ~ —wu,
n—-+0oo

n——+oo

x 1 pt : théoréme d’équivalence des SATP

e« 1pt:

comme Vn €N, 0 <u, <1,VneN, 0<1—u, <1 et on applique 2.a).

+o0 too
Ainsi [[(1 —ug) existe et [[(1—wux)#0 < > In(l —u,) convergente

Partie 11

k=0 k=0

teo (DMt (S
3. Démontrer l'existence et calculer les valeurs de : [] <1 + ) .11 <1 + )

« 3 pts

><].pt:

2p+1 —1)k+1 1 9
(1 C0 1

><].pt

x 1 pt:

e« 6 pts :

x 0 pt

><].pt:

: la série )|

k=2 k

()

k=2

2p —1)k+1 1 4 3 2 —1 nzr 2 1)zt 1

H<l+< ) ): p—1+(=1)% 2p+ (-1 1

e k 27374 2p —1 2p 2
+1

k=2

n _1\k+1

o . (—1) 1

par propriété de recouvrement, la suite | [[ {1+ e converge vers
k=2

Em(u(‘lW):o

(1 (1 ¥

1n+1
:ln<
vn

NG
).

n+1 1 1
) ()
27’L n—+oo n2

uary

)"t
( ) converge par CSSA (dont 1 pt par les hypothéses)

n—-+4oo

1
: en notant w, = O (3>, la série Y w, CV par critére de domination

n2
DV de la série car son tg est la somme des tg d’une série CV + DV

-1
: comme ) o est 4 termes < 0, la suite des somme partielles tend vers —oo
n

lim Z In ( (1)k+1> oo donc lim e (i In <1 + (1)n+1>> 0
: i — ) =- i X ~ = )=
n—+o00 [T \/E n—+oo P k=2 \/’E
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a) Montrer que les séries > In(1 + u,) et > u,? sont de méme nature.

4. Soit (uy) une suite réelle vérifiant : Vn € N,

U,

e 1 pt : comme ) u, CV, u, njm 0 et In(1+u,) —u, Ty

« 1 pt: par critére d’équivalence des SATN, > (In(14up)—uy) et > u,? de méme nature

e 1pt:In(l+uy) —u, = In(14u,) + (—uy) donc 3. (In(1+up) —uy) et Y In(1+ uy)
sont de méme nature

+00 +00
b) En déduire que [] (1 4 uy,) existe. Puis démontrer que [] (1 + u,) = 0 si, et seulement si, la
n=0 n=0
série > uy,? est divergente.
« 2 pts:cas . u,?CV

x 1 pt : alors la série ) In(1+ u,) de somme S

1 pt:exp <I§:0 In(1 —|—uk)> H exp (In(1 +uy)) =

=0

X

(I+ug) — e >0

n—-+o0o

ol
I

« 3 pts:cas > u,”? DV

x Ipt:In(l+wu,)—u, ~ ——(<£0)(car ) In(l+u,) CV et doncu, — 0

n——+oo 2 n—-+o0o

x 1 pt: i(ln(lJruk)fuk) — —00

k=0 n——+oo

x 1 pt : comme In(1+u;) = (In(14ug) —ug) +u, alors lim  exp (Z In(1 +uk)> =0

n—-+o00 k—0

Partie 111

5. Soit (ay,) la suite réelle définie par :

Vn € N*,

a) Etudier la nature des séries > a, et > a,2.

« 0 pt : on note (A4,)nen+ et (By)nen+ suite des sommes partielles de > a, et > a,>

e 2 pts :
A 227:” f) 1 1 1 1 §1 f)

x 1 pt: Agy = ap = <—%+%++>: - e
AT & koAk ok kvVE) Sk iSikvVE
mo1

x 1pt:k§1%m:r>oo 400 donc Asg,, m_)—+>oo 400

e« 2 pts:

m 1 mo1
xlpt:BQm—QZk—‘rQZ \/>+3Z Zle\/E =

x 1 pt: Boy m_>—+>oo +00 comme dans le point précédent
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b) Montrer l'existence et calculer la valeur de [] (14 ay).
n=3
m
e 1 pt: Cyy, = H (1—|—ag)>< H (1+(I@):H((1+a2k_1) (1+a2k))
L€ [3,2m] £ € [3,2m] k=2
¢ impair ¢ pair

1 2m m 1 1
e 1pt:(l+agw_1) (1+aw)=1—-5donc Cop =[] (1+ar)= 1] <1> —

k? =3 k=2 k2 ) motoo 2
1 pt: Copyr = QﬁL LI RV (I Iy

6. Soit (u,) une suite réelle vérifiant les deux conditions suivantes.

un}<1

Vn € N,
La série Y w, est convergente
a) Montrer que la série " u,, est convergente si, et seulement si, la série > u,? est convergente.
« 1 pt: (=) on suppose ) u, CV. Ainsi (u,) vérifie les conditions de 4.
00
Comme [] (1+uy,) # 0 alors Y u,? CV
n=0
« 3 pts : (<) on suppose Y u,? CV
+o0
x 1 pt:comme [[(1+u,)#0,> In(l+wu,) CVetu, — 0
n=0 n—r—+oo
up,?
« 1pt:In(l+u,)—u, ~ ———

n—-+oo 2

x 1pt:u, = In(l+u,)— (In(l+u,) —u,) donc Y u, CV

(< 0) donc Y (In(1+wuy,)—uy,) et > u,? de méme nature (CV)

n

b) Montrer que lirf 3 up = +oo si, et seulement si, la série S u,? est divergente.
n—-—+0oo
k=0

n
« 1 pt: (=) on suppose lim Y wup = +oo donc Y. u, DV et donc 5. u,?> DV
n—+00
(question précédente)

« 3 pts : (<) on suppose > u,? DV

+o0
x 1 pt:comme [[(1+u,)#0,> In(l+wu,) CVetu, — 0
n=0 n——+o0o
2
x 1 pt:In(l+uy)—u, ~ —%(g 0) donc Y (In(1+uy)—uy,) et > u,? de méme nature (DV)
n——+oo

n n
x 1pt: > u=3 In(I+u)— > (In(l+ug) —up) — —o0
k=0 k=0 k=0 n—++00

Partie IV

On note (sp)nen+ la suite définie par :

som—1(z) = (1 - i) eXp (i>

mTm mm

Som(x) = (1 + i) exp (—i)

mTm mm

Vr € R, Vm € N*,
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7. Montrer que S(z) = [] sk(z) existe pour toute valeur de z et vérifie : Vo € R\ 7 Z, S(z) # 0.
k=1

ciptiVinl) = Mot = T s@x T s = faoa@ )< )

=1 2 € [1,2m] 2€[1,2m]
¢ impair ¢ pair

o ()

e lpt:sizenZ*, Vy(x)=0
e dpts:sixgnZt,

=

2
x1pt:0<1— (ki) < 1 a partir d’un certain rang
m

x 1Pt=‘/2m(x):l:)1;[_11(1_<kx77>2>Xkﬁco<1_(k‘i>2>

« 1pt:wn(@) = [] (1_</fw>2> — &5 car la série ln<1—(x)2> CcV

k=ko m—+00 n>ko

+o0 2
x 0 pt : ainsi (Vap(z)) CV, de limite notée V(z) = [] < 1-— (i> )
k=1 ko

x 1 pt: Vopp1(z) = Vo () X somyi(z) — Vix) x 1

m—r+00
2n
8. On suppose : z € R\ 7Z. Pour tout n € N*, on pose : T),(z) = sk(z).
k=1
Calculer : lim Tnlw + 2m)
n——4o00 Tn(x)
2n
o 1 pt : comme z ¢ 77, alors pour tout n € N*, T,,(x) = [] sig(x) # 0.
k=1
1 n n
e 1pt:Th(y) =Vouly) = ———— x [[ (kr—y) x [] (kn+y)
11 (kW)Q k=1 k=1
k=1
.2pts:Tn(x+27r):...: T (EAT) X(M)X(M) R x
T (z) (A7) 27 +2)  (mr) x (nr) note 27+

9. En déduire que la fonction = +— z S(x), définie sur R tout entier, est périodique de période 27.
e 2pts:casz e R\7Z

x 1 pt:comme lim V,(y)= lim Va,(y), on en déduit :
n—-+00 n—-+oo

T (x+2m) nll)rfoo Ta(w +27) S(x+2m)

lim = - =
n—too T, (x) ngliloo T (x) S(z)
T, 2
x 1 pt: W e P (9. précédente) donc (z+27) S(z+27) =z S(z)

elpt:sizenZ, hz+27m)=(z+27) S(z+2n)=(2+27)x0=0
10. On admet la propriété suivante :

sin(mx)  sin(wz) t° n
—1 1 teR t) = 1" ——=
Vo €]~ 1,0[U]0,1[, Ve € R, cos(ar) — T T S g 2

a) Soit n € N. Rappeler la valeur de cos(n ).

« 1 pt : pour tout n € N, cos(nm) = (—1)"
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+oo 2
b) En utilisant la propriété (x), calculer pour tout x € | — 1, 1] la valeur de la somme Z %
z2 —n
. sin(mx)  sin(wz) £ 2x
e 1pt:siz#0, (x) ent=m, cos(rzx)= — + - ngl (=)™ o R— (=)™

Clpt 2w <COS(M)_sin(m)>:Wc§s(:x§_ w_- sin(ga) 1

= a2 —n? sin(mv) T

2
e 1 pt:siz=0, alorsz z ZO—O

¢) En déduire, pour tout z € | — 7, 7| :

1
. . cos(z) 1 S§iz0
D — ) sin(z) =
2272 2
0 siz=20

too 2 xZ cos
elpt: > ——TF—=n7 (2) _T d’aprés la relation précédente en £
n=1 (& )2 _n2 sin(z) =z ™
™

+oo 2xZ +o0 2
.1pt:Z”:7T<ZI)

n:l(%)2—n2 71:1372_7"—712
. 2T 0
« 1 pt:siz=0,alors — 5 = 5 =0
2 —mn —-Tn
d) Montrer que, pour tout x € | — m, 7[, la série > ¢n () est convergente, ot on note :

n? 2

Vn € N*, ¢n(z) = In (1— v’ >

On note alors : ¢(z) = Jio on ().
n=1

0 0
e 1 pt:six=0al =n{l—-—=)=In(1)=0et In({l—-——=| CV
pt :six alors ¢p(x) n( n27r2> n(l)=0et > n( n27r2) ,

et est de somme nulle

2 2
x v 1
e 1 pt :sixz#0 alors ¢,(z ln<1 > 2> . Tmm T3

2
1
e 1 pt:ln <1 — 723 2) = ( 5 > et théoréme de domination des SATP
n= T n%+oo

e) Calculer ¢(0).
2

« 1 pt : d’aprés la q précédente, Y  In (1 - — 2) CV pour z =0 et de somme 0
n?m
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f)

g)

h)

(UNIQUEMENT POUR LES 5/2)

—+00
Prouver que ¢ est de classe ¢! sur |—m, [ et démontrer, pour tout z € |—7, 7], ¢'(z) = > ¢, (2).
n=1

n>7? —2x
«1pt: t de cl ¢! - t ¢! = ... = X
pt : ¢i est de classe sur | — m, 7| et ¢, (x) i =
e« 1 pt: (0)> ¢, converge simplement sur | — 7, 7|
« 4 pts : (1) convergence normale de > ¢/,
2 % |z|
oy —
x 1 pt: ‘qﬁn(x)‘ = |n27r2—x2‘
1 pt : comme <z < 22| < 2|z < 2m
: —T<T< T,y ... < <
1P U2l —x T n?a?—n2 T (n2-1)n2
27
. * /
Apmer 0 < ol €

x 1 pt : théoréme de comparaison par inégalité des SATP

En déduire, pour tout = € | — m, 7r[, une expression de ¢'(x) sans le symbole > .
cos(x 1 .
i ! b —" IS 2z singx)) Ty 70
.1pt;sme]—w,w[,¢(:c)=n§1m=n:1m= ’
0 siz=0
Déduire de ce qui précéde la valeur de ¢(x) pour tout = € | — m, 7[.
m sin(x) sin(A)
e« 1pt: '(t) dt =1 — -1 —_—
pt: [C oo ar—m (|2 - (|
sin(x)
elpt: —In|( | —=
A—0 x
« 1 pt : enfin si x € | — m,7[ \{0}, alors z et sin(x) ont méme signe
1 <sm(az)> siz#0
« 0 pt : finalement, pour tout x € | — 7, 7[ : ¢(x) = x
0 siz=0

En déduire le développement du sinus découvert par Léonhard Euler (1707-1783) :

+o00
Ve € R, sin(nmz) = wx [] <1— >
n=1

oo St S () - m, (§0(1-(2)))

(e ) ) mmven-n( (- (2)))

1 pt : donc +1910(1_ (%)2 ) _ sin(z)

k=1 x
« 1 pt : I’égalité précédente est aussi vérifiée en 0, en —7 et en 7 (par calcul)

« 1 pt : enfin si y € R, alors il existe j € Z et x € [-7, 7] tels que : y =z + j 27
alors h(y) = h(z + j2m) = h(z) = x S(x) = sin(z) = sin(x + j 27) = sin(y)
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Partie V

Pour tout n € N*, on note g,, la fonction de la variable réelle x, définie pour toute valeur de x qui n’est
pas un nombre entier strictement négatif, par :

11.

12.

13.

exp (7)

+oo
Montrer que, pour tout = ¢ Z* , G(z) = [] gr(x) existe et vérifie : G(x) # 0.
k=1

[—2o] n
e 1 pt: pour n > [—x9], Gp(z0) = [] gx(xo) X 3 ( o _ In <1 + @) )
k=1

k=[—z0]+1 k k
e 1pt: > < 0y (1 + @) ) CV par théoréme d’équivalence des SATP
k>[—zol+1 > T n
[—2o] +o0
c0pt:Gleo)= I1 gelwo)xexp( > In(gileo))
k=1 k=[—zo]+1

[—zo] +oo
e 1 pt: J] gr(zo) #0 et exp ( > In ( gk (zo) )) > 0 donc G(zg) # 0
k=1 k=[—z0]+1

n
Pour tout n € N*, on note : Gy, (z) = [ gr(z). Montrer que 'on a :
k=1

n

In (G(1)) = (z ;) Cln(n+1)

k=1

n

1
En déduire la suite ((E k) — ln(n)> tend vers une limite finie vy strictement positive lorsque

k=1
n — +00.
L |
e1pt:In(Gy(1))=3 -~ —In(n+1)
k=1 k
« 1pt ol In(G(1)) car 1 ¢ Z_
« 1pt k:1k—ln(n):kglk—ln(n—i—l)—{—ln(l—{—n) n_>—+>ooln(G(1))

e 1pt:In(G(1)) =2 (Gi(1)) >0

Pour toute valeur de x qui n’est pas un nombre entier négatif ou nul, on pose :

e 7
@) = “— G)
I'lz+1
a) Calculer (F(:U))
e« 1pt:
e« 1pt:
e« 1pt:
e« 1pt:

b) Calculer I'(1). En déduire la valeur de I'(n + 1) pour tout n € N.
e« 1pt:
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o 1 pt H
o 1 pt H
o 1 pt .

14. Montrer que pour toute valeur de x qui n’est pas dans Z, on a :

« 1 pt:
o 1 pt H
« 1 pt:
o 1 pt H
15. En déduire la formule des compléments :

™

Veg¢Z, T(x)T(1—-z) =

sin(7 )
« 1 pt:
olpt:
« 1 pt:
o].pt:

16. Calculer T’ <;>

Exercice (UNIQUEMENT PQOUR LES 5/2)

+o0o e—oct
Soit f:xz+— / dt
/ 0 V14t

1. Démontrer que f est définie sur ]0, 4o0].

e—xot .
e 1 pt: = 0O (e
p 1 +t t—+o0 ( )

e 1 pt : théoréme de domination des intégrales g. de fonctions continues positives

2. Démontrer que la fonction f est de classe € sur ]0, +ool.

« 1 pt : pour tout t € 0,40, h; : z — e ! est de classe €' sur A = ]0, +o0[
—1

N
e« 1 pt: (0) pour tout z € A, t — ﬁgo) (x) = h(x,t) est intégrable sur |0, +oo]

, t
lpt:(l)}ﬁt(l‘ \/m

1
Vvi+1
—tx

et h,/(z) =

tx —xt

(&

)‘:’_te— =1 ‘t‘ et =
vi+1 Vvi+1
e 1pt: |hi(z)]= L gat < te sixé€a,b

Vi+1

+00 —t
« 0 pt: ’:E:/ e ' dt

3. Trouver une équation différentielle d’ordre 1 dont f est la solution (on pourra réaliser une IPP).

1 too

“+oo
—— e dt=[2V1+t e " + 2 Vi+te ™t dt
Vv1+t [ ]0 0

+oo
« 1 pt : sous réserve /
0
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+o0o 1 .
« 1 pt : le crochet est convergent ainsi que 1’intégrale / e 't dt
p g q g ; Nie;
+oo

e« 0 pt:2x VIidte ™ dt = f(zx)+2

0

+o0o (1 + t) -1 +oo +oo 1

e 1 pt:—f(x :/ L et gt = \/1+textdt—/ e

( ) 0 V1+t 0 0 VvV1+t

et —2z f'(z) = (1-2z) f(z)+2

—xt

10



