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DS1

—+00

Pour toute suite réelle ou complexe (u,), pour tout ¢ € N, le symbole [] wuj désigne la limite, si elle
k=q
existe, de la suite (p,) définie par :
n
Vn>=gq, pn = [[lur = ug Xuge1 X Xuy,
k=q
‘
+o0o
o Le produit infini [] ug n’est pas un objet simple a appréhender. Cette notion n’est d’ailleurs
k=q
pas au programme de PSI, c’est pourquoi ’énoncé fournit sa définition.
+00
Il faut & tout prix garder en téte que, comme le précise I’énoncé, la quantité [ ug n’a de sens
k=q

n
QUE ST la suite ( II uk) est convergente.
k=q nzq

o On pourra rapprocher la notion de produit infini de celle de somme de série convergente. Comme

+oo n
pour le produit, la somme ) uj n’a de sens que si la suite des sommes partielles (Z uk)
k;:q k:q ’I’LZ(]
est convergente (ou encore, lorsque la série ) wu, est convergente).

\. J

Les parties IV et V sont associées et indépendantes des parties I, II et III.

Par ailleurs, on définit les ensembles suivants :
x l'ensemble 7 Z est défini par : 7Z = {kn | k € Z}.

On obtient alors, par exemple : R\ 7Z = | |k, (k+1)x]
kEZ

x l’ensemble Z* est I’ensemble des entiers strictement négatifs.

Partie I

n 1
1. a) Déterminer, pour tout n > 2, une expression de la quantité [] <1 - k) sans le symbole []. En
k=2

+o0 1
déduire l'existence et la valeur de [] <1 - >

k=2 k
Démonstration.
oSOltTL}Q
n 1 nok—1
i) - i
k=2 k =2 Kk
_r.z =2 p~T
273 n—T n
_ 1
n
n 1 1
vn>1,n(1_):
k=2 k n
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Commentaire

On aurait pu également proposer une rédaction qui fait appel aux propriétés du symbole [] :

JLO—;)—kﬁ(k;v Jlgknggk(nmnli

Commentaire

o D’aprés le point précédent :

L 1 1

[m(r--) =- — 0

k=2 k n n—-+oo
n

1
La suite < I (1 — k)) est donc convergente.
k=2

oo 1 oo 1 1
Ainsi, le produit [] <1 - > existe et : [] (1 - ) = lim —=0.
k=2 k k=2

« Rappelons que lorsqu’un énoncé demande de démontrer la convergence d’une série Y wu,
ET CALCULER SA SOMME, alors il s’agit toujours de :

n
1) calculer, pour tout n € N, la somme partielle Y wuy,
k=0
n
2) en déduire que la suite (Z uk) converge et calculer sa limite.
k=0

e On agit de la méme maniére concernant les produits infinis. Plus précisément, lorsque

I’énoncé demande de démontrer ’existence ET CALCULER LE PRODUIT Jﬁo uy, alors il s’agit
toujours de : =
1) calculer, pour tout n € N; le « produit partiel » ﬁ U,
§ k=0
2) en déduire que la suite ( I uk) converge et calculer sa limite.

k=0
+o0 1
(-1 -
k=2 k

o Remarquons par ailleurs :
Ce point peut paraitre étonnant au premier abord si on a en téte qu'un produit d’un
nombre fini de termes est nul si et seulement si 'un des termes est nul. En ce qui concerne
les produits infinis de termes, on ne retrouve pas ce résultat. Par exemple :
no] 1\" oo ]
[H=z=1z — 0 et donc - =0
k=1 2 2) nooo k=1 2

1
Multiplier par — a chaque étape (c’est-a-dire diviser par 2) rend le produit de plus en plus

proche de 0 et finalement égal & 0 asymptotiquement parlant. -

J
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b) En procédant de fagon similaire a la question précédente, démontrer 'existence et calculer les
valeurs des quantités suivantes.

Démonstration.
n 1
« Commencons par étudier la suite de terme général [] <1 - k2)
k=2
x Soit n 2 2.
n 1 no g2 —1
fl(1-5) - 0
k=2 k2 o K
no(k—1)(k+1)
= H 12
k=2
L | nok+1
- ( = ) . ( k )
k=2 k=2
1 3 4 n n+1 (d’apres la question
= —X[|[=X=X-"X ——X o
n 2 3 n—T w précédente)
1 n+1
= — X
n 2
n 1 n+1
Ainsi : Vn > 2, 1—-—= ) =—.
insi : Vn kl;lz ( k:2> ™
x De plus :
n+1 w1 R 1
2N noteo 2 2 notoo 2

00 1 +oo 1 1 1
Ainsi le produit [] <1 - /£2> existe. De plus : J] <1 — k,‘z) = 1l ntl_1

m .
k=2 k=2 n—+oco 2n 2
Etud 1 d 117 (1 2
« Etudions maintenant la suite de terme généra - .
& 1}32 ( k(k+ 1))
x Soit n > 2.
7 2 kE(k+1)—2
(o) - B
i) E(k+1) i k(E+1)

Or, pour tout k > 2 :
B+k—2 = (B2-1+(k-1)
= (k=1 (k+1)+k-1)
= (k—1)(k+2)




PSI 14 SEPTEMBRE 2024
Mathématiques

On en déduit :

ﬁk(k+1)—2 B ﬁ(k— ) (k+2)
k=2 k(k+1) k=2 k(k+1)
nok—1 n k:—|—2)
— _— X _—
<k1:[2 k ) <k2k+1
1 4 3 nF+T n+2 (d’apres la question
= —xX[=Zx=x-X X L
n 3 4 n n+T précédente)
1 n+2
= -
n 3
n 2 n+2
Ainsi : Vn > 2, 1— = .
mi 2 01 (1= ) = 5

x De plus :
n+2 " 1 1

~Y —_— H —_
3n n-o+o 37 3 n—+oo 3

too 2 too 2 n+ 2 1
Ainsi 1 duit 1—— iste et : 1———— | = 1 = —.
insi le produi k];[2< k(k+1)> existe e k];[2< k(k+1)> Jim — E]

2. Soit (uy) une suite réelle vérifiant : Vn € N, 0 < u,, < 1.
+o00 +o00
a) Montrer que la quantité [] w, existe. Puis démontrer que le réel [] u, est non nul si, et
n=0 n=0
seulement si, la série Y In(uy,) est convergente.

Démonstration.

o0 L
o Démontrer que [] u, existe, consiste & démontrer que la suite ( I uk> est convergente.
n=0 k=0
x Tout d’abord, on sait, d’aprés ’énoncé : Vk € N, u; > 0.
n

On en déduit, pour tout n € N : ] ug > 0.
k=0

n
Ainsi, la suite < II uk> est minorée par 0.
k=0

n
x Il reste alors a démontrer que la suite ( II uk) est décroissante.
k=0
Soit n € N.

o - (

k=0 k=0

uk) X Un+1 — ﬁ U = < ﬁ Uk) (Un+1 —1)

bl
=

Commentaire

o On dit qu’une suite (vy,) est croissante si : Vn € N, v, 411 = vy,
o Il arrive que 'on présente cette propriété & l'aide d’un quotient. Il faut le faire avec

vigilance. Sous ’hypothése que la suite (vy,) est & termes strictement positifs :

. . U
La suite (vy,) est croissante < Vn € N, ntl

>1 (& VneN, upp1 > uy)

Un
L’équivalence qui apparait entre parenthése est obtenue & l'aide de la précédente en mul-
tipliant de part et d’autre par u,, > 0. L’hypothése de signe est donc essentielle et le point
ne sera attribué que si elle est présente.
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Or:
n
- d’une part, d’aprés le point précédent : [] ug > 0,
k=0

- d’autre part : up41 < 1. Donc : upt1 —1<0

On en déduit :
n+1 n

ITwe—J[ur <0
k=0 k=0

n
La suite < IT uk> est donc décroissante.
k=0

n

La suite ( II uk> est :
k=0

x décroissante,
x minorée par 0.

Elle converge donc vers un réel £ vérifiant : £ > 0.

400
Ainsi, la quantité [] ug existe (et est positive ou nulle).
k=0

+o0o
o D’aprés le point précédent : [ ur > 0. Ainsi, deux cas se présentent.
k=0

+o0
x Si [] ug >0 alors :

Par continuité de la fonction In en ¢ (car £ € |0, +0o0]), on obtient :

lim 1n<ﬁ uk) — In(0)

n—-+0o0o =0

C’est-a-dire : .
lim > In(ux) = In(f)

n—-4o0o k=0

n
On en déduit en particulier que la suite (Z ln(uk)) est convergente. En d’autres termes, on
k=0

en conclut que la série Y In(uy) est convergente.

+oo
Ainsi si [] wug est non nul, alors la série ) In(u,) est convergente.
k=0
+oo
x Si ] ur =0 alors :
L
n
lim up = 0
n—+00 p_

Par composition de limites, on obtient :

n
i i ((fl ) =

C’est-a-dire :

n
ngrfoo kZ::o ln(uk) -
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n
Ainsi la suite (Z ln(uk)) est divergente. Et donc la série > In(u,) est divergente.
k=0

400
On a ainsi démontré que, si [] ug est nul, alors la série > In(uy,) est divergente.
k=0

“+o00

Par contraposée, si la ) In(u,) est convergente alors : [] ug # 0.
k=0

“+00

Finalement, on a bien démontré que [] wuj est non nul
k=0

si, et seulement si, la série Y In(u,) est convergente.

Commentaire \

« Soient p et ¢ deux propositions.
On prendra bien garde a ne pas confondre les propositions :

x q = p : la proposition réciproque de p = ¢,
x NON(q) = NON(p) : la proposition contraposée de p = q.

« En particulier, les propositions p = ¢ et NON(g) = NON(p) ont méme valeur de vérité.
Ce n’est pas le cas des propositions p = ¢ et ¢ = p. Par exemple, en notant :

p:xeN et qg:x€R

x p = q est vraie (tout entier est un réel),

x NON(gq) = NON(p) est vraie (si un nombre n’est pas un réel, ce n’est pas non plus un entier),

x g = p est fausse (v/2 est un réel mais ce n’est pas un entier).

C

\.

+o0
b) Démontrer que la quantité [] (1 + uy,) existe si, et seulement si, la série Y u, est convergente.
n=0

Démonstration.
On procéde par double implication.

+o0

(=) Supposons que la quantité [] (1 + uy) existe.
k=0
En s’inspirant de la question précédente, on commencera par démontrer que la série Y In(1+u,)

est convergente, pour en déduire ensuite que la série Y wu, est convergente.

x Démontrons que la série > In(1 + wu,) est convergente.
n

—+o00
Comme la quantité [] (1+ ug) existe, alors la suite ( [T+ uk)) est convergente. Il existe
k=0 k=0

donc ¢ € R tel que :
lim H (1 +ug) = £

n—+oo p
On remarque de plus : Vn € N, 1 + u, > 1. Donc, pour tout n € N :

n

[TA+u) > 1

k=0
]
‘

[
WV
—_
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Ainsi, par continuité de la fonction In en £ > 1 > 0, on obtient :

lim 1n( 111 —i—uk)) = In(0)

n—400 k=0

Dou: lim Y In(l+wug)=In(¢). On en déduit que la série Y In(1+u,) est convergente.

n—-+o0o k=0

x Démontrons maintenant que la série Y w, est convergente.
Puisque la série > In(14u,,) est convergente, alors: lim In(1+wu,) =0.Donc: lim wu, =

n—-4o00 n—4o0o
0. On en déduit :

In(14+wu,) ~ uy

n—-+oo
On obtient :
-V eN u, =20
-In(1+wu,) ~ up
n—-+4oo

- la série numeérique Y In(1 4 w,) est convergente.

Par théoréme d’équivalence des séries a termes positifs, on en déduit que la série > w, est
convergente.

+o0
Ainsi, si [] (1 4 ug) existe, alors la série Y u, est convergente.
k=0

(<) Supposons que la série Y wu, est convergente.
Toujours en s’inspirant de la question précédente, on commencera par démontrer que la série
+oo
> In(1 + wu,) est convergente, pour en déduire ensuite que le produit [] (1 + uy) existe.
k=0
x Démontrons donc que la série Y In(1 + u,) est convergente.
Tout d’abord, puisque la série Y wu, est convergente, alors : lim w, = 0. On en déduit :

n—-+o00

In(l+wu,) ~ up

n——+oo

On obtient :
-VneN u, 20
-In(14+wu,) ~ uy

n—+oo
- la série numérique | w, est convergente.

Par théoréme d’équivalence des séries a termes positifs, on en déduit que la série Y In(14+wuy,)
est convergente.

+o0
x Démontrons maintenant que [] wuy existe.
k=0
Comme la série | In(1 4+ u,) est convergente, alors il existe £ € R tel que :

lim > In(1+wug) = ¢

n—-+oo k=0
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Par continuité de la fonction exp en £ € R, on obtient :

n
lim exp(z ln(1+uk)> = o
k=0

n——+0oo
n +o00
Donc: lim JJ (1 +wuz) = e’ On en déduit que la quantité T (1 + ug) existe.
n o k= k=0
+o00
Ainsi, si la série > wu,, est convergente, alors [] (1 + uy) existe.
k=0
00
Finalement, [] (14 uy) existe si, et seulement si la série ) u,, est convergente.
k=0 O
+-00 +00
¢) Démontrer que la quantité [ (1 + u,) existe si, et seulement si, [] (1 — u,) existe et est non
n=0 n=0
nul.
Démonstration.

e Onsait : Vn € N, 0 < u,, < 1. Donc :
VneN 0<1l—u, <1
On peut donc appliquer le résultat de la question 2.a) a la suite (1 — un)n N

+o00
On obtient que le produit [] (1 — uy) existe et :
k=0

“+o0o
[TA—ux)#0 < > In(1—wu,) convergente
k=0

De plus, d’aprés la question précédente :

+oo
IT(1+ug) existe < > wu, convergente
k=0

Il s’agit alors de démontrer :
> In(1 — u,) convergente < ) w, convergente ()

En effet, on aura alors :

+o00o
[T (1+ug) existe < > wu, convergente
k=0

< Y In(1 — uy,) convergente

+o0
< ] (1 + uyg) existe et est non nul
k=0

« Démontrons alors (x) par double implication. On peut effectuer un raisonnement similaire & celui
de la question précédente.
(=) Supposons que la série Y In(1 — uy,,) est convergente.

Alors: lim In(1—w,)=0.Donc: lim wu,=0. Ainsi:
n—-+oo n——+oo

In(l—wu,) ~ —uy
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On obtient :
- eN, —u, <0
-In(l—uy) ~  —uy,

n——+oo
- la série numérique Y In(1 — uy,) est convergente.

Par théoréme d’équivalence des séries a termes de signe constant, on en déduit que la série
> (—up) est convergente. C’est donc également le cas de la série Y wy,.
(on ne change pas la nature d’une série en multipliant son terme général par une constante
non nulle)

(<) Supposons que la série Y wu, est convergente.

Alors : lim wu, = 0 Donc :
n—-+o0o

In(l —up) ~ —uy,
n—+oo
On obtient :
-V eN, —u, <0
-In(l—uy) ~  —uy

n——+oo
- la série numérique Y (—u,) est convergente, car la série Y wu, lest.

Par théoréme d’équivalence des séries a termes de signe constant, on en déduit que la série
> In(1 — uy,) est convergente.

On a donc bien démontré I'équivalence (x).

+o00o
D’aprés le premier point, ceci permet de conclure que la quantité J] (1 + ug)
k=0
+oo
existe si, et seulement si, [] (1 — uy) existe et est non nul.
k=0 O

Partie 11

3. Démontrer I'existence et calculer les valeurs des quantités suivantes.

Démonstration.

o On procéde comme en question 1. : on commence par déterminer, pour tout n € [2, +00[, I'expression

s (), (FD L (CD
de J] <1 + ) Cela permettra d’en déduire l'existence et la valeur de ] <1 + > .

k=2 k k=0 k
x Soit n > 2.
n _1k+1
H<1+< ) )
k=2
n k+(_1>k+1
= HT
k=2
_1)3 _1\4 _1\b o _1\n _1\n+1
_ 24 (1P 34 (=D' 4+(-S =D+ (D nt (=)
2 3 4 n—1 n
1 4 3 n—1+(=1)" n+ (=1)"*!
= — X — X - X e X X
2 3 4 n—1 n
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Deux cas se présentent alors :

- si n est pair, alors il existe p € N tel que : n = 2p. Dans ce cas :

ﬁ@ﬂﬂf“) _ %’1<H<—1;’““)

k=2 k=2
_ —_1)2p _1\2p+1
U R 2p — 1+ (1) 2p+ (—1)
2 3 4 2 — 1 2
1
_ 1A B 2 « T
2 3 A 2p—T 2%
_ 1
2

2p—1+ (D% p+ (=D 2p+ 14 (Z1)F
2 — 1 2p + 1

" 2p 4+ 2
2p—~T 20 2p+1

BRI W
o
o
e

X

N =

2p+1 n
2p 2(n—1)

| =

s (), (CD
x En notant (v,) la suite (H <1 + k> ), on a ainsi démontré :
k=2

N =

- Vn € N* vy, =
n

- Vn e N* -
n e N7, vonga 2(n—1)

On remarque alors :

5 1
- d’une part : v, — -,
n—-+oo 2
’ n 1
- d’autre part : vop,11 0~ @ — — —.
n—stoo 2N n—+o0 2
. _ . 1
Par propriété de recouvrement, on en déduit que la suite (v, ) converge vers 3

+o0 (_ k+1 1
Finalement, [] <1 + > existe et vaut —.
k=2 k 2

Commentaire \

Le calcul de vgp 1 fait apparaitre un calcul déja réalisé dans le point précédent. Cela provient de
la propriété de calcul des produits (dont on se servira directement par la suite) :

2p+1 (_1)k+1 2p (_1)k+1 2]7 1+ (_1)2p+2 2]7 42
s 1}32 ( T > <kH2 ( Tk >) ) 2p+1 ot

10
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o On commence par essayer de se ramener a I’étude d’une série.

x Soit n = 2. . . . -
n(8,0+ ) = £ 5)

(-1
On étudie donc la série In{l1+-———).
(1)

x On rappelle de plus le développement limité suivant :
22
In(l+z) = z— "=+ o (%)

2 z—0

Or :

- d’une part, la suite ((—1)”*1) est bornée,

- d’autre part : lim — =0.

n—4o0o \/ﬁ

_1\n+1
On en déduit : lim (=)

n—+o0o \/ﬁ

() - S Y )

- S5 () v oe(y)

= 0. On obtient alors le développement asymptotique suivant :

_— Y

= Up, + Up, + W,

On doit alors déterminer la nature des trois séries > up, Y. v, et Y. w, pour en déduire la

(_1)n+1
nature de la série ) In <1 + \/ﬁ>

(_1)n+1
\/ﬁ

est alternée,

x Tout d’abord : Vn > 2, |u,| = ‘

(-1
NG

. 1 L
- la suite | — | est décroissante,

NG

1
— 0.

\/ﬁ n—+4o00

Ainsi, par critére spécial des séries alternées, la série )

- la série Y

(_1)n+1
\/ﬁ

La série Y w, est convergente.

est convergente.

1
x La série ) | — est une série de Riemann d’exposant 1 (% 1). Elle est donc divergente.
n

Ainsi, la série > v, est divergente.

11
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x De plus :
1
-VneN, — >0
n2
1
o
n——+o0o nz

1 3
- La série >, — est une série de Riemann d’exposant 3 (> 1). Elle est donc convergente.

3
n2

Ainsi, par le théoréme de domination des séries a termes positifs, la série > w,, est convergente.

La série Y w, est convergente.

x On rappelle, pour tout n > 2 :

In <1+

Ainsi le terme général de la série ) In (1 +

()
NG
(_ )n+1

n

) = (up+wp) + vy

) s’écrit comme la somme :

- du terme général de la série convergente » (un + wn),

- du terme général de la série divergente Y | vy,.

C’est donc le terme général d’une série divergente.

(-

La série ) In (1 +

n

———— | est divergente.
i)

x Plus précisément :

+o00

- comme la série Y (uy, +w,) est convergente, alors la somme Y (ux + wy) existe (elle est finie).

n

lim Z (Uk —i—wk)

n—-4o00 k—2

- la série > vy, est une série & termes négatifs : Vn >

n

>

partielles est donc décroissante. Ainsi, la suite <
k=2

» décroissante,

k=2
+o00o
Z (uk -+ wk)
k=2

1

2, vy, < 0. La suite de ses sommes

vk> est :

» divergente (on a démontré que la série > v, est divergente).

Elle diverge donc vers —oo par théoréme de convergence monotone. Autrement dit :

7

lim Z VE

n—-4o0o k—2

On en déduit :

n
lim
n—-+oo k—2

> (up +wy +vg)

—0

—00

n
lim ) In

n—-+o0o k=9

D’ou :

(1+

(_

1)k+1

)=

Vk

12
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x Enfin, par composition de limites :

li In{1+-—F— =0
e en (1157

n (_1 k+1
lim 1+——— | =0
n—+oo kl;[2 ( Vk )

D’ou :

+00 (_1)k+1
On en conclut que [] (1 + ) existe et vaut 0.

k=2 Vk
‘

Attention, on prendra garde & ne pas utiliser les résultats de la question 2.. En effet, ces résultats

sont valides pour une suite (u,) vérifiant :

YvneN, O<u, <1

-1 n+1 -1 n+1
Cette propriété n’est vérifiée ni par la suite (), ni par la suite <( .
n n

\ O

4. Soit u une suite réelle vérifiant les deux conditions :

{VnGN, ’un}<1

La série Y w, est convergente
a) Montrer que les séries Y In(1 + uy,) et > u,? sont de méme nature.

Démonstration.

Pour montrer que les séries en question sont de méme nature, on cherche & appliquer le théoréme
d’équivalence des séries & termes positifs. Pour cela on doit trouver une relation d’équivalence
reliant In(1 + u,,) et u,?.

o Puisque la série Y w, est convergente, alors : lim w, = 0. On en déduit :

n—-+00
w2
In(1+u,) = tp— ——+ o (un2>
2 n—-+oo
Ainsi :
U2
In(14+up) —u, ~ ——
n—-+oo 2

o On sait alors :

2
x Vn € N, —%éo
2
u
x In(1 4+ wup) — up et —%

Par théoréme d’équivalence des séries a termes de signe constant, les séries » | (ln(l—i—un) —un)
2

U
et Y (—;) sont de méme nature.

On en déduit que les séries Y- (In(1 + uy) — up) et Y. up? sont de méme nature.

13
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o Il reste & démontrer que les séries > (In(1+u,) —uy) et > In(1+4uy) sont de méme nature.
On remarque, pour tout n € N :

In(1+wup) —u, = In(1+up) + (—up)

La série ) (—uy,) est convergente car la série > u, est convergente d’aprés 1'énoncé.
Or, on ne change pas la nature d’une série quand on ajoute a son terme général (ici In(1+wu,,))
le terme général d’une série convergente (ici —uy,).

On en déduit que les séries Y- (In(1+ u,) — up) et > In(1 + uy,) sont de méme nature.

e On a démontré que :
x les séries Y- (In(1+ uy) — up) et Y. up? sont de méme nature,
x les séries Y- (In(1+ uy) — up) et > In(1 + uy,) sont de méme nature.

On en conclut que les série > In(1 +u,) et > u,? sont de méme nature. O
+o00 10

b) En déduire que [] (1 + u,) existe. Puis démontrer que [] (1 + u,) = 0 si, et seulement si, la
n=0 n=0

série > u,? est divergente.

Démonstration.
“+o00

Démontrons tout d’abord que [] (1 + uy,) existe.
n=0
Pour ce faire, on procéde par disjonction de cas. Plus précisément, on démontre que cette quantité

existe indépendamment de la nature de la série Y u,>.

« Sila série > u,? est convergente

Alors, d’aprés la question précédente, la série Y | In(14u,) est convergente. On note S sa somme.
Ainsi : .
lim > In(1+wux) =S

n—-+o00 k=0

Par composition de limite, la fonction exp étant continue en S € R :

nll)r_iI_loo exp (Eo In(1 +uk)) = exp(9)

n n n
Or, par propriété de la fonction exp : exp <Z In(1+ uk)> = I exp (In(1+ug)) = [T (1+uy).
k=0 k=0 k=0
On a ainsi démontré :

n
lim [[(Q4u) =¥ > 0

n—-+00 k=0
+o00o
Finalement, si la série Y u,? est convergente, alors [] (1 + uy) existe.
k=0
+oo
(et on a démontré dans ce cas : [] (14 ug) > 0)
k=0

o Si la série > w,? est divergente

x Alors, d’apreés la question précédente, la série > In(1 + u,) est divergente.

x De plus :
z? .
In(1+2z) = v 5t O (2?)
x—0
D'ou :
In(1 + ) i
n T) =T ~ 5

14
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Or, comme la série ) wu, est convergente, alors : lim w, =0. D’ou :
n——+0o00

Up?

In(l+up) —u, ~ ——(<0)
n—-+4oo 2
x Deux suites équivalentes ont méme signe & partir d’un certain rang.
Ainsi, il existe ng € N tel que :

Vn = ng, In(1+wu,) —u, < 0

n
On en déduit que la suite <Z (In(1 + ug) — uk)> est décroissante a partir d’un certain rang.
k=0

n
x On sait alors que la suite <Z (In(1 + ug) — uk)> est :
k=0

- décroissante a partir d’un certain rang,

- divergente. En effet, d’aprés la question précédente, la série Y In(1 + u,) et la série
> (In(1+up)—uy,) ont méme nature. Et on a démontré plus haut que la série Y In(1+uy,)
est divergente.
n
On en déduit que la suite <Z (In(1 + ug) — uk)> diverge vers —oo (par théoréme de conver-
k=0
gence monotone). Autrement dit :

n

> (In(l+ug) —up) —> —o0

k=0 n—-+o0o

x Or la série Y w, est convergente. Sa suite des sommes partielles admet donc une limite finie.

Or :
n n
> In(l+w) = X ((111(1 + up) —ug) + Uk;)
k=0 k=0
n n
= > (In(1+ug) —ug) + 3
k=0 k=0
— -0
n—-+0oo
D’oti, par composition de limites :
. n
ngrfoo P <kzo (1 +Uk)> =0
Ainsi :
X n
“+oo
Finalement, si la série Y. wu,? est divergente, alors [] (1 + uy) existe.
k=0
+o0
(et on a démontré dans ce cas : [ (14 ug) =0)
k=0
“+oo
Finalement, [] (1 + uy) existe car existe quel que soit le cas étudié. L’étude
k=0
“+o0o
réalisée permet en plus de démontrer que [] (1 4 ux) = 0 uniquement dans le
k=0
cas ol si, la série Y u,? est divergente. n
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Partie II1

5. Soit (ay,) la suite réelle définie par : Vn € N*,

a) Etudier la nature des séries > a, et > a,>.

Démonstration.
Dans cette question, on note :

x (Ap)nen+ la suite des sommes partielles de la série Y ap,.

x (Bn)nen+ la suite des sommes partielles de la série > a,2.

e Soit m € N*.

2m
A2m = Z Qyp
/=1
= > ar |+ > W
¢ € [1,2m] ¢ € [1,2m]

¢ impair ¢ pair

N ( kil o > i ( kil o >

T
= - +
ks kvVE
Or :
1 3
x la série Y nn est convergente en tant que série de Riemann d’exposant 3 (>1).
US|

On en déduit qu’il existe a € R tel que : — — Q.
kgl k \/E m—-+oo

1
x la série > — est divergente en tant que série de Riemann d’exposant 1 (}# 1).
n

La suite des sommes partielles associée & cette série est :
: - 1 . .
» croissante car la série ) . — est & termes positifs.
n

. . - 1 :
» divergente (sinon la série > — serait convergente).
n

— 4o00.
m——+00

=

m
On en déduit que cette suite est croissante et non majorée. Ainsi : >
k=1

Finalement : Aa,, 7 +00. La suite (A4;,) est donc divergente car elle posséde
m——+0o0

une sous-suite divergente. On en déduit que la série ) a, est divergente.
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e Soit m € N*.

B2m =

2m
> a
=1
Z CL@2 + Z aeQ
¢ e [1,2m] £ e [1,2m]

¢ impair ¢ pair

=1 =1
mo 1 m 1 m ] m 1 mo]
293 T 423 —_13% = 42 T
kz::I k kzz:l EvVE 12:31 k2 kz::1 k2Vk kzzjl k3

En procédant comme dans la question précédente, on démontre que toutes les sommes pos-
sédent une limite finie lorsque m tend vers +oo (puisque sont les sommes partielles d’ordre
m de série de Riemann convergente car d’exposants tous strictement supérieurs a 1) a part la
premiére qui diverge vers +o0o. On en déduit :

By, — 400
m——+00

Finalement : Bs,, — +o00. La suite (B,) est donc divergente car elle posséde

une sous-suite divergente. On en déduit que la série > a,? est divergente.

m——+00

+o00

b) Montrer I'existence et calculer la valeur de [] (1 + ap).

Démonstration.

Dans cette question,

e Soit m € N*.

CQm

n=3

n
on note (Cp)nen+ la suite de terme général [] (1 ~+ ay )
(=3

o
3

= (1—|—ag)

w

H ( 1 + a[) X H ( 1 + ag)
£ € [3,2m] £ € [3,2m]
¢ impair £ pair

I
PN I fIT

kﬁ2(1+a2k1) ) « (kﬁ2(1+a%)>

[
3

((1—|—a2k_1) (l—i-an))

>
Il

2
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Or, pour tout k € N* :

- (drobeda)-Giebosined)
1
= 1_ﬁ

o Finalement :

2m m 1 1
Copy = gl;[:; (1 + ae) = k];lz (1 — l<:2> mjw 5 (d’apres la question 1.a))

. . 1
o Démontrons alors que la suite (02m+1) converge aussi vers 5 Pour tout m € N* :

2m—+1
Com+1 = (H (1"‘“@))
(=3
2m
= <H(1+a5)>x(1+a2m+1)
(=3
2m 1
= (1— 2>><(1+a2(m+1)—1)
=2 k
2m 1 ~1
= 1—— 1
1 (-2) < (1 )
1 1
motee 2

On a montré que :

1

x la suite (Cgm) est convergente de limite 5
1
x la suite (Cgm+1) est convergente de méme limite —.

1
Ainsi, par théoréme de recouvrement, que la suite (C’m) est convergente de limite —.

+oo 1
Finalement : [] (1+ a,) existe et vaut 3
n=3

6. Soit (up) une suite réelle vérifiant les deux conditions suivantes.

Vn € N, ‘un‘ <1

+o0
IT (1 + u,) existe et est non nul

n=0
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a) Montrer que la série Y u,, est convergente si, et seulement si, la série > u,? est convergente.

Démonstration.
On raisonne par double implication.

(=) On suppose que la série Y u, est convergente. La suite (u,) vérifie :

Vn € N, ‘un’ <1
La série Y w, est convergente

On est donc dans les conditions énoncées de la question 4. Comme on suppose de plus que
“+o0o

[T (1 + uy,) existe et est non nul, la question 4.b) permet de conclure que la série Y u,?
n=0

est convergente.

(<) On suppose que la série Y u,? est convergente.

« Remarquons tout d’abord que pour tout n € N :

> In(l4ug) = In ( [T+ uk)> (par propriété de la fonction In)
k=0 k=0

+oo n

Comme [] (14wuy,) existe et est non nul, la suite ( T+ ug) > est convergente de limite
n=0 k=0

L # 0. Par composition de limites, la fonction In étant continue en L (€ ]0,400[), on en

n
déduit que la suite < > In(1+ uk)> est convergente de limite In(L).
k=0

Ainsi, la série > In(1 4 u,) est convergente.

e On en déduit : In(1 + wuy,) = 0donc:1l4u, =exp(In(l+u,)) — =1

n—-+00

Finalement : u, — 0. Parle méme raisonnement qu’en question 4.a), on peut affirmer :
n——+0o0o

(1 +up) —up ~ ———(<0)

n——+oo 2

Par théoréme d’équivalence des séries a termes de signe constant, les séries Y. (In(1 +
up) — up) et > u,” sont alors de méme nature.

Ainsi, la série Y- (In(1 + uy,) — up) est convergente.

e Or, pour tout n € N :
up = In(14up) — (In(1+up) — up)

Le terme général de la série > w, apparait comme somme de deux termes généraux de
séries convergente.

On en déduit que la série > u, est convergente.
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n

b) Montrer que lirf 3 up = +00 si, et seulement si, la série > u,? est divergente.
n—-—+0oo
k=0

Démonstration.

On raisonne par double implication.
n
(=) On suppose que liI_’I_l > ug = +oo. En particulier, la série > w, est divergente et donc,
par la question précédente, la série S u,? est divergente.

(<) On suppose que la série 3 u,? est divergente.
+00
Rappelons que ] (1+4wuy,) existe et est non nul. Cela permet d’affirmer (comme en question

précédente) que la série > In(1 + uy,) est convergente et, en particulier : u, = 0.
n—-+0oo

On est alors dans le cadre d’application de la méthodologie de la question 4.b).

e Tout d’abord :

2
u
In(l+up) —up, ~ —— (<0)
n—-+oo 2
x Par théoréme d’équivalence des séries a termes de signe constant, les séries » | ( In(1 4 up) — up, )
2
—u
et > 2” sont de méme nature (et donc divergentes).

2

x Les suites ((In(1+uy) —up ) et ( ) sont équivalentes et donc de méme signe (né-

n

gatif) a partir d'un certain rang. On en déduit que la suite ( > (In(1+ w) — uk)>
k=0

est décroissante & partir d’un certain rang. Elle est de plus divergente (car la série cor-

respondante l'est). On en déduit que cette suite des sommes partielles diverge vers —oo.

x On remarque enfin :

M=

<1n(1 +ug) — (ln(l +ug) — uk)>

n

In(1 + ug) — kzo (In(1 + wp) — wi)

doup =

k=0

=
Il
o

I
M=

B
I
o

n
(rappelons que la suite (Z In(1+ uk)> est de limite
n—+o00 h=0

finie puisque la série Y In(1+ u,) converge)

n

On a bien démontré que lim Y ug = +oo si, et seulement si, la série > u,? est divergente.
n——+0o00 k=0

Commentaire \

« Rappelons que les théorémes d’équivalence pour les séries & termes positifs peuvent étre
utilisés uniquement ... si les séries sont & termes positifs (ou & tout le moins de signe
constant) ! En particulier, écrire :

In(14+uy,) ~ u,
n—-+4o0o
ne permet pas de conclure que les séries Y In(1 4 u,) et > wu, sont de méme nature

puisqu’on n’a pas d’information sur le signe de la suite (u,) dans cette question.
L mi
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Partie IV

la suite définie par :

Som—1(x) = (1 - %) exp (%)
som(z) = (1 + %) exp (—i)

+o0
7. Montrer que S(x) = [] sx(z) existe pour toute valeur de x et vérifie : Vo € R\ 7w Z, S(z) # 0.
k=1

Pour tout x € R, on note (Sn(x))neN*

VYm € N*,

Démonstration.
Pour tout x € R, on définit la suite (Vn(x)) par :

Vn e N*) V,(x) = eli se(x)
o Soit m € N* et soit x € R.
Vule) = 1] (@)
(=1
= ( [T s ) X [T selx)
¢ € [1,2m] ¢ € [1,2m]

¢ impair ¢ pair
(i) ()
- (0 @)« ([0 o)
= (05 e () < (55 e (555 )
= 0((-50) () <o () ew (7))

1—(;;)2> (car exp(0) = 1)

21



PSI 14 SEPTEMBRE 2024
Mathématiques

o Deux cas se présentent alors :

x six € mZ* alors il existe p € N* tel que z = p.

x [T sk(z) (d’apres le calcul
k=2p+1 ’ précédent)

)
> : (1‘ <pxw>2> x (k:ilsk(x))
)

1—(%)2 ><0><< ﬁ sk(az)) (puisque x =pm)

Ainsi, si x € wZ*, Viu(x) = 0 dés que m est suffisamment grand. Autrement dit, la suite
(Vin(2)) est nulle a partir d’'un certain rang.

+oo
On en déduit que pour tout = € 7 Z*, la quantité S(x) = [] si(z)
k=1

existe et vaut S(z) = 1_13_1 Vin(z) = 0.
m (o.¢]

x six & mZ*

Remarquons tout d’abord qu’il existe un rang kg € N tel que :

VE > ko, 2% < (kn)’

Commentaire \

On peut aisément trouver ce rang. Pour ce faire, il suffit de remarquer que pour tout k£ € N :

2 < (k)

) k)2 (par stricte croissance de
s ( ﬂ-) la fonction racine sur Ry )

|z| <[km|

|z| <km

tr ¢t

l=
™

| z

L’entier kg = {r‘ convient.
T

On en déduit que pour tout k > kg :
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Ainsi, pour tout m > kg :

m 2
Vom(z) = ]I ( 1-— <i> ) (d’apres ce qui précede)

(- (5))

S () <

T \2
Démontrons alors que la quantité wy,(z) = [] < 1- (k—) ) admet une limite finie lorsque
k=ko ™

0

m tend vers +o00.
m 2
exp| In| ] < 1- (i) ) (cette écriture est licite d’apres (x))
k=ko k T

m 2
= exp < > In < 1— (%) ) ) (par propriété de la fonction In)

k=ko

W ()

1
PVTLEN*,72>0
n

2 2 2 1
> ln<1—($> ) ~ —<i> etdoncln<1—<x> ): O (2>
nm n—r+o0 nm nm n—+oo \ N
1
» La série ) — est convergente en tant que série de Riemann d’exposant 2 (>1).
n

Ainsi, par théoréme de domination des séries a termes positifs, la série > In ( 1-— < — ) )
n>ko nTm
est (absolument) convergente.

En notant L(z) la somme de cette série, on obtient que la suite (Vam(z)) est convergente, de
limite :

e - e (T (2 (0 (2)))
SO ) (f ()

_ ’“ﬁ1<1_ (;77)2> < exp (L(z))

k=1

On démontre ainsi que la suite (Vapm(x)) est convergente de limite que I'on note V(xz). Cette

m x 2
limite est la limite, lorsque m tend vers 400, de la quantité [] ( 1-— (k—) > Par définition
k=1 n

de produit infini, cette limite est notée :
S T(i-(2Y
@ = 505

+oo 2
La suite (Vo (z)) est convergente, de limite notée V(z) = [] < 1-— <ki> )
k=1 ™

Démontrons alors que la suite (ng+1(m)) converge aussi vers V(z). Pour tout m € N* :
2m+1

Vomy1(z) = kl;ll sk(z)

— ( ]ﬁsk(x) > X Sam+1(2)

= Vop(x) X somy1(x)
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Or, par composition de limites :

Soma (x) = (1—”3)%) X exp <(”I7> — Ixexp(0) =1

(m+1 m+1)7 ) m—too

On en déduit que la suite (V2m+1(1‘)) est convergente, de limite égale a :

mgriloo Vom () X somy1(x) = mlirgw Vo () X mgquoo Somy1(z) =V(z) x 1 =V(x).

On a montré que :
x la suite (Vap(x)) est convergente de limite V(z).

x la suite (V2m+1(:c)) est convergente de méme limite V().

Ainsi, par théoréme de recouvrement, que la suite (Vm (x) ) est convergente de limite V().
)

Finalement, si = € wZ*, la quantité S(x) existe bien et vaut :

g 400 v 400 ) T \2 0

@=THa@=vw =1 (1- (%)) 2o

(en effet, comme x & wZ*, alors, pour tout k € N*, k:i #1) 0
7r

8. On suppose : € R\ 7 Z. Pour tout n € N*, on pose :

2n
T(z) = [ sk(x)
k=1
Calculer :
_ Tn(x + 27)
lim
n—-4oo Tn(x)
Démonstration.

o Comme z ¢ 7Z, alors pour tout k € N*| sg(x) # 0 (comme vu en question précédente).

2n
Ainsi, pour tout n € N*, T,,(x) = [] sx(z) # 0.
k=1

o Soit n € N*. Pour tout y € 7 Z :

To(y) = 11 sk(y)

= [ (=) (k)
_ 1 > IT (km—y) % I1 (kn+y)
H(k,ﬂ.) k=1 k=1
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e On en déduit, pour tout n € N* :

n

==
—
=
+
N/
=
_|_
8
S—

s

—
S
3
+
8

S—

B
Il
—

I (kr—2)x T] —x))x(]_[ +x)xk"1:[j1(m+x)>

—i—a:))

(kﬂ—:ﬂ)) . (ﬁ (km+e)x 10

k=1

+)r+z) (n+2)m+a)
T—x)x(r+az) (27 +x)

~ ) x (#) (car (n+1)7m4+2 ~ nx)
o0 ) x (n) oo
Finalement : (z+2m) x .
To(x) n—doo 2w+ O

9. En déduire que la fonction z — x S(x), définie sur R tout entier, est périodique de période 27.

Démonstration.

Notons h : z — x S(x).
« Rappelons que pour tout y € R :

S(y)

(par défintion de la suite (Vy(y)))

(car toute sous-suite d’une suite convergente
est convergente et vers la méme limite)

(si on suppose de plus y € R\ 17Z)

Vy eR\wZ, lim Tu(y)=S(y)
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Soit z € R\ 7 Z (cela implique : z + 27 € R\ 7 Z).

lim To(rx+27) nETOO Tn(x +2m) (d. laide du point précédent et car |
n—+too  Ty(x) B TLEI-&I}OO T () ngrfoo Tn(z) = S(x) # 0 d’apres la question 7)
Sz +2m)
S(x)

Or, d’apres la question précédente, pour tout z € R\ 7Z :

Ty (z+2m) x
Th(x) nodoo 2w+
S 2
On déduit de ces deux points que pour tout z € R\ 77 : (3;2_ ) ) =3 x—i— , ce qui s’écrit :
x T+ x

(z+27) S(z+2m) =2 S(x)

Finalement : Vx € R\ 7 Z, h(z +27) = h(z).

o Il reste alors a traiter le cas ou = € 7 Z.

h(z+27) = (z+27) S(z+2n) (par définition)
= (z+27)x0 (car S est nulle en tout point de 7w 7.)
=0

De méme, comme z € 7Z : h(z) =z x S(z) =2 x 0= 0.

Finalement : Vo € 7 Z, h(z +27) = h(z).

Ainsi : Vz € R, h(x 4+ 27) = h(x). La fonction h est bien périodique de période 2. 0

10. On admet la propriété suivante :

. . oo 9
Ve €] —1,00U]0,1[, Vt € R, cos(xt) = sin(r) + sin(r) d>oo(=1)” % cos(nt) (%)
T C o — x2—n

a) Soit n € N. Rappeler la valeur de cos(n ).

Démonstration.
Pour tout n € N, cos(nm) = (—1)". -
oo 2z
b) En utilisant la propriété (x), calculer pour tout x € | —1,1[ la valeur de la somme » ———.
n=1 L —MN
Démonstration.
Soit x € | — 1, 1[. Deux cas se présentent.

« Siz # 0 alors, en utilisant la propriété (x) en t = 7, on obtient :

sin(mzx)  sin(wz) t° 2z
cos(mzx) = ot ngl (=1 N cos(n )
sin(mzx)  sin(wz) t° 2z
— 1) = (1)
T + T 7,;1 (=1) 2 —n? (=1)
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Comme (—1)" (=1)" = ((=1)?)" = 1" = 1, on en déduit, en réordonnant I'égalité précédente :

. too 9 .
sin(7x) i x = cos(ma) sin(mx)
i — ) T
et donc :
oo 22 ™ sin(mx)
—— = = cos(mzx) — ——=
=1 22 —n? sin(mx) T
_ Cf)S(Tr x) 7w _~ sin(ga] 1
sin(m x) ) T X
Siz=0alors 3 —2% % 0=0
e D1 X = U alors ——F — = 0U.
777777 n=1 22 —n? n=1
1
+oo 9y T M —— six#0
vee]| - L1, Y 5= sin(mz) =«
122 —n
e 0 siz=0 0
¢) En déduire, pour tout z € | — 7, 7| :
cos(x 1 .
+o0 2 (z) —— siz#0
_ ) sin(z) =z
=1 12 —n2n?
0 sizx=0

Démonstration.
« Soit x € | — m,7[ \{0}.
En appliquant la relation précédente en ays | —1,1[ \{0}, on obtient :
T

)
X
318
Q
o
n
3

3

1
—~

3|8

S—

(3]

|

3

(3]

Il

3

©®,

B
YV
3
8|8
N——— [
38| —
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2z 0
iz=0 alors 5——35=—-"35
cos(x 1
+o00 20 ,()—— siz#0
On a bien : pour tout z € | —m,7[: Y ———5—F = sin(z)  x
= 22 —n? w2
0 six=0 OJ

d) Montrer que, pour tout x € | — m, 7[, la série > ¢n(z) est convergente, ot on note :

Vn € N*, ¢n(z) = In (1— v’ >

n? w2
+o00
On note alors : ¢(z) = > ¢r(x).
k=1

Démonstration.
Soit x € | — m, 7[. Deux cas se présentent.

e Si z =0 alors pour tout k € N* :

0> — (1) = 0

n? w2

dp(z) = In <1 -

> est convergente et de somme nulle.

e Six #0 alors :

On en déduit que la série > In (

x? 1
) 1n<1_n2w2> _ MQOO(M)

1
x La série ) | — est convergente en tant que série de Riemann d’exposant 2 (> 1).
n

2
. . ”, N . . ”, . ~ . . 2 . x
Ainsi, par théoréme de domination des séries & termes positifs, la série Y In (1 - 2) est
n®m

(absolument) convergente.

2

Pour tout x € | — 7, «[, la série ) In <1 - > est convergente.

n? w2
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Commentaire

« On peut s’interroger sur la nécessité de traiter a part le cas x = 0. Si on ne le fait pas, on
est amené & écrire :

x? z? 1
In{1- ~ - = =
n2mw2 ) notoo w2 n?
22
ce qui signifie, pour x =0 : In <1 — 22) ~ 0, ce qu’il est préférable d’éviter.
ne T n—+o00
Soyons précis : I’écriture u, ~ 0 n’est pas fondamentalement fausse mais :
n—-+4oo

x elle nécessite de connaitre la définition correcte d’équivalent (exprimée « avec les € »).
Former le quotient n’a évidemment aucun sens avec un dénominateur nul !

x écrire u,, ~ 0 signifie simplement que la suite (u,) est nulle & partir d’un certain rang,

n——+oo

ce qui rend ’étude de la suite (u,) peu intéressant (c’est le cas dans cette question).

1
% elle ameéne souvent & des confusions. Notamment : — 0.
n =+
« On ne se sert nulle part ici du fait que le réel = est élément de | — 7, 7[. La démonstration
est donc valable pour tout = € R. =

J

e) Calculer ¢(0).

Démonstration.

2
Comme vu dans la question précédente, la série > In (1 — 22) est convergente
n’m

pour x = 0 et de somme 0. 0

f) (UNIQUEMENT POUR LES 5/2)

+oo
Prouver que ¢ est de classe ¢! sur |-, 7[ et démontrer, pour tout z € |—m, [, ¢'(z) = > ¢} (z).
k=1

Démonstration.

a)

b)

Caracteére €

« Pour tout k € N* la fonction ¢ est de classe ¢! sur | — , 7[.

« De plus, pour tout z € | — 7, 7| et tout n € N* :

o (2) 1L 1L 2 372 i
xr = = =
n 1_ nzxjr2 n2 12 n2n7;27r—2x2 n2 2 n2 o2 — g2 M

Convergences successives

(0) La série > ¢, converge simplement sur | — 7, 7| (d’aprés la question précédente).

(1) Démontrons que la série > ¢/, converge uniformément sur | — 7, 7[.
On démontre que la série Y ¢!, converge normalement sur | — 7, 7[.
Pour tout « € | — m, 7| et tout n € N* :

—2x

22— g2

| — 2z |—2[ x|z  2x|z]

| ¢),(x) | =

- ‘n27r2—x2‘ N ‘n27r2—332} N ‘n27r2—x2|
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Or, pour tout x € | — w, 7| :
- < x < 7
donc x? < n?
donc —x? > —r?
donc n?n?—22 > n?g?—q?
1 1 (par décroissance de la
donc < .
n?n? —x n? 2 — 72 fonction inverse sur )0, +oo[)
2|z 2 ||
donc S < o2 2 (car |z[ > 0)
. 2 x |z 27
Finalement : Va € | — 7, [, | ¢}, (x) ‘ = 53 o
On en déduit : Yn € N*, 0 < || ¢, | < T
: 3 X n OO’}iﬂ.ﬂ.[ B (712—1)7(2'

1
X VnGN*,72O
n

X Hgb;b HOO,]*ﬂ',TK‘[ - %

n—-+oo

1
<2> (ce qu’on démontre a l'aide de I'encadré précédent).
n

1
x La série ) — est convergente en tant que série de Riemann d’exposant 2 (> 1).
n

La série numérique » H (15;1 Hoo,]—mﬂ'[

> ¢l converge normalement sur | — 7, 7.

converge. Autrement dit, la série

Ainsi, par théoréme de dérivation terme a terme, la fonction ¢ est de
classe ¢! sur | — 7, 7[ et pour tout x € | — 7, 7[ :
too 2

“+00
dz) = L o) = &

e A

g) En déduire, pour tout x € | — 7, [, une expression de ¢'(z) sans le symbole > .

Démonstration.

On en déduit que pour tout = € | — m, 7| :

cos(z) 1 .
. ot 2p oo 2 B sn(z) =z siz#0
¢ () nzzjl n2r2—x n; 2 —n272
0 siz=0
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h) Déduire de ce qui précéde la valeur de ¢(x) pour tout = € | — m, 7.

Démonstration.
« Tout d’abord, rappelons : ¢(0) = 0 d’aprés la question 10.e).

« Par ailleurs, la fonction ¢ étant de classe € sur | — 7, [, on en déduit que la fonction ¢’ est
de classe €° sur | — ,7[.

Ainsi, pour tout x € | — m, 7[ :

[ dwd = (0] = o@)-o0) = o) [ 000 s
Or, si  # 0, pour tout A € | — m,7[ \{0} :
(on a remplacé ¢'(t) par sa valeur sur

/x () dt = /x < cos(t) _ 1 ) dt | — pi,w[ \{0} car on intégre sur un

A A sin(t) ¢ intervalle qui ne contient pas 0)
B T cos(t) 1
B /A sin(t) dt /A ;
[ (] sin@)]) ], = [W(l¢]) ],
= (‘W (Isin@)]) = ([sin(a)]) ) = (W (z]) ~m(]A]))
(‘1 (Isin@) 1) = (l2]) ) = ( (] sin(a)]) = (]A]) )

B sin(x) sin(A)
= In ( . > In < 1
e ( sin(z) >
A—0 x
~sin(A) A . sin(A) B
En effet, comme : AT 1 alors : In ( " et In(1) = 0.

Finalement, pour tout z € | — m, w[ \{0} :

sin(z)

)

« Remarquons enfin que si z € | — 7w, 7 \{0}, alors x et sin(x) ont méme signe.
De ce fait :

o) = /Ox &(t) dt = lim /A &) dt = m(

A—0 x

v € | — 7] \{0, S'”;(”f) >0

In <
Finalement, pour tout z € | — m, 7| : ¢(z) = x
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1) En déduire le développement du sinus découvert par Léonhard Euler (1707-1783) :

22
Vr € R, sin(rz) = 7wx H <1— >

Démonstration.
« Pour tout z € | — m, 7] \{0} :

o(x) = > o)

= lim
m—-+00

= lim
m—+00

= In(V(z))

= (B0-G)))

(par définition de ¢)

(par définition)

(par propriété de la fonction In)

(démontré en question 7.)

(par définition de la suite (Vo(x)))

(par convergence de la suite (Vy(x))
et par continuité de la fonction In en
V(x), quantité dans |0, +oo[ d’apres
la question 7., car x & w7)

(par définition de V (z))

Finalement, en composant & droite par la fonction exp :

(1-(5)") = ew(ow)

o)

Sln

T

(car x € | —m, [ \{0})

Finalement, pour tout « € | — m, [ \{0} : sin(z) = =z Jﬁo (1 — (% )2 )

Commentaire

« Rappelons que la fonction In vérifie :

Va > 0,Vb >0, In(a x b)

=In(a) + In(b)

Cette propriété établit que I'image par la fonction In d’un produit fini de termes est la
somme des images par la fonction In de chacun des termes.
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Commentaire \

o Il est alors légitime de se poser la question de la généralisation de cette propriété a
un produit infini de termes. Plus précisément, on s’interroge sur ’ensemble des suites
(un) € 10, +oo[N qui vérifient :

i (T we) = 52 )

k=1

Pour démontrer cette propriété, il faut déja s’assurer que tous les termes existent (tous

les termes de la suite (u,) doivent étre strictement positifs; la série >  In(u,) doit
+oo

étre convergente; le produit [] ug doit exister et étre strictement positif). Sous ces
k=1

hypothéses, une démonstration analogue & celle qui est faite dans la question permet de

conclure.
—+oco . m
. (1}:[1 Uk> . (mgnﬂoo (1}1 Uk>>

m

= lim In (H uk) (%)

m—r+00 k1

—  lim ( kf_fl In(uy) >

m—-+00

+oo
= Y Inw)
k=1
Le point (x) est le cceur de la démonstration. Il est vérifié car la fonction In est continue

“+o0o m
au point [] ug > 0 et que la suite < I uk> converge vers ce point.
k=1 k=1 m

o Par ailleurs :

x 'égalité précédente est aussi vérifiée en 0 puisque sin(0) = 0 et :

o0 0\’ . m .
10 () ) = (f) =

x Dégalité précédente est aussi vérifiée en 7 puisque sin(7w) =0 et :

ﬁol(i)z—l' m(i-L))= 1 0x [T (1=<))= tim 0=0
k=1 ko - m%lr}rloo L1 k2 - mirilm il k2 = miIEQQ =

x de la méme maniére, 1’égalité précédente est aussi vérifiée en —r.

+o0 x \2
Finalement, pour tout = € [—m, 7] : sin(z) = = [] <1 - (—) )
k=1
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« Par ailleurs, si y € R, alors il existe j € Z et x € [—m, 7| tels que : y = x + j2w. Alors, en
reprenant la notation h : z — x S(z) :

h(y) = h(z+j2m)

~ ha) (car la fonction h est

- périodique de période 27 )

= z5(x)

= sin(z) (par l’égalité précédente)

o , (car la fonction sin est

= sin(z+;27) périodique de période 2 )

= sin(y)
400 Y 2

Finalement, pour tout y € R : sin(y) = h(y) = y S(y) = vy ][I <1 - (k—> >

k=1 T

+oo T 2
En particulier, pour tout x € R : sin (7T$) = Tx 1-— (—) .

Partie V

Pour tout n € N*, on note g, la fonction de la variable réelle x, définie pour toute valeur de x qui n’est
pas un nombre entier strictement négatif, par :

Vo ¢ 2F, Vn e N*| g,(z) =

+oo
11. Montrer que, pour tout ¢ Z* , G(z) = [] gr(x) existe et vérifie : G(x) # 0.
k=1

Démonstration.
Pour tout z ¢ Z* , on définit la suite (G, (x)) par :

Vn e N*, Gn(z) = ]I gr(z)
k=1

T
o Soit xg ¢ Z* . Remarquons que pout tout n > —xg : 1 + = >o.
n

Pour n suffisamment grand (n > [—z]) :

Gn(zo) = [ gk(x0)

= JI gr(zo) x ﬁ gr (o)

k=1 [—zo]+1
’——2701 n

= II gr(zo) xexp|In II gr(zo)
k=1 [—Q?O-H'l

[—zo] n

= ]I gr(zo) x exp ( > In (Qk(ﬂfo) ))

k=1 k=[—z0]+1
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e Or:
d _ exp ()
k;:[—zxo]—i—l In (gx(@0)) = k::[—za:o]—H hl( 1+f?0 >
= k:[im]“ In (exp (%)) — In (1 + %) )

Zo
¢« Comme — — 0:
n n—-+4oo

1
-V?’LEN*,72>O
n

(2 me3)- 0. (3)

1
- La série ) — est une série de Riemann d’exposant 2 (> 1). Elle est donc convergente.
n
T x
Ainsi, par théoréme de domination des séries & termes positifs, la série > < e Y <1 + —0> )
k=[—zo]+1 n n

+o00 Zo 0
est convergente (et de somme ) ( — — In (1 + —) )
k>[—zo]+1 ~ T n

« Finalement, par composition de limites :

[—zo] n [—20] o0
Gulwo) =TT gn(wo)xexp (Hz 1n(gk<xo>)) 7o I1 gu(ao)<esp (k_;z 1n(gk<a:o>))

k=1 —z0]+1 n—+oo —zo]+1

+oo
Ainsi, pour tout zg ¢ Z*, G(xo) = [] gr(xo) existe.
k=1

« Enfin :
[—zo]

< I gr(xo) # 0 puisque : Vk € N*, gi(z0) # 0 (car zo ¢ Z* )
k=1

+o00
x exp( > ln(gk(:zjo))> >0

k= [7330“4»1

“+o0o
Ainsi, pour tout zg ¢ Z*, G(xo) = [] gx(xo) # 0.
k=1

n

12. Pour tout n € N*, on note : G, () = [] gx(z). Montrer :
k=1

n

In (Ga(1)) = <z }{) “ln(n+1)

k=1

no]

En déduire la suite <<Z k‘) - 1n(n)> tend vers une limite finie ~ strictement positive lorsque
k=1

n — 400.
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Démonstration.
exp ()
« Pour tout k € N* : g, (1) = 1 >0.
I+

Et ainsi, pour tout n € N* :

In (Gu(1)) -

(par propriété de la fonction In)

= Y 2% (n(k+ 1) - In(k))
)

S %—(ln(n—l—l)—l/nﬁ’)')

e Or:
x G(1) > 0 d’aprés la question précédente puisque 1 ¢ Z* .
x la fonction In est continue en G(1) > 0.
Ainsi, par composition de limites, In (Gr(1)) — In(G(1)).

n—-+o0o

no1
kgl . In(n+1) =In(G,(1)) WS In (G(1))
« Enfin : 0 1 0 1
> ——lIn(n) = > ——In(n)+ (In(n+1)—In(n+1))
=1 k =1 k
no1
= ZE—ln(n—i—l)—i—(ln(n+1)—ln(n))
k=1
= Zn:l—ln(n—i-l)—i-ln 14—l
=N n
o m(G() + T
no1
Finalement, <<E k) - ln(n)> converge vers v = In (G(1)).
k=1
o Par ailleurs, par inégalité de convexité : Vo > —1, In(1 + z) < «.
1 1
En utilisant cette propriété en x = % € R, on obtient : T In <1 =+ k:) > 0.

1 1
La série ) (k —In (1 + kz>> est donc a termes positifs. On en déduit que la suite des sommes

partielles associ¢es (qui n’est autre que la suite (In (Gn(1)))) est croissante. En particulier :

Vne N, In(Gp(1)) > In(Gi(1)) =1

Par passage a la limite : v = In (G(l)) >21>0.
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13. Pour toute valeur de = qui n’est pas un nombre entier négatif ou nul, on pose :

I(z+1)
I(z)
b) Calculer I'(1). En déduire la valeur de I'(n + 1) pour tout n € N.

a) Calculer

14. Montrer que pour toute valeur de x qui n’est pas dans Z, on a :

1
Gn(z)Gp(—x) =
(@) Gul—2) = s
15. En déduire la formule des compléments :
Vz¢Z, D@)T(1l-2) = ——
’ ~ sin(rx)

16. Calculer T (;)

Exercice (UNIQUEMENT POUR LES 5/2)

+oo e—act
Soit f:xz /
/ 0 v1+t

1. Démontrer que f est définie sur ]0, 4o0].

dt.

Démonstration.

Dans toute la suite :
—xt

(§]
VIt

x pour tout zg € |0, 4+o00[, on note : h, :t+> h(zo,1).

x on note h: (x,t) —

x pour tout tg € |0, +00[, on note : by, : x — h(x,tp).
Soit xg > 0.

—xot

« La fonction hy, it \/ﬁ est continue sur |0, +oo] en tant que quotient de fonctions continues

sur ]0, 400 dont le dénominateur ne s’annule pas sur cet intervalle.

+o0 —xot
Ainsi, l'intégrale / —_—
0 V14t

dt est impropre en +o0.

« Remarquons :
x Vt € ]0,+o0[, e7®t > 0.

e~ %0 t
X = O (ef‘ro t).
1+t t—+o00
e~ 0 t 1
En effet ; YA _

o 1/1+tt%—+)ooo

(en particulier, ce quotient est donc borné)

ef{L'()t

+00
x L’intégrale / e~ %! dt est convergente en tant qu’intégrale de référence de paramétre g > 0.
0

—xot

vV1i+t

“+o00
positives, l'intégrale impropre /
0

Par critére de domination des intégrales généralisées de fonctions continues

est (absolument) convergente.
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On en conclut, que la fonction f est bien définie sur |0, 4+o00].

Commentaire

o Lorsque I’énoncé demande de déterminer ’ensemble de définition d’une fonction, il faut mettre
en place un raisonnement du type :

La quantité f(z) est bien définie < Le réel z appartient a I'intervalle . ..

o Ici, I’énoncé est différent : on demande de démontrer que la fonction f est bien définie sur
10, +00]. Non seulement l'intervalle nous est fourni mais en plus on ne demande de résultat
que sur cet intervalle et pas sur le reste des réels. On peut donc limiter I’étude & cet intervall[%.

\.

2. Démontrer que la fonction f est de classe €' sur ]0, +ool.

Démonstration.

(i) | Caractére €' - étude «en z »

« Pour tout ¢ € |0, 4+o0], la fonction h, : z — et est de classe €' sur A = )0, +o0l.

1
Vvi+1

o De plus, pour tout z € A :

t+

;
;

(it) | Intégrabilité (par domination) - étude « en ¢ »

(0) Intégrabilité (sans forcément dominer)

Pour tout z € A, la fonction ¢ — ﬁﬁo)(ﬂc) = h(x,t) est intégrable sur |0, +oo[ (c’est le
résultat de la question 1.).
(1) Intégrabilite par domination
Soit (a,b) € ]0,+o0] x ]0,400[. On suppose a < b.
Soit (z,t) € [a,b] x 0,400l

—t
vi+1

eft T t —xt
vi+1

€

| by () | = ‘

e =

t
= =1 | —
-1 |
Or :

1 t
x commet>0,alorst+1>1puis7<1etenﬁn:ﬁ<t.

Vi+1

x commet>0eta<or<b alorsat <xt<btet —at>—xt> —bt. Enfin :

bt ot _at (par croissance de la
e < e < e .
fonction exp sur R)

Finalement : ;

h/ T :76—% < te—at
15| = 7

Or, comme a > 0, la fonction ¢ : ¢ — ¢t e~%% est intégrable sur |0, +oo.

(cela démontre en particulier que la fonction t — hi(z) est intégrable sur |0,+oo| par
domination)
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Ainsi, par théoréme de régularité des intégrales a paramétre, la fonction
f est de classe €1 sur A =)0, +oc.

« On en déduit de plus, pour tout x € ]0, 4+o0] :

“+oo
@) = /0 by () dt

+oo —t
= / e t% dqt
0 Vi+1

—t

Vt+1

et dt.

+oo
Finalement : Va € |0, +o00[, f/'(x) = /
0
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Commentaire \

. L’étape d’intégrabilité par domination consiste & exhiber une fonction ¢ — ¢(t) qui est inté-
grable sur le domaine d’intégration étudié et dont ’expression ne contient plus la variable x.

« Lorsqu’on utilise un théoréme de régularité d’une fonction définie par une intégrale & para-
meétre, la domination peut s’effectuer sur tout segment [a,b] de l'intervalle de régularité A.
Formellement, cela démontre que la fonction f est de classe € sur tout segment de l'intervalle
A et ainsi qu’elle est de classe €' sur A tout en entier.

« Au passage, notons que le réel b n’apparait pas dans la domination. On aurait aussi pu démon-
trer la domination pour n’importe quel intervalle du type [a, +00[ ce qui permet de conclure
au caractére €' sur tout intervalle [a, +oo[ et donc au caractére € sur intervalle 0, —|—c>o[D

\. J

3. Trouver une équation différentielle d’ordre 1 dont f est la solution (on pourra réaliser une IPP).

Démonstration.
Soit = > 0.

o On proceéde par Intégrations Par Parties (IPP). Sous réserve de convergence :

“+oo

+oo 1 too
— e Tl gt = 21+t e %t + 2z Vi+te @t dt
/0 V14t [ ]0 0

VIt Vit t

D=

Or ~ = ; — 0 par croissances comparées.
ert t—too eT1 (er) t—+o00
+o0 1
Le crochet généralisé est donc convergent. On en déduit que les intégrales / —— e "t gt
0 V14t
“+oo
et V141t e @t dt sont de méme nature, ce qui permet de lever la réserve de convergence

0
1

v1+t

e "' dt est convergente (d’aprés la question 1.).

—+00
puisque l'intégrale impropre /
0

« Finalement :

+oo
fl@) = 2 (tliin (\/1—|—te‘”)—ﬁeo)+2$ Vit+te ™ dt
—+00 0
+o0
= 2422 Vit+te ™tdt
0
+o00
2x Vidte ™t dt = f(x)+2
0

o Par ailleurs :

SUORS

S—
+
8
= ~
+
o
d
&

Il
c\
+
8
—
+
~
S~—
|
—_
CD\
8
&
QL
~

I
S—
+
3
N\
q
|

(par linéarité de l'intégrale,
toutes les intégrales en présence
étant convergentes)

|
c\
+
8
—_
+
~
CD\

3
QL
~

+

8
—_
|

]
<8
Py

—— €
0 V14t
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e On en déduit :

—+00

+oo
=2z fl(x) = 2z \/l—l—te“dt—Qa:/
0

0
= (f@+2) =2z (f(2))
= (1—-2z) f(z)+2

1
1+¢

e Tt dt

La fonction f est donc solution de 1’équation différentielle : 22y’ + (1 — 2z)y +2 = 0.
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