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Probléme : Intégrale de Gauss

Partie I — Convergence d’une suite

Soit n € N*. Pour tout k € [0,2n], on pose aj, =

V2n <2n>

92n+1 \
1 m
Pour tout m € N, on pose I, = / (1 — t2) 2 dt.
0

1. Montrer que la suite (Im )m cn ©st décroissante.

Démonstration.
Soit m € N.

« La fonction fy, : t = (1 —t?) T = exp (% In (1— t2)> est continue sur l'intervalle [0, 1].

m

1
L’intégrale / (1 — t2) 2 dt est donc impropre seulement en 1.
0
Or, comme : %m% exp (% In (1 — t2)> = lim exp(u) =0, la fonction f,, est prolongeable par
4>

U—r—00

1 m
continuité en posant fy,(1) = 0. L’intégrale / (1 — t2)7 dt est donc faussement impropre.
0

Commentaire \

« Il faut faire attention & 'intégrande. Il fait apparaitre une élévation & une puissance
non entiére qui est généralement définie par la forme exponentielle logarithme. Cela
peut poser un probléme de définition dans le cas ou la fonction In est évaluée en 0
comme c’est le cas dans la question.

« L’énoncé aurait pu opter pour une présentation légérement différente. Plus précisément,
on pourrait définir la fonction f comme suit :

Vt e [0,1], fm(t) = (\/1 2 )m

Cette fonction fy,, est continue sur le SEGMENT [0, 1] et l'intégrale I,, est donc bien
définie. Il est & noter qu’elle coincide avec la définition donnée dans le point précédent
sur U'intervalle [0, 1].

« Enfin, on peut aussi se rendre compte que la fonction f,, est une fonction polynomiale
deés que lentier m est pair. Dés lors, la fonction f,,, est continue sur le SEGMENT |0, 1]
et 'intégrale I, est donc bien définie.

o Soit t € [0,1[
s < oz
2
done ™ (1— ) S Ml (1- £2) (comme t € [0,1[, 1 — ¢ € ]0,1]

et donc In (1 —t*) <0)

(par croissance de la

done exp (5 In (1 - t2) ) = e o (- tz) ) fonction exp sur R)

2

m
2

> (1- t2)mTH = fmt1(t)

vt € [0,1[, fin(t) = (1 —t?)
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« Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans I'ordre croissant (0 < 1) :

1 1
I, = /0 fult) dt > /0 fuia () dt = L

Ainsi, la suite (Im )mGN est bien décroissante.
O
m+2
2. Montrer que pour tout m e N: I,,40 = —— I .
m+3
Démonstration.
Soit m € N.
o Tout d’abord :
1 m+2
Imys = / (1—¢)"2 dt
0
1 m 1
= / (1—t%)2"" at
0
1 m
= / (1—¢) (1—¢%)2 dt
0
1 m m
_ / (=% -2 -»)%) a
0
1 m 1 m
= / (1—t2) 2 dt / t2 (1 t2)2 dt (par linéarité de l'intégrale)
0 0
N S /1 tx (20 (1-)% ) at
1 (1—)2 L (1—¢2)2 ™!
= I, + = t X / dt
"2 ( [ B+l ) 0 o+
S S [tx (1 152)%“}1 - /1 (1—)""" a
m 2 m+42 0 0
= I, ot ((0—0) )
- m m+ 2 m—+2
e On en déduit, en réordonnant :
1 1 m+3
I = — I = 1+—+) I = — 1],
m m+2+m+2 m—+2 ( +m+2) m—+2 m+ 2 m+2
m+ 2
YmeN, ] =—1
m m+2 m—+ 3 m 0
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Démonstration.

« Montrons par récurrence : Vn € N*, Z(n)

» Initialisation :

x D’une part :

I

x D’autre part :

V2x1
11 = 55T
Don 2(1).

3. En déduire que pour tout n € N* : I, =

V2n

s

—_— t Iop_1 = — .
V2
on  A(n): Iy = n

2(2n+1)any

[NV

dt

/01 (1-2)

/01 (1-1*) dt

1

e[S
= 1--(13-0)
_ 2
3
()= f

» Hérédité : soit n € N*.

Supposons Z(n) et démontrons & (n + 1) ( c'est-a~dire o0 =

x Tout d’abord :

Iop 2

2n+ 2 oI

on+3 "

2n+2x V2n
2n+3 2(2n+1)ann,

1 y (2n+2) ¥2n

VvV2x1

1 1
/ 1dt — / t2 dt (par linéarité de l'intégrale)
0 0

2(2x1+1)ay,

220+ 3) Gy i

(en utilisant le résultat de la
question précédente en m = 2n)

(par hypothese de récurrence)

()

220 +3) " (an + 1) 7
1L 42
22n+3)  2n+1
1 n+1 o 92n+2

X
2(2n+3) 2n+1

1
(%)
1

)]
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x Par ailleurs :

2n+2 (2n+42
an+ln+l = To2n+3 n+1

V2n 42 (2n +2)!
223 (n+ 1) ((2n+2) — (n+1))!

V2n+2 (2n+2) (2n+1) (2n)!
2243 (p4+1)n!x (n+1)n!

(
V2n+2 2(n+1) 2n+1) (2n)!
2243 (p+1) (n+1) n!xn!
V242 (pAT) (2n+1) (2n
S22 (pT) (n+ 1) <n>

x On en conclut :

V2n+2 N2nF 2
2(2n +3) anr1ni1 N2 F2 2n+1 <2n)

22n+2 n+ 1 n

2 (2n+3)

1 27+2 (n 41) 1
X X
2(2n+3) 2n+1 )

1 27+2 (n 41) 1
X X
2(2n +3) 2n +1 (*")

Iop 42

Dot Z(n+1).
V2n

Ainsi, par principe de récurrence : Vn € N* Iy, = ——————.

Commentaire

o C’est généralement une bonne idée de repérer les questions qui se traitent par récurrence.
Deux raisons & cela : le résultat & démontrer est stipulé dans ’énoncé et le mécanisme de
démonstration est simple.

o Cela ne signifie pas que toutes les récurrences sont faciles & mener. Cette premiére récurrence
donne lieu & un développement calculatoire plutot long pour obtenir le résultat et il faut avoir
un peu de courage pour la mener jusqu’au bout. Ne pas réussir & la terminer n’est pas grave
pour autant. Le résultat est donné dans I’énoncé et il est donc possible de I'utiliser pour les
questions qui suivent.
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» Initialisation :

x D’une part :

« Montrons par récurrence : Vn € N*, Z(n)  ou  P(n): lop—1 = T A -
V2n
1
L = / V1—t2dt
0
1
= / 1xV1—t2dt
0
\/7 1 1 _2t
= tv1—1t2 ] - / t X —————dt
[ 0 0 2V1—1¢2

1 42

_ @—0)—(4 e
- La-tH) -1

_ /Ol_tz dt

o 1 (1—t2)_ 1

a LA (v1—¢2 ¢1—t2>(ﬁ

1 1
1
= — \/1—t2dt+/ dt
/0 0 V1-—t2

= — I + [ arcsin(t) ](1)

= — I + (arcsin(1) — arcsin(0))

m

- e
il
.

En réordonnant : 211 = g donc I; =

x D’autre part :

V2 ¢ T s )/5
a = — e —a —_ -
BT 2 VZx1 T o=l 22
D’ou Z(1).
» Hérédité : soit n € N*. -
Supposons #(n) et démontrons & (n + 1 ( c’est-a-dire [ =—ua )
pp (n) ( ) 2n+1 Von + 2 n+1,n+1
x Tout d’abord :
I _ 2n+1 (en utilisant le résultat de la question
LT gp g ! précédente en m =2n — 1)

2n+1
— Q.
2n+2 \2n "

m+1 7w 7n <2n>

2n+2 L 227t \(n

(par hypothese de récurrence)
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x Par ailleurs :

™ i W 2n+1 (2n> (comme vu dans la

Vo) X On41n+1 M 22n+2 n4+1 \\n récurrence précédente)
 2n+1 0 2n
o on41 2x22 \p

= Iopt1

Dou Z(n+1).

s

—F Q .
\/% n,n

Ainsi, par principe de récurrence : Vn € N*, Iy, 1 =

Commentaire

Afin de déterminer I;, on aurait aussi pu poser le changement de variable | u = arcsin(t)

(c’est-a-~dire la fonction ¢ : u +— sin(u) afin de faire apparaitre 1 — (sin(u))z.
Plus précisément :

u=arcsin(t) donc ¢ =sin(u) (on note alors 1 : u — sin(u))

— dt = cos(u) du
e t=0 = wu=arcsin(0) =0

et=1 = u=arcsin(l) =

ol

On obtient :

1
/ V1—t2dt = / sm cos(u
0 0

— /o (cos(u))” cos(u) du (car (cos(u))2 + (sin(u))2 =1)

= /o ((:os(u))2 du (car cos(u) = 0 siu € [0, T]

(1—cos(2u)) du (car cos(2u) =1 — 2 ( cos(u) )2)

N
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Iop—1 _ Ipp_o

4. Montrer que pour tout n € N* : 1 < <
IQn IQn

1

En déduire : T <27 (apn)® < 1.
2n
Démonstration.
Soit n € N*.
o Tout d’abord :
Io, < Iopo1 < Iopo (car la suite (In)nGN* est décroissante)

o . oy 1 _ Iop_o (en multipliant de part et d’autre par

donc — < <
IQn IQn IQn _— > 0)

Pour ce dernier argument, remarquons que :

x la fonction fa, est continue sur [0, 1],

x la fonction fa, est positive sur [0, 1],

x la fonction fa,, est non identiquement nulle sur [0, 1].

On en déduit, par stricte croissance de U'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant (0 < 1) :

1
/ Fon(t) dt > 0.
0
1 2(2n+1)ann

5

(de maniére encore plus simple, on peut remarquer : — = ———————— >0)

IQn \Y 2n

Iy Io,
On a bien : Vn € N*, 1 < ol 22
I2n IZn
o Démontrons maintenant la deuxiéme inégalité.
[ (2n —2)+2 (d’apres le résultat de la
e (2n—2)+3 n2 question 2 pour m = 2n — 2)
2n
= Iop
on+1 2
Iop— 2 1
Ainsi : 22222 = nt :
IZn 2n

Par ailleurs, d’aprés la question précédente :
Ioy— 2(2 1 2 1
mo T Cnt Dany _ 4Ly )2

= —— apn X
I, V2n mr V2n 2n

En reportant ces deux résultats dans I'inégalité précédente, on obtient :

2n+1 2n+1
1 s 2n 2m (an’n)2 S 2n
1 2n+1 2n+1 (en multipliant de part
2 2 2
donc il S g1 27 () < g et d’autre par w—= > 0)
2n 2n 2n 2ntl
2n
1 2
donc T < 27 (ann) < 1
1435,
. . 1 2
Finalement : Vn € N*, T < 27 (Gpn)” <1
I+ 5 Ul
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5. En déduire la convergence de la suite (ay n)n>1 lorsque n tend I'infini, puis :

Démonstration.

« Remarquons :

T oo b

1+%n—>+oo
x 1 — 1.

n—-+o0o

Ainsi, par théoréme d’encadrement, la suite (27r (an,n)2> admet une limite et :

. 2
ngr—lr-loo 21 (apn)” =1

« Enfin, comme : Vn € N*, a,, , > 0 (comme produit de nombres positifs) :

1 \/7 1
_ 2 _ 2 y
ann = m - /o 2m (an,n) n—~+00 m 8 ﬁ

Ainsi, la suite (amn)

est convergente, de limite

1
\/27r'

neN*

« Enfin :

Commentaire

o Il est assez fréquent que les derniéres questions d’un paragraphe soient des questions bilan

V2n

I, = S@n+ Dann (d’apres la question 3)

1
2 2 1 ~ 2net ~
N _ V2n \/n1 (car 2n + L fnetan, o~ =
T 9 X — d’aprés ce qui précéde)

Ver

Or pour tout n € N* :

V2n _ V2nV2r  2Zxynxym 17
9 % I x 1 2 x 2n 2 x 2n 2 /n
V2T
1 /=

On a bien démontré : Iy, ~ = ,/—.
n—-+oo 2 mn

dans lesquelles il s’agit d’utiliser les résultats démontrés dans le paragraphe. C’est le cas dans
cet énoncé.

Ces questions sont généralement assez simples car la partie la plus difficile a souvent été traitée
en amont. Le candidat attentif tentera de traiter ces questions méme s’il a passé certaines
questions précédentes. On retiendra que méme si on laisse de coté 1, 2, voire 3 questions, rien
n’empéche d’essayer de faire la suivante. Le découpage en paragraphe doit aider & comprendre a
quel type de questions on a affaire. Celles de début (qui sont souvent des manipulations simples
sur un nouvel objet que 'on introduit) et celle des fin de paragraphe doivent particuliérement
étre étudiées car elles sont souvent les plus abordables.

On retiendra que méme si un énoncé est congu pour étre globalement de difficulté progressive,
le découpage en sous-questions a tendance a produire des questions simples tout au long du
sujet qu’il est important de savoir repérer. .
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Partie II — Calcul d’une intégrale de Gauss

vn £2\"
Jn = / (1 — ) dt
0 n

Pour tout n € N\ {0} et pour tout ¢ € R, on pose :

Pour tout n € N\ {0}, on pose :

2\"
(1—) si0<t</n
un(t) =

n
0 sinon

Enfin, on considére I'intégrale de Gauss :

K / e
N oo V2w
6. A l'aide d’un changement de variable simple, déduire de la 5 que la suite (J")n e+ converge et
donner sa limite.

Démonstration.
Soit n € N*.

« On effectue le changement de variable | u = /n t

Plus précisément :

1
UZTt donc t=+nu (on note alors ¥ : u ' \/n u)
n

On obtient : N
vn 2\ " 1
/ (1_t) dt = / (1_(\/ﬁu)> \/ﬁdu
0 n 0 n
1 wx uz\"
= 1-— d
(=)

— n Dy
Vn € N*, J, = /7 Ion. \

o Enfin, d’aprés la question précédente :

n—-+oo

™
On en déduit que la suite (‘]")n e+ st convergente, de limite £
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7. Pour tout t € Ry, déterminer la limite la suite numérique (uy(t) )

neN*’

Démonstration.
Soit tg € [0, 400l

o Pour n suffisamment grand :

i = (1) = e (w119 ))

Il suffit pour cela de choisir n vérifiant : \/n > tg, autrement dit : n > to2.
En posant : ng = |to?| + 1, on obtient que 1’égalité ci-dessus est vérifiée pour tout n > ng.
2

t
e Or, comme 25 0:
n mn—-+4oo
to? to?
ln(l—o > ~ - (vrai aussi sity=0)
n n—+o0o n
to? to?
donc nxln<10> ~ —rx 2
n n—+oo n

n n—-+o0o

02
On en déduit, par composition de limites : u,,(tp) = exp < n In ( 1- 2 > ) — exp (—t()z).

Finalement, pour tout ¢y € Ry, la suite numérique (un(to) ) t

2
to,

neN* s
convergente, de limite e~

Commentaire

« On a noté ici le réel positif ¢ty en lieu et place du ¢ proposé dans 1’énoncé pour une visée
pédagogique. Il importe de comprendre que ce ty est fixé une bonne fois pour toute en
début de résolution et que sa valeur ne peut dépendre de n. En revanche, comme on
cherche la limite de la suite (un(to) )n cn+s 0N peut choisir une valeur de n aussi grande
que 'on souhaite (éventuellement en rapport avec la valeur de tp).

o L’énoncé a été légérement modifié afin que cette question soit accessible méme si 'on
n’a pas traité le chapitre sur les suites et séries de fonctions. Ici, on s’intéresse en réalité
a la suite de fonctions (uy),en+ et on cherche sa limite simple (ce vocabulaire sera
précisé dans le chapitre Suites et séries de fonctions). Plus précisément, on cherche s’il
existe une fonction u telle que :

Vi e Ry, up(t) —  wu(t)

n—-+00

2 A . . _ 42
On a démontré que cette fonction existe et n’est autre que u : ¢+ e=*".

« Il existe d’autres modes de convergence d’une suite de fonctions. Cela sera abordé plus
tard dans I’année.

o Concernat les manipulation d’équivalents, rappelons que l'on ne peut pas composer de
part et d’autre d’un équivalent.

10
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8. Montrer que pour tout x € R,ona: 1+ 2z < €, et en déduire que pour tout n € N* :
VEER,, 0 < un(t) < e

Démonstration.

« La fonction h = exp est convexe sur R.
Sa courbe représentative est donc située au-dessus de ses tangentes, notamment celle au point
d’abscisse 0. Cette droite a pour équation :

y = h(0)+Rh(0) (z—0)
= eo—{—eox

= 1+4+=x

Ainsi:Vz € R, e > 14 x.

« Soit n € N*. Soit t € [0, 400].

Deux cas se présentent.
x Sit>y/n alors u,(t) =0.

. _ 42
Dans ce cas, on a bien : 0 < < =
>’Vl

0 < t2 < n

S| o

(par croissance de l’élévation
au carré sur [0, +00[)

0 12 n
donc — < — < -
n n
2
donc 0o > — > -1
2
donc 1 > 1- . > 0
Par ailleurs :
—t2 2 en appliquant le résultat
o< e () € ot (on oopliuant i
n démontré en x = 7)

t2 n 2 n . 27 2 . N
done 0" < B < R (cqr la fonction eleyatzon ala
puissance n est croissante sur [0,1])

n
donc 0 < un () < e
On a bien démontré, pour tout n € N* : vVt e Ry, 0 < wp,(t) < et O

9. (UNIQUEMENT POUR LES 5/2)
Montrer que l'intégrale K est convergente, puis déduire des questions précédentes une valeur exacte

de K.

Démonstration.
+oo e_é
o Démontrons tout d’abord que l'intégrale Wor dt est convergente.
- s
12 e +oo 2
La fonction ¢ — e~ 2 est continue sur | — oo, +0o[. L’intégrale / e 2 dt est donc impropre
—0o0

A la fois en —oco et en +o00.

11
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“+o0o 2
x Démontrons tout d’abord que l'intégrale / e” 2 dt est convergente.
0

» Vi €[0,4+o0f, et =0
t2
-5 — —t
- g ()

+oo
» L’intégrale / e~ ! dt est convergente en tant qu’intégrale de référence de paramétre 1 (> 0).
0

Ainsi, par théoréme de négligeabilité des intégrales généralisées de fonctions continues positives,
+o00 2
L _£
Iintégrale / e~ 2 dt est convergente.
0

2
« La fonction ¢ — e~ 2 est paire sur I'intervalle (centré en 0) | — oo, +00].

+o00 2 0 2
On en déduit que les intégrales / T dt et / e~T dt sont de méme nature (en
0

[e.e]

l'occurrence convergentes). De plus :

+o00 .2 +o00 /2
/ e 2 dt = 2 / e 2 dt
—00 0

On ne change pas la nature d’une intégrale en multipliant son intégrande par un réel non nul.

On en déduit que l'intégrale K est convergente.

o Afin de pouvoir exploiter pleinement les questions précédentes, il convient d’effectuer un chan-
. . N . _42 . .
gement de variable afin de faire apparaitre la fonction ¢t — e~% en lieu et place de la fonction

2
t— e~ 7. On effectue le changement de variable : | uw=—

V2

Plus précisément :

t
u=— donc t=+2u on note alors ¥ : u+— V2 u
7 ( Y )
— dt = /2 du
0
et =0 = u — =0
V2
el =400 = u=+00

On obtient :
400 ,<L)2 400 ) 400 5
/ e \V2/) dt = / e V2du = \@/ e " du
0 0 0
+o0o _(L)Q 0 5
On en déduit que les intégrales / e \vV2/ dt et / e " dt sont de méme nature (en
0 —00

I'occurrence convergentes).

On en conclut :

1 oo t2 1 oo t2 \/5 oo ¢2 2 too +2
K:/ e 2 dt = ><2/ e 2 dt = / e_2dt:/ e ' dt
V21 J_so V2 0 T Jo NN

12
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« En question 7, on a démontré, pour tout ¢ € [0, +00] : liI_’I_l un(t) = et
n—-+0o0o

On cherche maintenant a démontrer :

+o0 +o0 +oo 5
lim up(t) dt = / < lim un(t)> dt = / e dt
0 0

n—-+0o 0 n—-+o0o

—+00
ce qui permettra a terme d’obtenir la valeur de / et dt et donc de K.
0

Pour ce faire, on va appliquer le théoréme de convergence dominée & la suite de fonctions (un )

(i) | Existence d’une limite finie - étude « en n »

» En question 7 on a démontré que, pour tout ¢y € [0, +ool, la suite numérique (un (to)) est

convergente, de limite :
2
to) = 1 tg) = e "0
’LL( O) n%lrf}oo un( 0) ¢

Cela démontre que la suite de fonctions (u,) converge simplement sur [0, +-o00] vers la fonction
witse
+2

» La fonction u : ¢ +— e™"" est continue (par morceaux) sur [0, +00[.

(i) | Intégrabilité (par domination) - étude « en ¢ »

» Pour tout n € N*, la fonction u,, est continue par morceaux sur [0, +00].
» En question 8, on a démontré que pour t € [0, +oo[ et tout n € N* :
‘un(t)‘ < et
De plus, la fonction ¢ — e est intégrable sur [0, +o0].
Cette inégalité démontre donc au passage que la fonction u, est intégrable sur [0, 400l

Finalement, par théoréme de convergence dominée, la fonction u est intégrable sur [0, +oo] et :

+00 400 +00 +o0 9
lim ( / Uy, (1) dt) = / ( lim un(t)> dt = / u(t) dt / et dt
n——+o0 0 0 n—-+00 0 0

2 Foeo 2 2 too
Onendéduit:K:ﬁ /0 et dt:ﬁx<ngrfoo (/o Un (1) dt>>

+oo
« Il reste maintenant & déterminer la limite de la suite ( / Up, (1) dt) .
0 neN*

/0+°° un(t) dt = /0 Ve un(t) dt + /;O Un(t) dt

\/ﬁ t2 n +o0
= / <1 — ) dt + / dt (par définition de wuy,)
0

n n

= J,

+oo e—t2 2 2
Finalement : K = /_OO \/ﬂdt = ﬁx (ngrfoo Jn) — ﬁ

Exercice 1

Dans tout cet exercice, i désigne le nombre complexe usuel vérifiant 2 = —1.

13
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Questions de cours

10. Pour tout réel #, donner le module et un argument du nombre complexe e

Démonstration.

Le nombre complexe e'? est de module 1 et d’argument 6.

11. Pour tout entier naturel n et tout réel ¢, démontrer que sin(nm +t) = (—1)" sin(t).

Démonstration.
Soit n € N et soit ¢t € R.

o Tout d’abord :

sin(nm+t) = sin(n7) x cos(t) + sin(t) x cos (nm)
o Or: A ‘ ' '
“ Sin(mr):e' ;Ze | :(e‘ ) ;i(e | ) _ (=1 2_i(_1) —0
o) = ST () () (P21

Commentaire

. . . ; ; y ; n ; y
On pouvait aussi tout simplement remarquer : et ("7t — ginm ¢ oit — (e”) x ett = (=1)" e't.

sin(nm+t) = Im (ei("”H)) = Im((-1)"e'") = (=1)" Im (e'") = (—1)" sin(t)

12. Soit (ap)nen une suite de réels, décroissante et de limite nulle.

a) Justifier que la série Y  (—1)" a,, converge.
n>=0

Démonstration.

« Comme la suite (a,) est décroissante et convergente, sa limite (en I'occurrence 0) est sa borne
inférieure. En particulier, c’est un minorant de la suite. Ainsi :

Vn € Nyu, >0

o Les propriétés suivantes sont vérifiées :
x la série > (—1)" a,, est une série alternée puisque la suite (ay) est de signe constant,
x la suite (a,) est décroissante,

x lim a,=0.
n—-+o0o

Par le critére spécial des séries alternées, la série numérique » , (—1)" ay, est donc Converg%lte.

b) Pour tout entier naturel p, justifier que la série > (—1)" a, converge.
nzp

Sa somme sera notée Tp,.

14
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Démonstration.
Soit p € N. Deux cas se présentent.
« Sip=0
La série Y (—1)"a, est convergente d’aprés la question précédente.
n=0

15
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On note (S,,) la suite des sommes partielles associée a la série > (—1)" ay,.
Alors, pour tout n > p :

- k - k = k
> (D%ar = Y (1)'ar = X (-1)"a
k=p k=0 k=0
Py p-l (car la série Y (—1)"a, est convergente
—1)ka, — —1)k , "
n—>—+>oo kz::()( )" ax kz::O( )" ax d’apres la question précédente)
+00
Finalement, la série Y (—1)" a, est converge de somme T, = 5. (—1)* ay.
nzp k=p .
¢) Justifier que la suite (7))pen converge et donner sa limite.

Démonstration.
o Avec les notations précédentes, pour tout p > 1 :

+oo p—1 +o0

> (=D)"an = X (1)"an + X (=1)" an

n=0 n=0 n=p

p—1
= X (=D"an + T,
n=0

e On en déduit :

+oo p—1

1y = > (=D"%an + 3 (1) ap
n=0 n=0
“+o00o “+00
— > (=D"a, + > (D)™ ay (d’apres la question précédente)
p=too n=p n=0

Ainsi, la suite (7)) est convergente, de limite nulle.

Commentaire \

e Si ) wu, est une série numérique convergente (de somme S), on note généralement, pour
tout n € N :

—+00
ARn = E: Ug
k=n+1
Cette quantité est appelée reste d’ordre n de la série > u,.
Pour toutneN:S5=5,+R,etainsi: R, =5-S5, — S—5=0.

n—+00
« Dans cette question, on considére la suite (7,) qui vérifie : Yn € N*, T),;1 = R,,. On étudie
donc la suite des restes a un décalage prés. L’intérét de ce décalage sera détaillé en question
16.d). .

\ J

d) Rappeler le signe de T}, suivant les valeurs de p.

Démonstration.
Par résultat du critére spécial des séries alternées, T), (reste d’ordre p—1 de la série ) © (—1)" ay)
est du signe de (—1)? a,, (premier terme de la somme) c’est-a-dire du signe de (—1)P puisque a, > 0.

Finalement : T}, est positif si p pair et négatif si p impair. -

16
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13. Soit f une fonction continue sur R a valeurs dans R.

VT
Justifier que la fonction x — / f(t) dt est de classe €' sur R% et que sa dérivée est la fonction
0

f(Wx)
»—)2\/5,

On admet que le résultat reste valable pour une fonction f continue sur R & valeurs dans C.

Démonstration.

Jz
Notons G : z / f(t) dt.
0

« La fonction f est continue sur R. Elle admet donc une primitive F' de classe € sur R.
Soit & > 0.

La fonction G est de classe ¢! sur |0, +oo] car elle s’écrit G = Foh—F(0) (somme d’une composée
et d’une constante) ou :

x h:x— /xest:
» de classe € sur |0, +oof,
» telle que h(]O,—i—oo[) c R
x F est de classe ¢! sur R.
e De plus, pour tout > 0 :

G'(z) = (Foh)'(z)

= F'(h(z)) x W (z)

= f(vz)x (par définition de h)

1
2x

f(
2

B

)

Finalement, la fonction G est de classe ¢! sur |0, +oo] et pour tout z > 0 : G'(z) =

B

k ok ok ok X%
L giz(1+t?)
14. Soit F' la fonction définie sur R et & valeurs dans C par F(x) = / Tie dt.
0

On rappelle que si ¢ est une fonction dérivable sur R & valeurs réelles, alors la dérivée de la fonction
complexe x — e'?(®) est la fonction x — i ¢/ (z) e ¢(*),

a) (UNIQUEMENT POUR LES 5/2)

Démontrer que F est de classe €' sur R et que pour tout z € R :

1
F/<x) :Z / eix(l+t2) dt
0

Démonstration.
Dans toute la suite :
ol (1+t2)
x on note h: (z,t) —» ———.
14+1¢2

x pour tout xg € [0, 4-o00[, on note : h,, : t— h(zo,t).
= pour tout tg € ]0,+o00[, on note : by : x> h(x,tg).

17
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(i) | Caractére €' - étude «en z »

« Pour tout ¢ € [0,1], la fonction h, : z — ¢! 1) st de classe € sur R.

1+¢2
e De plus, pour tout z € R :
x i (1 +t2) ei(1+t2):p — ei(1+t2)x

L) =1p

(ii) | Intégrabilité (par domination) - étude « en t »

« Intégrabilité (sans forcément dominer)

0. Pour tout € R, la fonction ¢ — QEO) (x) =

fonction continue sur le SEGMENT [0, 1].

ez‘a:(1+t2)
S est intégrable sur [0,1] en tant que

« Intégrabilité par domination

1. » La fonction t — h}(z) est continue (par morceaux) sur [0, 1].

» Soit (x,t) e R x [0,1].

ei(1+t2)x -1<1

| Biw) | = [ €0+ | = Ji] x

la fonction ¢ : t — 1 est intégrable sur [0, 1].
(cela démontre en particulier que la fonction t — hy(x) est intégrable sur [0,1] par

domination)

Ainsi, par théoréme de régularité des intégrales a paramétre, la fonction
F est de classe €' sur R.

e On en déduit de plus, pour tout z € R :

1
P = [ we
1

= / it ()T gy
0

1 1
Finalement : Va € |0, +oo[, F'(z) = / i et (e gy — / i (14+82) gy
0 0 D

b) Démontrer que pour tout réel x > 0 :

Démonstration.

o D’aprés la question précédente, pour tout z > 0 :

1 1 1 1 2
Fl(z) =i / e () g = / ei® it gt — iem/ et gy = iem/ ei(ﬁt) dt
0 0 0 0

18
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« On effectue alors le changement de variable | u = +/zt

1

u=+/xt donc ¢ 7

(on note alors 1 : u —

1
—ﬁu u)

— dt = du

Sl

et =0 = u=0

ot =1 = U:\/E

Ce changement de variable est licite puisque la fonction 1 est de classe €' sur le SEGMENT

[0,v/z]. On obtient :
1 2 Nz
z(ﬁt) _ / w2 1
e dt = e’ — du
/0 0 Jz

(VT e 1 el (VT
Finalement, pour tout z > 0 : F'(z) = i ew/ e — du = / e du.
0 Vi v Jo

]
15. Convergence d’intégrales
T sin(u ™ cos(u
a) Montrer que les intégrales / () du et / (u) du convergent.
0o Vu 0o Vu
Démonstration.
sin(u
« La fonction ¢g : u — (v) est continue sur |0, 7].
Vu
Par ailleurs, comme sin(u) ~ wu alors :
u—0
sin(u) u
~ — = u
\/ﬂ u—0 \/a \/>
.. sin(u) _ o
Ainsi, — 0. La fonction g est donc prolongeable par continuité en posant g(0) = 0.
\/& u—0
e, T sin(u) .
Ainsi, 'intégrale T du est faussement impropre et est donc convergente.
0 u
) cos(u) )
« La fonction g : u — est continue sur |0, 7].
Vu
T ™ cos(u) .
Ainsi, I'intégrale du est impropre seulement en 0.
0o Vu
e x Yu € ]0,7]
cos(u) 1
X \/ﬂ u—0 U
™1
x L’intégrale T du est convergente en tant qu’intégrale de Riemann, impropre en 0 et
0 u

d’exposant 3 (< 1).

Ainsi, par théoréme d’équivalence des intégrales généralisées de
cos(u)

Vu

du est convergente.

™
fonctions continues positives, I'intégrale /
0
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sin(w) | _ 1
S Va

o Il était aussi possible de remarquer :
1 sin(u) |
Ve | Va

cos(u) | |cos(u)| o
Ve | Vuo T Vu
et de conclure via le théoréme de comparaison par inégalité.
o En exploitant la méme idée, & savoir que les fonctions cos et sin sont bornées, on pouvait
< 1 )

(1)

écrire :
Vu
et conclure par le théoréme de domination des intégrales généralisées de fonctions continues

u—0

+oo eiu
du converge.

Ja

positives.
™

\.

b) En effectuant une intégration par parties, montrer que /

—+oo

TRl L

Démonstration.
« Sous réserve de convergence :

+oo 1
/Tr eluXﬁdU:
B |ei“} 1 .
i Ve Vu e

e Or:
U
‘i Vu
Ainsi, le crochet est convergent. On en conclut que les deux intégrales impropres de 1’égalité

(%) sont de méme nature.

o Par ailleurs :
du est convergente en tant qu’intégrale de Riemann impropre en +o0o et

too 1
L’intégrale / —
37r uz
- (>1).
2 )

(>
+oo

d’exposant
LU
Ainsi, l'intégrale / —5 du est absolument convergente.
T U2
o Le crochet généralisé et I'une des deux intégrales étant convergents, la réserve de convergence

“+oo

U
du est convergente.

est levée et on peut conclure que la derniére intégrale est convergente.

L’intégrale
= Vu
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eZ'LL

Vu

+o00
¢) En déduire que l'intégrale / du converge.
0

Démonstration.
vy

cos(u ™ sin(u
o En question 15.a), on a démontré que les intégrales (w) du et / (w) du sont
0

0 Va Va

du est convergente. De plus :

U

Ja

Tt ™ cos(u) . [T sin(u)
du = / du + 14 / du
/0 Vu 0o Vu 0o Vu

0 eiu +oo e
o Les intégrales / — du et —— du sont convergentes.
0o Vu

= Vu

™
convergentes. On en déduit que 'intégrale /
0

iU

Vu

du est convergente.

“+00
Ainsi, par définition, l'intégrale doublement impropre /
0

+oo
d) Prouver enfin que 'intégrale / e du converge.
0
On pourra effectuer un changement de variables.

Démonstration.

o On effectue alors le changement de variable | v = /u

u=0v? donc v=+/u (on note alors ¢ : u — \/u)

1
— dv=——= du

2/u
e v=0= u=0

e V=400 = U=+00

On obtient, sous réserve de convergence :

“+o00 - “+o00 eiu
/ eV dv = / —— du
0 0 2/u

Cette derniére intégrale étant convergente (d’aprés la question précédente), la

+oo
o 02
réserve est levée et l'intégrale / e'"" dv est convergente.
0

(n+1)m
du.

) sin(u)
16. Pour tout entier naturel n, on pose w,, =

nm \//E

a) Montrer que, pour tout entier naturel n, w, existe.

Démonstration.
Soit n € N. Deux cas se présentent.
sin(u)

****** Vu

du est convergente (d’aprés la question 15.a)).
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(n+1)m

est continue

e Sin > 1, l'intégrale / sin(u) du est bien définie car la fonction u +— sin(u)
****** oV v

sur le SEGMENT [nm, (n + 1) 7).

(D7 gin(u
Ainsi, pour tout n € N, I'intégrale / (u) du existe.

nr Vu O

b) On pose, pour tout entier naturel n : oy, = (—1)" wy,.
Prouver que «, est un réel strictement positif.

On pourra effectuer sur wy, le changement de variables affine t = u — n .

Démonstration.

o On effectue alors le changement de variable | t =u —nmw

t=u—nm donc wu=t+nm (on notealorsy:t—t+nm)

— du=dt
eu=nm = t=0

eu=Mn+1)T = t=m

On obtient :

/(n+1)7r sin(u) du = /7r sin(t+n7r) dt
n 0

x Vu Vt+nm
T (=1)" sin(?) \ .
= ——— = dt d’apres la question 11
= (dapres la g /
o Finalement, pour tout n € N :
(n+1) 7 T . - .
o = (—1)" / sin(u) du = (—1)" x (=1)" / sin(t) _ sin(t)
nm Vu 0o Vt+nm 0o Vt+nw
Or, pour tout ¢ € ]0, 7|, sin(¢t) > 0. Ainsi :
in(t
Vt S ]0771'], \/% 2 0
done T sin(t) (par croissance de lintégrale, les
o Vitnm bornes étant dans lordre croissant)
Finalement : Vn € N, «,, = 0. O

c¢) Prouver que la suite (), est décroissante.

Démonstration.
Soit n € N et soit t € ]0, 7).

t+(n+1l)m > t+nw

1 1 (par décroissance de la fonction
donc < .
t+(n+1)w t+nm inverse sur |0, 4o0[)
in(¢ in(¢
donc ; +S(1;i)1) p. tsfgzzr (car sin(t) > 0 puisque t € |0, 7])
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On en déduit, par croissance de 'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant (0 < 7) :

™ 3 t s 3 t
Qni1 = / _sinl) o / il QR
o t+(n+1)w 0 t+nm

Finalement : Vn € N, appy1 <« La suite (ay,) est donc décroissante.

d) Prouver que la série ) w, converge et préciser le signe de sa somme.
n=0

On pourra utiliser les questions de cours.

Démonstration.

o Remarquons tout d’abord que pour tout n € N :
()" xa, = (-1)"x(-D)"w, = wy

Il s’agit donc de démontrer que la série >, (—1)" a, est convergente.

o D’autre part :
x la série > (—1)" ay, est alternée puisque la suite («,,) est positive (question 16.b)),
x la suite (ay,) est décroissante (question 16.c)),

x la suite (ay,) est convergente de limite nulle. Démontrons-le.
1 1
Tout d’abord, comme pour tout t € |0, 7], ——— < — et 0 <sin(t) < 1:
t+nm nmw

sin(t) o 1

~
t+nm nm
On en déduit, par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans ’ordre croissant :

[ s
Og/sm(wdtg/ldtzﬂzl
0 0 n

t+nm nm nm

Or :

x 0 — 0,
n—-+o0o

1
x — — 0.
n n—-+oo

Ainsi, par théoréme d’encadrement, la suite (cv,) est convergente de limite nulle.

Par critére spécial des séries alternées, la série > (—1)" «a, est convergente.

e De plus, comme vu en 12.a), la somme de cette série est du signe de son premier terme
(—1)0 ap = .

La somme de la série Y (—1)" «,, est une quantité positive. 0
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Rt oo sin(u
e) Démontrer que » . wy, :/ () du.
0

n=0 \/a
Démonstration.
Soit N € N.
o Tout d’abord :

N (n+1)w

N
D wn = )
n=0 n=0

sin(u)

nm \/a

(N+1)m
= / sin(u) du (par relation de Chasles)
0 Vu

U

Ja

du sont convergentes en tant

+oo
o Par ailleurs, on a démontré en question 15.b) que 'intégrale / du est convergente.
0

—+00 —+o00

sin(u) du ot cos(u)

0 Vu 0 Vu

+o0
que partie réelle et partie imaginaire de I'intégrale convergente /
0

On en déduit que les intégrales
T U

N

(N+1) 7 400 o3
lim / sin(u) du | = / sin(u) Ju
N—+4oc0 0 \/’lj 0 \/ﬂ

+0o0 N +oo
Finalement : > w, = lim ( > wn> = /
n=0 0

du.

On en conclut :

N——+oco

Ve ?
17. Montrer que, pour tout réel x positif : F(x) = % +1i (/ et du) .
0

Démonstration.

o Notons f : t — i’ Cette fonction est continue sur R (puisque les fonctions ¢t +— cos (t2) et
t — sin (tz) le sont) et a valeurs dans C.

N
La fonction G : z — / f(t) dt est donc de classe € sur |0, +oc[ (d’aprés la question 13).
0

vz 2
T -
. Notonsalors:R::vHZ—i—z (/ et du) )
0

La fonction R est de classe €' sur |0, +-o00[ car s’écrit R = % +1iG? et que G est de classe ¢! sur

10, +o0[. De plus, pour tout = >0 :

R(z) = i2G'(z)x (G(z))

= F'(x) (d’apres la question 14.b))
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« La fonction R — F' étant de dérivée nulle sur |0, +o00[, elle est constante sur cet intervalle.
Il existe donc ¢ € C telle que :
R-F = ¢

Par ailleurs, la fonction F étant de classe ¢! sur R (d’aprés la question 74.a)), elle est notamment
continue en 0. On peut démontrer que c’est aussi le cas de la fonction R (en reprenant I’étude de
I'intégrale fonction de ses bornes qui apparait dans la définition de R). On en déduit alors :

¢ = R(0)— F(0)

1

— [arctan(t) |

— (‘arctan(1) — arctan(0) )
SR

. 7T . ve 2 ’
Finalement : Vz € [0, 400, F'(z) = R(x) = 1 +1 </ e’ du> .
0

18. On admet que lim F'(xz) =0.

r—r-+00

“+o0o +00 ﬁ
En déduire que / cos (%) dx = / sin (22) doz = Y—.
neque [ cos(a?) do= [ sin () o= Y7

On pourra utiliser la question 15.

Démonstration.

+oo
« D’aprés la question 15, l'intégrale impropre / ' du est convergente.
0

On peut donc en conclure :

I 2 oo,
' du — ' du
0 Tr—+00 0

o Par hypothése, la fonction F' admet pour limite 0 en 4+00. On en déduit :

0 = lim F(z)

T—+00

2
Voo
= lim il + 1 (/ eiv’ du)
T—r—+00 4 0
+oo 2
= 7T+z'</ e“‘zdu>
4 0
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« On en conclut :

“+o00
/e
0

Ly i\/?

(chaque nombre complexe, hormis 0, admet deuz racines carrées distinctes - on utilise le symbole
+ car on ne peut écarter l'une ou l'autre des expressions a ce stade)

+00 +o0o
Les intégrales / cos (uz) du et / sin (u2) du sont convergentes en tant que partie réelle
0 0

+o0
et partie imaginaire de l'intégrale / """ du. On démontre ainsi :
0

+oo —+o00
/ cos (uz) du = / sin (u2) du =
0 0

LS

22

—+00 —+o00
ou / cos (uz) du = / sin (u2) du = _ﬁ
0 0

o Il reste a sélectionner la bonne expression. En question 15 on démontre :

+oo 5
/ ¢ dy =
0

Finalement :

—+o0
/ sin (122 ) dv
0

>

+o0o

S—

n=0

(par égalité des parties imaginaires
dans 'égalité ci-dessus)

(d’apres la question 16.e))

(d’apres la question 16.d))

+oo +oo
On peut donc finalement conclure : / cos (u2) du = / sin (uQ) du =
0 0

_ VT
22 O

26



PSI 05 OCTOBRE 2024
Mathématiques

Exercice 2

Question de cours

Soit f une fonction continue sur R et intégrable sur | — oo, —1].

19.

20.

x
Soient a@ € R et F} la fonction qui & tout « de R associe / f(t) dt.
a
Justifier que F est de classe €' sur R et déterminer 'expression de F{(z) pour tout x de R.

Démonstration. .
La fonction f étant continue sur R, la fonction Fj : = — / f(t) dt est LA primitive de f qui
a

s’annule en a.

En particulier, la fonction Fy est de classe €1 sur R et vérifie : Vo € R, Fi(z) = f(x).

Commentaire

« Il est aussi possible, pour répondre a cette question, de mettre en place I’étude générale d’une
intégrale fonction de ses bornes. La rédaction choisie ici correspond certainement plus & 'esprit
de I’énoncé qui sollicite une justification plutdét qu’une démonstration.

« Rappelons que, de maniére générale, la fonction :

v(z)
x / f(t) at

N’est PAS la primitive de la fonction f qui s’annule en a. Elle I’est seulement lorsque la borne
basse de l'intégrale ne dépend pas de x est que la borne haute est v(x) = = (et pas v(z) = 2z
ou v(x) = —x ou toute autre expression en x). -

\.

X
Justifier que la fonction F' qui & tout x de R associe / f(t) dt est de classe ¢! sur R et déterminer
—00

I'expression de F'(z) pour tout x de R.

Démonstration.

o Tout d’abord, par relation de Chasles

/_zo ft)dt = /_: f(t) dt + /j £(¢) dt

Cette égalité est valable car :
~1
x Dintégrale / f(t) dt est (absolument) convergente puisque la fonction f est intégrable sur
—0o0
] — o0, —1].
x
x l'intégrale / f(t) dt est bien définie en tant qu’intégrale de la fonction f continue sur R et
1

donc en particulier sur le SEGMENT [—1, z].

~1
« Ainsi, la fonction F est, & une constante additive prés (en 'occurrence / f(t) dt), LA primitive
—0o0

de la fonction f qui s’annule en —1.

En particulier, la fonction F est de classe ¢! sur R et vérifie : Vo € R, F'(x) = f(z).
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Pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 2, on note E, ’espace vectoriel des fonctions polyno-
miales de degré inférieur ou égal a n.

Pour tout k € [0,n], on note e, la fonction réelle de la variable réelle ¢ — t* et B = (ek)kefon) 12
base canonique de F,.

On note D I’endomorphisme dérivation de E,, et Id I’endomorphisme identité de F,.

21. Soit k € N. Montrer que la fonction fy, : t — t* et est intégrable sur | — co, —1].

Démonstration.
« La fonction f; est continue sur | — oo, —1].

-1
Ainsi, Uintégrale / fr(t) dt est impropre seulement en —oo.
— 0o

o On effectue alors le changement de variable| w = —t | Sous réserve de convergence :
-1 1 L
/ thel dt = / (—u)"e™(~1) du
—00 +oo

[T
- (—1)/ uf e du
1
1

+oo
On en conclut que les intégrales / thel dt et / uF e du sont de méme nature.
1

—00

o x Yu € [—1,400], e 2% >0
e ‘ = o0 (e_%“>
Uu—+400

+o0 i
x L’intégrale / e” 2" du est convergente en tant qu'intégrale de référence de parameétre % (> 0).
1

><"UJ

Ainsi, par théoréme de négligeabilité des intégrales généralisées de fonctions continues positives,

+oo
Iintégrale / uF e du est absolument convergente.
1

-1
L’intégrale / tk et dt est donc absolument convergente.

—00

Ainsi, la fonction fi est intégrable sur | — oo, —1]. O

22. Soit f € E,. Montrer que 'on définit sur E,, une application linéaire L en posant g = L(f) avec :

Ve €R, g(z) =¢" /I f(t) e dt

Commentaire

« Le concepteur a décidé d’introduire la notation g certainement pour insister sur le fait que L
est une application qui renvoie une fonction.

« Cependant, cette notation peut dérouter. La fonction obtenue comme image de la fonction f
par l'application L n’est autre que la fonction L(f) qui est définie par :

Va € R, (L(f))(x):e_”"/_x f(t) e dt
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Démonstration.
« Il s’agit tout d’abord de démontrer que 'application L est bien définie sur F,,. Autrement dit, il
faut démontrer que pour tout f € F, et pour tout z € R, la quantité :

(L)@ == [ sie) e a

x
est bien définie. C’est le cas si et seulement si I'intégrale impropre / f(t) e' dt est convergente.
—00

Comme f € E,, il existe (ag,a1,...,a,) € R" tel que : f = ag-eg+ar-e1+ ... +ay-en,
c’est-a-dire :
VteR, f(t) = (aO'eo—f—al'61+...—|—an-en)(t)

(par linéarité de

= et taelt)+...+anent) I’évaluation en un point)

= aytart+...+a,t"
Enfin :
« Vt €] —o0,z], t"e! =0
xf@&:tO(ﬂé

N—

T

x L’intégrale / t" €' dt est convergente d’aprés la question 21.
—0o0
Ainsi, par théoréme de domination des intégrales généralisées de fonctions continues positives,
€T

lintégrale / f(t) €' dt est (absolument) convergente. Ainsi, pour tout x € R, la quantité
—0oQ

<L( ) ) (x) est bien définie. Autrement dit, la fonction L(f) est définie sur R.

Finalement, pour tout f € E,, la fonction L(f) est bien définie. Ainsi, la fonction L
est bien définie sur E,,.

e Soit ()\1,)\2) € K x K. Soit (fl,fQ) e B, x E,.

Pour tout z € R :

(L(M.ﬁ+M-h>)@)

= e ”* /m < M- fi+ X fo >(t)etdt

— o / ()\1 F1(t) + Ao fg(]ﬁ)) et dt (par linéarité de I’évaluation)
— o7 / ()\1 f1(t) et + Xy falt) et> dt (par distributivité de x sur +)

— e (A /x Ft) e dt + X /w L) e dt (par lz;néarité/ de lintégrale, les intégrales
o en présence étant convergentes}

= Me @ /_x ) etdt + Ape /_x fa(t) e dt
= M L(fi)(z) + A2 L(f2)(w)

- ( At L(f1) + X2 L(f2) )(w)
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On a démontré : Vz € R, ( L(M-fit+Xe-f2) )(ac) = ( A1 L(f1) + X2 L(f2) )(a;) Ainsi :

L(A-fi+tXa-f2) = M L(f1) + A2 L(f2)

L’application L est donc bien linéaire.

23. Soit g € E,, tel que g = L(f).
Montrer que g est solution sur R de 1’équation différentielle : 3y +y = f(z).

Démonstration.

o Par définition, pour tout z € R :
xX
glx) = e * / f(t)e' dt
—00
La fonction ¢ est de classe € sur R comme produit g = h x F ol :
x h:x— e ® est de classe €' sur R,
X
x F:xw— / f(t)e' dt est de classe €' sur R d’aprés la question 20.
—00
De plus, pour tout x € R :
g'(x) = NW(z)x Fz) + h(z) x F'(z)

— e / Fo)et dt + 4 (f(x) 2'?) (d’apres la formule de dérivation

obtenue en question 20)

= —g(x) + f(=)

Ainsi, g est bien solution sur R de I’équation différentielle : 3 +y = f(z).

24. En déduire Ker(L).
Démonstration.
Démontrons : Ker(L) = {0g, }. On procéde par double inclusion.
(D) Tout d’abord : L(0p, ) = 0p, car l'application L est linéaire.
Ainsi : Ker(L) D {0g,}.

(C) Soit f € Ker(L). Alors L(f) =0g,.
Notons g = L(f). D’apreés la question précédente : ¢’ + g = f. On en déduit :

fo= (LH) + L)
= (OEH)/ + Og,
= 0p

n

Ainsi : Ker(L) C {0g,}.

Finalement : Ker(L) = {0g, }.
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25. a) Calculer L (eg).

Démonstration.
Soit z € R.
X
(L(eg) )(z) = e* / eo(t) et dt
—o0
X
= ex/ el dt (careg:t— 1)
—00
- e [T
= e ¥x (ez—( lim et> >
t——o0
= e ¥xe”

Ainsi : Vo € R, (L(eg) )(z) = 1.

On en conclut : L(eg) = ep. 0

b) Montrer que pour tout entier naturel k € [0,n — 1], L (ex+1) = ex+1 — (K + 1) L (eg).

Démonstration.
Soit k € [0,n — 1].

(L(egs1) )(z) = e* /z eps1(t) e dt

— e 7 / thHLl et dt (car ey @t tFH1)
_ -z RISV [ (par intégration

= e ([t e ]m /_OO (k+1)t"e dt) par parties (%))

= e 7 (xk;—&—l e _ <thm kA2 > ) _ (k:+ 1) e T / ek(t) et dt
= 2" x o7 o — (k+1) (Llex))(2) (par définition de L)

— epni(2) — (k+1) (L(ex))(x)
= (e — 41 Lier) ) (@)

Revenons rapidement sur I’étape (x). L’intégration par parties effectuées est licite puisque les
deux intégrales en présence sont convergentes (car la fonction L est bien définie sur E,, comme
explicité en question 22). Cela démontre de fait la convergence du crochet généralisé mais il

reste & le calculer. En posant le changement de variable| u = —t | on obtient :
uk+1
lim t**le! = lim (—w)* e lim (-1 — =0
t——00 u—~400 u—~400 el

On a démontré : Vo € R, (L(egs1) )(z) = (exs1 — (k+1) L(ex) ) ().

Finalement : Vk € [0,n — 1], L(eg+1) = ex+1 — (k+1) L(ex).
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¢) En déduire que L est un endomorphisme de FE,.

Démonstration.
e On a démontré en question 22 que 'application L est linéaire.
Il reste & démontrer que L est & valeurs dans F,,.
« Il s’agit donc de démontrer : L(E,,) C E,.
Il suffit pour cela de démontrer : Vk € [0,n], L(ey) € E,,.
Démontrons par récurrence Vk € [0,n], Z(k) oa P(k): L(ek) € E,.
» Initialisation :
D’aprés la question 25.a), L(ey) = eg € Vect (ep, e1,...,e,) = Ey.
D’ou Z(0).
» Hérédité : soit k € [0,n — 1].
Supposons Z(k) et démontrons Z(k + 1) (c’est-a-dire L(exy1) € En).
D’aprés la question 25.b) :

L(eg+1) = ery1 — (K +1) L(ey)

Or, par hypotheése de récurrence : L(ex) € E,. Comme de plus : ex11 € Ey, L(egt1) s’écrit
comme combinaison linéaire de vecteur de FE,.

Comme E,, est un espace vectoriel, ¢’est un espace stable par combinaison linéaire.

On en conclut que L(eg+1) est un vecteur de E,,.

D'ou Z(n+1).

Ainsi, par principe de récurrence : Vk € [0,n], 2 (k).

Finalement, ’application linéaire est & valeurs dans E,. Cette application est donc
bien un endomorphisme de FE,.

Commentaire

On aurait éventuellement étre plus précis et démontrer :

Vk € [0,n], L(ex) € Vect (eg, e1,...,ex)

La démonstration se fait par récurrence.
[]
L

26. Prouver que L est un automorphisme de F,,.

Démonstration.
o D’aprés la question 24, 'application L est injective puisque Ker(L) = {0g, }.
o Comme :

x FE, est un espace vectoriel de dimension finie,

x L est un endomorphisme de F,, (d’aprés la question 25),

I'injectivité de L équivaut a sa bijectivité.

L’application L est un endomorphisme de FE,, bijectif. C’est donc un automorphisme de E,.
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27%7. (UNIQUEMENT POUR LES 5/2)
Recherche des sous-espaces propres de L

Soient A une valeur propre de L et f un vecteur propre associé.
a) Justifier que \ # 0.

Démonstration.
On raisonne par ’absurde.

Supposons : A =0. Alors : L(f) =0 f =0g,.

Ainsi, f € Ker(L) = {0g, } (d’aprés la question 24).
Comme f est un vecteur propre, f # O, , ce qui contredit la ligne précédente.

Ainsi : A # 0.

b) Montrer que f est solution sur R de I'équation différentielle : Ay + (A —1)y =0 (x).

Démonstration.

« D’apreés la question 23, la fonction L(f) est solution de I’équation différentielle : ¢/ +y = f.

Ainsi :
(L) + L) =1

« D’autre part, par hypothése : L(f) = X f.
En reportant cette égalité dans (A), on obtient :

(N f) +X-f=f
donc A-f'+X-f=Ff

donc A f'+(A=1)-f=0

Finalement, L(f) est bien solution de I'équation différentielle A -y' + (A —1) -y =0.

¢) Résoudre dans R I’équation différentielle ().

Démonstration.

L’équation vy’ + - . y = 0 est une équation différentielle linéaire homogeéne d’ordre 1.

A

L’ensemble des solutions de cette équation est donc :
A-l

{z K e 57| K €R}.

d) Déterminer les solutions polynomiales de I’équation différentielle (x).

Démonstration.
Soit h : R — R une fonction. D’apreés la question précédente :

La fonction h est solution sur R - Il existe K € R tel que :
de I'équation différentielle (x) Vo € R, h(z) =K e

(A)
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Deux cas se présentent alors :

A—1
x siA=1, alors%zOetpourtouth]R, e x T=eV=1.

Dans ce cas, les seules fonctions solutions de (x) sont les fonctions constantes.
Ce sont bien des fonctions polynomiales.

. . _A-l
x si A # 1 alors la fonction z — e7 " x ¥

n’est pas polynomiale (si c¢’était le cas, il existerait

A—
a € RetreN tel que e X T ~ a x", ce qu’on peut écarter par calcul de limite).

x—r+o0o

Dans ce cas, la seule fonction polynomiale solution de (x) est la fonction nulle (cas
ou K =0).

I

e) En déduire les valeurs propres de I’endomorphisme L et déterminer les vecteurs propres associés.

L’endomorphisme L est-il diagonalisable ?

Démonstration.
« Tout d’abord, d’apreés la question 25.a) :
L(eo) =1 €0
Cela démontre que le réel 1 est valeur propre de L et que eg est un vecteur propre associé a
cette valeur propre. En particulier : Vect (eg) C E1(L).
Par ailleurs, si f est vecteur propre de L associé a la valeur propre 1, alors :
x par définition de L, f € E, (en particulier, f est une fonction polynomiale),
x d’apreés la question 27, f est solution de I’équation différentielle (x).

D’apreés la question précédente, seules les fonctions constantes vérifient ces deux propriétés.

On en conclut que 1 est valeur propre de L de sous-espace propre associé Vect (eg).

« Démontrons maintenant que L ne posséde pas d’autre valeur propre. On procéde par ’absurde.

Supposons que L admette une valeur propre A # 1.

Soit f un vecteur propre associé a cette valeur propre. Comme vu dans l'item précédent, f est
alors une fonction polynomiale solution de (). On en conclut, d’aprés la question précédente :
f =0g, ce qui est impossible puisque f est une valeur propre.

Ainsi, le réel 1 est 'unique valeur propre de L.

« Comme Sp(L) = {1} :

> dim (E\(L)) = dim(E1(L)) = dim(Vect(ep)) = 1#n+1 = dim(E,)
AESp(L)

(rappelons que n > 2 et doncn+1#1)

On en conclut que L n’est pas diagonalisable.
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Commentaire \

Il est aussi possible de démontrer que ’endomorphisme L n’est pas diagonalisable en
procédant par I’absurde. Pour ce faire, on suppose que L est diagonalisable.

Alors la matrice N = Matg(L) est diagonalisable. Il existe donc :
x P € GLy4+1(R) une matrice inverisble.

x D € Z,41(R) une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les valeurs
propres de N (présentes avec multiplicité).
telles que :

N = PxDxpP!
= Px I, x P! (car Sp(L) = {1})
= Px P!

— Iﬁ+1

On en conclut : L =idg, ce qui est absurde puisque :
L(e1) =e1 —eg (d’apres la question 25.c))

et e; — ey # e; =idg, (e1).

Exercice 3

On note F' 'espace vectoriel des fonctions définies sur J = ]—1, +00[ & valeurs réelles.
Soit p € N. Pour tout k € [—1,p], on définit les fonctions fj sur J par :
1

Vo€ J, foi(x) =In(1+z) et Vk € [0,p], fi(x)= Ao

28. Etude du sous-espace vectoriel engendré par ces fonctions

P
a) Soit (ak)ep_1,) des réels tels que 3° ay fi est la fonction nulle.
’ k=—1
Démontrer que a_1 = 0.

Démonstration.

P
« D’aprés I’énoncé, la fonction ) ag - fi est la fonction nulle, c’est-a-dire :
k=—1

p
> ap- fr = Orum)
k=-—1

Autrement dit :

p
Veed, > agfy(z) =0
k=1

e Soit z € J.

p

kZ ag fr(x) = a_1 fo1(x) + a0 fo(z) + a1 fi(x) + -+ ap fp(z)

—
= a1Iln(l+z)+a ! +a ! +---+a !
- 0t CM+2)0 " At a)t P (1+ )P
= In(1 !
= a_1In(1+2)+ap+ag 1+a:+ - +a, (EE
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En divisant de part et d’autre par In(1 + x) (# 0 si z # 0), on obtient pour tout € J \ {0} :

1 1
-0
T A ) iy T Ao (i)

1
d-1+do In(1+ z)

On détermine enfin la limite de cette expression en +oo :

oO+<4—T
%

1 1 1
B - - 0
e e B ey i Y Gy S T A o (i r o)

i i I i

¥ ¥ ¥ ¥

8l 8i 8‘L 8l

a_i + 0 + 0 o+ 0 = 0

On obtient bien : a_; = 0.

Commentaire

« Lorsqu’il faut montrer la liberté d’une famille de fonctions (cette question en est la premiére
étape), il est relativement usuel :

x d’effectuer un calcul de limite,

x d’évaluer I'expression en certains points d’intérét (généralement, on évalue en des points
qui permettent d’annuler une grande partie de I’expression).

On peut aussi penser & procéder a des dérivations successives. Le choix d’une technique ou
d’une autre est lié & la forme des fonctions en présence.

e Lorsqu’on procéde a I’aide d’un calcul de limite, on va chercher le terme dominant de la
somme. Autrement dit, on détermine un équivalent de la somme des fonctions. Pour rédiger
correctement, il est conseillé de procéder par I'absurde.

« Détaillons cette maniére de faire. On procéde par 'absurde.
Supposons : a_1 # 0.

x Comme a_1 # 0, on obtient :
P

1
22, D) = as il a) taok ey Gy oy, e

P
x De plus, d’aprés I’énoncé : Vo € J, > ag fr(z) = 0. On en déduit :
k=—1

lim (f) akfk(@) =0

T—+00 k——1

p

Or: > agfu(xr) ~ a_1In(l+=x). Et comme a3 #0 :
k=—1 x—+00
li 3 li |
dm 8 ofile) = lm oy Il 4a) = koo
Absurde !
On en déduit : a_; = 0.
\ D
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b) Démontrer que la famille 2 = (fi) 1, est libre.
On note E = Vect ().

Démonstration.
Soit (a_1,ao,...,a,) € RPF2.
P
Supposons : Y ak - fr. = 0ryr) (*).
k=—1

o Tout d’abord, d’aprés la question précédente : a_; = 0.

a_1:0

« En réinjectant dans (x), on obtient :

p
>oak- fr = Opup)

k=0
Rappelons que par définition de fo, ..., fp, pour tout z € J :

P - 1 1 1 B ai ap
kz::()akfk($) = % Ty +a L 4+ 4ap Trap = ap+ et D
Par hypothése de 1’énoncé, on obtient :

al ap—1 ap
-0
a0+1+x+ +(1+x)p_1+(1+x)1’

On en déduit, en multipliant I’égalité précédente par (1 + )P :

ap(l+z)f +a(1+2)P '+ a1 (1+x)+a, =0

VeeJ, ap(l+x)P+a (1+z)P 1+ +ap1(1+2)+a, =0

VeeJ ag(l+z)P+a(1+a)P 4+ +ap1(l+z)+a, =0
& a(1+XP+a(1+X)P 1+ 4a, 1(1+X)+a, = Ogy
De plus, la famille ((1+ X)?, (1 + X)P~!, ..., 1) est une famille de polynémes :
x non nuls,
x échelonnée en degré.

C’est donc une famille libre de R[X]. La seule relation de dépendance linéaire sur les éléments
de cette base est la relation triviale.

Ainsi : ap = a1 =--- =q,

La famille # = (fx)re[—1,p] est donc libre.
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Commentaire .

o Pour démontrer la liberté d’une telle famille, on pouvait aussi procéder de maniére
itérative en démontrant tout d’abord ag = 0 puis a1 = 0 et ainsi de suite.

Détaillons cette maniére de procéder.

P
x Comme a_1 = 0, alors d’aprés () : > ak - fr, = 0Fyr). Ainsi, pour tout = € J :
k=0
“ oy
a0+1+x+ +(1+x)p
puis par calcul de limite :
al ap
= 0
a + 1 s + + (1 T $)p
i i i i
¥ is ¥ ¥
8\L 8l Sl 8i
aw + 0 + + 0 = 0

On obtient : ag = 0.

P
x On en déduit, d'aprés (x) : Y ag - fx = O0p(sr). Ainsi, pour tout z € J :
k=1

al a9 ap
IR — pu— 0
1+x+(1+x)2+ +(1+a;)p

En multipliant cette égalité par (1 + x) :

a9 Qp

a1+m+---+7(1+x)p_l =0
puis par calcul de limite :
ar + {a j_zx) + + T +a£)p_l = 0
i ! I {
A AR
ar  + 0 + + 0 = 0

On obtient : a1 = 0.

x En procédant de facon similaire pour les coefficients suivants, on obtient :
a2:a3:...:ap:0

o La rédaction précédente sera évidemment acceptée aux concours méme s’il serait plus
rigoureux de procéder par récurrence (il est sage d’y penser lorsqu’un procédé itératif
apparait). Pour éviter cette rédaction itérative un peu lourde, on peut aussi mettre en
place une technique un peu plus subtile. Détaillons-la ci-apreés.
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Commentaire

On procéde par I'absurde. On suppose qu'il existe i € [0, p] tel que a; # 0.
Dans ce cas, 'ensemble I = {i € [0,p] | a; # 0} est un ensemble fini non vide.
Il posséde donc un plus petit élément qu’on peut noter ig = min (7).

(cela signifie en particulier ag = ... = aj,—1 =0)

P
On en déduit : > ag - fr = 0rsR)- Ainsi, pour tout x € J :

k=io
Gy Ajp+1 ap

. . I N

(+a)o  (Ataport T A

En multipliant cette égalité par (1 + )% :
Qig+1 ap
, T A—
a10+1+x+ +(1+x)p_10

puis par calcul de limite en +o00 : a;, = 0, ce qui est absurde par définition de 7.
\ D

¢) En déduire la dimension de E.

Démonstration.
La famille & est :

x libre d’aprés la question précédente,
x génératrice de F (par définition, E' = Vect (£)).

C’est donc une base de E.

Ainsi : dim(E) = Card(#) =p + 2.

29. On note u 'application qui & toute fonction de E associe la fonction g définie sur J par :

Ve ed, g(z)=01+x)f (x)

Commentaire

« Le concepteur a décidé d’introduire la notation g certainement pour insister sur le fait que u
est une application qui renvoie une fonction.

« Cependant, cette notation peut dérouter. La fonction obtenue comme image de la fonction f
par 'application u n’est autre que la fonction u(f) qui est définie par :

Ve e d, (u(f))(x) = (1+2) f(x)

\.

a) Déterminer, pour k € [—1,p], les images de fi par u.

Démonstration.

o Tout d’abord, pour tout z € J :

(/D)@ = (40 /0@ = G+ x = = 1 = fol)

Ainsi : Vz € J, (u(ffl))(:v) = fo(z), ce qui signifie : u(f_1) = fo.
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« Ensuite, pour tout x € J :

(ulfo))@) = (1 +2) fia) = (1+2)x0 = 0

Ainsi : Vz € J, (u(f0)>(:):) = 0, ce qui signifie : u(fo) = 0F(sR)-

e Soit k € [1,p]. Soit = € J.

(W) @) = A+ 0 ) = (40 (B) s = (D) e

= (=F) fi(2)

Ainsi : VE € [1,p], u(fx) = (—k) - f.

b) Vérifier que u est un endomorphisme de E.

Démonstration.

o Démontrons que u est linéaire.
Soit ()\1,)\2) € R x R. Soit (hl,hQ) e ExE.
Pour tout x € J :

(o[ A )@ = o (b m >'<x)

(par linéarité de
la dérivation)

= (L+a)(M -k + X ) (2)

(par linéarité de

_ !/ /
= (142) (M (2) + A (@) ’évaluation en x)

= A (I4+2)h(z)+ X2 (14 x) hiy(z)
= /\1 ’U,(hl)(l') + )\2 ’U,(hg)(l')
= (M- ulh) + 2o u(ho) ) (@)
On a démontré : Vo € J, (w (A1 - h1 + A2 - ho)) () = ()\1 ~u(hy) + Az - u(hg)) (x). Ainsi :

U ()\1 ~h1 4+ Ao - hg) = A U(hl) 4+ Ag - u(hg)

L’application u est donc bien linéaire.

« Démontrons : u(E) C E.
Comme % = (fi)re[-1,p] est une base de £ d’aprés la question 28c, il suffit pour cela de
démontrer :
Vk € H_lvp]]a u(fk:) S
D’apreés la question précédente :
x tout d’abord : u(f_1) = fo. Donc : u(f-1) € E.
x ensuite : u(fo) = 0F(sr). Donc : u(fy) € E.
«x enfin, pour tout k € [1,p] : u(fx) = (k) - fx. Donc : u(fy) € E.

Finalement, ’application linéaire u est bien a valeurs dans F. Cette application
est donc bien un endomorphisme de E. 0
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¢) Déterminer le noyau et 'image de .

Démonstration.

« Déterminons tout d’abord Im(u).
Comme FE est de dimension finie et A est une de ses bases d’aprés 28c, alors :

Im(u) = Vect (u(f—1)7 u(f0)7 u(f1)7 B u(fp))
= Vect (fo,o/z:@ﬁ, —f1,-.,(—p) - fp) (d’aprés 29a)
= Vect (fo,—f1,---,(=p) - fp)

= Vect (fo, f1,.--, fp)
La famille (fo, f1,..., fp) est donc :
x génératrice de Im(u), d’aprés ce qui précéde,
x libre, car elle est une sous-famille de # qui est une famille libre de E (puisque £ est une base de E).

C’est donc une base de Im(u).

La famille (fo, f1,..., fp) est une base de Im(u).

« Déterminons maitnenant Ker(u).
x Comme FE est de dimension finie, par théoréme du rang :
dim(E) = dim (Ker(u)) + dim (Im(u))
Or :
- d’apres 28c : dim(E) = p + 2,
- d’aprés le point précédent : dim (Im(u)) = Card ((fo, fiyeeo, fp)) =p+1
Ainsi :
dim (Ker(v)) = dim(E) — dim (Im(u)) = (p+2)—(p+1) =1
x De plus, d’aprés 29a : u(fo) = 0F(sr). Ainsi : fy € Ker(u).
x La famille (fj) est donc :
- une famille libre de Ker(u), car elle est constituée uniquement d’un vecteur non nul de Ker(u),
- telle que : Card ((fo)) = 1 = dim (Ker(u)).
C’est donc une base de Ker(u).

La famille (fp) est une base de Ker(u).

Commentaire \

« Dans la premiére partie de la question, on démontre :

Im(u) = Vect (fo, f1,..., fp)

Deés lors, on répond a la question demandée a savoir déterminer Im(u). On démontre de plus
que la famille ( fo, fi,-- -, fp) est une base de Im(u). Cela ne fait pas partie stricto sensu de
I'objectif de la question mais est utile pour obtenir la dimension de Im(u) ce qui permet de
traiter plus efficacement la deuxiéme partie de la question.

« On peut faire une remarque similaire pour le noyau de u. On démontre : fy € Ker(u) ce qui
permet de conclure : Vect (fy) D Ker(u) et enfin Vect (fy) = Ker(u) par égalité des dimensions
de ces deux espaces.
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d) Préciser u=! ({f_1}), 'ensemble des antécédents de f_1.

Commentaire .

« Soit B un sous-ensemble de E. On rappelle que la notation u~!(B) désigne l'image
réciproque de B par E et est I’ensemble défini par :

u(B) = {he€ E|u(h) € B}

Ainsi, pour tout h € E :
heul(B) & uh)eB

« Notons que I'application u n’a nul besoin d’étre bijective pour que I'ensemble u~1(B)
soit bien défini.
C’est d’ailleurs bien heureux pour l'application u définie dans cet exercice puisque,
d’aprés la question précédente : Ker(u) = Vect (fo) # {0rsr)}. Ainsi, application
u n’est pas injective, et donc pas bijective.

Démonstration.
. SOlt h S E.
hew ({(f1)) & u(h) € {(fa} & ulh)=f

« Démontrons en raisonnant par 'absurde : u=*({f_1}) = @.
On procéde par I'absurde.

Supposons : u” ! ({f_l}) # &. Alors il existe hg € ufl({f_l}).
x D’aprés le point précédent : u(hg) = f—1. Ainsi : f_1 = u(hg) et f—1 € Im(u).
x Or, d’apres la question précédente : Im(u) = Vect (fo, f1,..., fp). Ainsi :

f—l € VeCt(f07f17"'7fp)

Autrement dit, le vecteur f_; est combinaison linéaire de fo, fi, ..., fp. On en déduit que

la famille (f_1, fo, fi,..., fp) est liée.
Absurde! (d’aprés 28b)

On en conclut : u™ ' ({f-1}) = @.

Commentaire \

o Il est énoncé dans le cours le résultat suivant.
Si E et F sont des K-espaces vectoriels, et si f € Z(FE,F) :

G est un sous-espace vectoriel de F©' = f _I(G) est un sous-espace vectoriel de

Autrement dit, I'image réciproque d’un espace vectoriel par une application linéaire est
un espace vectoriel.

« Dans cette question, on démontre que I'image réciproque u ({ fo1 }) de l’ensemble {f_1}
est ’ensemble vide, ce qui N’est PAS un espace vectoriel. Rappelons qu’'un espace vectoriel
est toujours un ensemble non vide car doit contenir I'élément neutre (ici 0x(sr)). Le fait
que u_l({ f,l}) ne soit pas un espace vectoriel peut paraitre surprenant au premier
abord. Cependant, cela n’entre pas en contradiction avec le résultat du cours puisque
I'ensemble {f_1} n’est lui-méme pas un espace vectoriel (en effet : 0r;r) ¢ {f-1}).
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e) Déterminer la matrice M de u dans la base Z.

Démonstration.
e D’aprés 29a :
u(f-1) = fo = 0-fa+1-fo+0-fi+---+0-f,

Ainsi : Matg(u(f-1)) = |0

« Toujours d’aprés 29a :
u(fo) = Or@r)

o

Ainsi : Matgg(u(fo)) =0./,101(R) = 0

« Enfin, d’aprés 29a, pour tout k € [1,p] :

u(fy) = (=k) f = 0-f1+0-fot-+0- fro1+(=k) fo +0- frpr +---+0-fp

0
0
. . 0
Ainsi, pour tout k € [1,p] : Matg (u(fi)) = —k — (k+2)"e ligne

0
0

00 0 0 0

10 0 0 0

00 -1 0 0

00 0 —2 0 0

On en déduit : M = Matg(u) = 0 0 0 _];; 0 0

0
. 0
0 —-(p-1) 0
0 0 -P 0
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f) (UNIQUEMENT POUR LES 5/2)
L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?

Démonstration.
« La matrice M est triangulaire (inférieure). Ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux.

On en déduit : Sp(u) = Sp (Matg(u)) = {0,—1,-2,...,—p}.

o Déterminons maintenant la dimension des sous-espaces propres associés & ces valeurs propres.

x Rappelons tout d’abord que pour toute valeur propre A de 'endomorphisme w :
1 < dim (Ex(u)) < ma(u)
ot m (u) est la multiplicité de A en tant que racine du polynéme caractéristique y.,(X).

De plus :
Xu(X) = xm(X)
— det (X L2~ M)
= X?2(X+1) (X+2) ... (X+(»-1) (X+p)
On en déduit, pour tout k € [1,p] :
1 < dim (E_g(u)) < m_g(u) =1

Vk € [1,p], dim (E_j(u)) =1

x Finalement :

S dim (Ex(w) = kio dim (E_p,(u)

AESP(u)
= dim (Eo(u)) + ngp:1 dim (E_j(u))
(car dim (Ep(u)) = dim (Keru) =1

p
= 1 1 _
+ k; comme démontré en question 29c)

Comme Y. dim(E\(v))=p+1#p+2 = dim(E),
AeSp(uw)
I’endomorphisme u n’est pas diagonalisable.

Commentaire \

o On pouvait procéder de maniére plus subtile. Détaillons cette autre méthode qui n’était
pas dans l'esprit du sujet mais qui est intéressante en elle-méme.

o On procéde par I’absurde. On suppose u diagonalisable.
Comme F = Vect (f_1, fo) est stable par u, I’endomorphisme induit sur ce sous-espace
vectoriel, noté uy g, est lui-méme diagonalisable (comme u est diagonalisable, cet endomor-
phisme admet un polyndéme annulateur scindé & racines simples @) et on peut démontrer que
@ est aussi un polynoéme annulateur de wr). En notant Zr = Vect (f_1, fo), on obtient :

Mat g, (wip) = <§) 8)

On démontre alors que cette matrice N'est PAS diagonalisable (si elle 1'était elle serait
semblable et donc égale a la matrice nulle). Absurde !
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g) (UNIQUEMENT POUR LES 5/2)
L’endomorphisme u? est il diagonalisable ?

Démonstration.
Remarquons :

Mat » (u2) = Maty (u o u)

= Matg (u) X Matgg(u)

00 0 0 0 0
00 0 0 0 0
00 1 0 0 0
00 0 4 0 0
~ lo o 0 k2 0 0
0
00 0 (p-12% 0
0 0 v oo cove vee w0 0 P2

La matrice Mat g (uz) étant diagonale, elle est, en particulier, diagonalisable. Il en est donc de
méme de u?.

Ainsi, 'endomorphisme u? est bien diagonalisable.

O
30. Résoudre sur J 1'équation différentielle (ED) : f_1 (t) = (1 +t)y (¢).
Démonstration.
Remarquons tout d’abord que ’équation (E D) se réécrit sur J =] — 1, 400 :
(1) = In (1+1¢)
144
: , . - , In (1+1)
Il s’agit donc uniquement de déterminer les primitives de la fonction ¢ — T
1
L’ensemble des solutions de 'équation (E D) est {t — 5( In(1+1¢) )2 +C|Ce R}
O
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