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EXERCICE 1
—4 2 =2
Onnote: A=|-6 4 —6/|.
(—1 1 —3)

1. a) Déterminer les valeurs propres de A.
b) Déterminer les sous-espaces propres associés.

¢) En déduire que A est diagonalisable et exhiber une matrice P € GL3(R) et une matrice diagonale
D € #5(R) telles que :
A=prDpP!
(on ne demande pas de calculer P~1)

2. On consideére trois suites réelles (tp)nen, (Un)nen €t (wy)nen telles que :

Unt1 = —4du, + 2v, — 2w,
Vn € N, Upy1 = —6u, + 4v, — 6w,
Wyl = —Up + v, — 3w,

Wn, Tn

Un Qp
Pour tout n € N, on note : X, = (vn) etY,=PlX, = (ﬁn)

Pour tout n € N, exprimer Y, en fonction de «g, 8o, Yo et n.

A quelle condition sur (ug, vo, wp) les suites (un)nen, (Un)nen et (Wn)nen convergent-elles simulta-
nément ? Expliciter alors ces suites.

EXERCICE 2

Pour tout n € N, on note :
fo i@ e TV

+00
et on note f: 2z — > fu(z) la somme de la série de fonctions > f,.
n=0
Déterminer I’ensemble de définition D de f.
Démontrer que f est continue sur D.

Calculer la limite de f en +oo.

S S

Démontrer que, pour tout x € D :

+oo +oo
/ e Vidt < flz) < 1+/ e eVt gy
0 0

7. En déduire un équivalent de f au voisinage de 0.
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Dans la suite, on note (uy,) la suite de fonctions définie par :

2z
VTZGN*, Un:xHﬁ
e+ ncm
+oo
On note U = ) uy la somme de la série de fonctions ) uy,.
n=1

8. a) Montrer que la série de fonctions ) | u, converge simplement sur R tout entier.
b) Montrer que, pour tout a > 0, la série de fonctions ) w,, converge normalement sur [—a, a.

¢) La série de fonctions ) w,, converge-t-elle normalement sur R ?

d) Montrer que U est continue sur R.
9. a) Soit n € N*. Déterminer la primitive qui s’annule en 0 de la fonction w,,.
b) Soit (v, )nen+ la suite de fonctions définie par :
z2
VnEN*,vn:$l—>ln<1+n27r2>
Montrer que la série de fonctions v, converge simplement sur R.
+00

On note alors V = ) v, la somme de la série de fonctions ) vy,.
n=1

¢) Montrer que V est la primitive qui s’annule en 0 de la fonction U.

10. On considére la suite (pn),, oy de fonctions polynomiales sur R définie par :

DT T

n .%'2
Vn e N* p, oz —x [] <1+k27r2>
k=1

Montrer que la suite (py,)nen converge simplement sur R, vers une fonction p que 1'on exprimera a
I’aide de V puis de U.

Pour tout x € R, la limite donnant p(z) sera alors notée :

+oo 1’2
o) =< 1 (145
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Soit h la fonction définie sur R x |0, 4+o00[ par :

V(z,t) € R x ]0,400[, h(z,t) = wf)i(n;i)x)_l

11. a) Soit x € R. Montrer que la fonction ¢ — h(x,t) admet, quand ¢ tend vers 0 par valeurs positives,
une limite finie que ’on déterminera.
b) Montrer que, pour tout = € R, la fonction ¢ — h(x,t) est intégrable sur |0, +ool.

12. a) (i) Montrer que h posséde des dérivées partielles par rapport & x en tout point de R x ]0, +o0[

et a tout ordre.
. , O"h
(i) Calculer, pour tout (z,t) € R x ]0,4o00[ et tout n € N*, B . (@, 1).

On distinguera les cas n pair et n impair.
n

b) Montrer que, pour tout € R et tout n € N, la fonction ¢t — — 3
™

—+—-(z,t) est intégrable sur ]0, +ool.
13. Soit f la fonction définie sur R par :

“+oo
(t
fe :Cl—)/ _sinltz) o,
exp(mt) —1

Montrer que f est de classe €°° sur R et que, pour tout € R et tout m € N :

+o0 my2m o +o00 m2m—+1
(2m) /.y _ (—1)™t=" sin(tx) @mt1) (N _ (—1)™t cos(tx)
fr ) = /0 exp(mt) — 1 dt et fE() = /0 exp(mt) — 1 dt

14. a) Montrer que, pour tout ¢ > 0 :

1

o0
I —nt
ep(rt) =1 2 OPn)

b) Montrer que, pour tout n € N* et tout x € R, la fonction ¢ — exp(—nnt) sin(tz) est intégrable
“+oo
sur [0, +-00[ et exprimer / exp(—nmt) sin(tx) dt a l'aide de up(z).
0

¢) Pour tout n € N*, pour tout € R, pour tout t € [0, +oc[, on pose :

hn(x,t) = ké exp(—kmnt) sin(tx)

Montrer que, pour tout z € R et tout ¢t € ]0, +oo] :

sin(tx)
e™ — 1

hn(z,t) = (1 — exp(—nmnt))

n—-+0o00
En déduire une expression simple de la fonction f a l'aide de la fonction U.

+oo
Puis, montrer : f(x) = lim / hn(x,t) dt pour tout = € R.
0




