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DS4 (/91)

EXERCICE 1 (/17)

-4 2 =2
Onnote: A=|-6 4 —6].
-1 1 -3
1. a) Déterminer les valeurs propres de A.

« 1 pt : début de calcul convenable de x4(X) = det (XI3 — A)

. X422 —ex—12
« Ipt:xalX)=—y 5 (X2+7X+10)‘

e 1pt:xa(X)=(X+22(X-1)
b) Déterminer les sous-espaces propres associés.

e 3 pts:

X
x 1pt:U= (y) €E 5(A) & 22+2y—22=0

z

1 -1
x 1 pt : E_Q(A) = Vect (1), (0)
0 1

1 -1
x 1pt:F= (1), ( 0 ) est libre et génératrice et donc une base de E_5(A)
0 1

e 3 pts:

T
-5z —-10z
xlth—(z)EEl(A)@{ y = 6~

2
x 1 pt: Ei(A) = Vect (6)
1

2
x 1 pt:F= (6) est libre et génératrice et donc une base de E;(A)
1

c¢) En déduire que A est diagonalisable et exhiber une matrice P € GL3(R) et une matrice diagonale
D e #5(R) telles que :
A=prPDp!

e 1 pt : dim (E_5(A4)) + dim (E1(A)) =2+ 1 =3 =dim (45, (R)) donc A diagonalisable

1 -1 2
e 1 pt: P= (1 0 6) (concaténation des vecteurs propres des bases déterminées
0 1 1

-2 0 0
précédemment) et D= | 0 -2 0
0 0 1
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2. On considére trois suites réelles (up)nen, (Un)nen €t (wp)nen telles que :

Upt1 = —4du, + 2v, — 2w,
Vn € N, Upt1 = —b6u, + 4v, — 6w,
Wptl = —Up + v, — 3w,

Pour tout n € N, on note

Unp, Qn
X,=|v, | etY,=P1X,=|5.].
Wn, Yn

a) Pour tout n € N, exprimer Y,, en fonction de «g, By, Yo €t n.

e 1 pt : par récurrence Vn € N, X,, = A" Xj.
elpt:X,=A" Xo=(PxDxP1)" Xog=PxD"x P X

(—2)" ao

elpt:Y, =Pl X,=D"xP 1 Xo=|(-2" 5

Y0

b) A quelle condition sur (ug, v, wp) les suites (tn)nen, (Vn)nen €t (wn)nen convergent-elles simul-
tanément ? Expliciter alors ces suites.

(-2)"

ao— (=2)" Bo+2

e 1pt: X, = (—2)"&0—1—670

Ainsi : u, = g (—2

(=2)" Bo+
)" =Bo (=2)"+2v35vm=0a (—2)"+6 v; w, =6 (—2)"+7

e 1 pt : comme (( — 2)n)neN est divergente, (v,) est convergente < «ap =0

« 0 pt : de méme, (w,) est convergente < [y =0

e 1 pt : dans ce cas :

EXERCICE 2 (/ 20)

Pour tout n € N, on note :

Vn eN, u, =2 v9, v, =6 7 et w, =

fo iz e TV

+o00
et on note f:xz+— > fn(z)la somme de la série de fonctions Y f,.

n=0

3. Déterminer I’ensemble de définition D de f.

e« 1 pt:casxzy)=0,)> 1 diverge grossiérement

e 1 pt:casxzy<0, ) folrg) diverge grossiérement

e« 2 pts:caszyg>0

n——+oo

xlpt:e_""ox\/ﬁ = O (1>

n2

x 1 pt : critére des SATP écrit correctement

4. Démontrer que f est continue sur D.

« 1 pt: | Caractére ¢°

pour tout n € N, la fonction f, est de classe ¢° sur I

e 3 pts: Convergence uniforme (par convergence normale sur tout segment)

x 1 pt: ‘e*“’“/ﬁ

= e V" < e V" pour tout z € [a,D]

«x 1pt:0 < |fulloofap < €70V

x 1 pt : par critére de comparaison des SATP, la série ) || ful/o, 4,y €St cOnvergente
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5. Calculer la limite de f en +ooc.

e« 2 pts : | Existence d’une limite finie
x 1 pt : fo =1
x1pt:isin>1,0,=0

« 2 pts : | Convergence uniforme (par convergence normale)

x 1pt:0 < | fulloofito] < €V

x 1 pt : par critére de comparaison des SATP, la série ) || fn|lo 1,400 €St cOonvergente
+oo +oo
6. Démontrer que, pour tout x € D : / e tVE gt < flx) < 1+ / e Ve gy,
0 0

« 1 pt : pour tout £k € N et tout ¢t € [k, k + 1], e Vk > em2VE L gma VAL

n+1 n+1 n
e 1 pt: > e v Vk / eV dt < > e 7 Vk (somme FINIE)
k=1 0 k=0

n—-+00

“+o0o n “+oo
o 1 pt : I'intégrale / e "Vl dt est convergente donc / — /
0 0 0
n+1 400
e 1 pt: lim <Z e_l’*/E> => ek = f(z) par CV de la série numérique > f,(x)
oo \ k=1 k=0

7. En déduire un équivalent de f au voisinage de 0.
oo “+oco 2
.2pts:/ e_x‘/idt—Q/ ue_x“du:—QparIPP
0 0 Z

2
f(;:) < ¥
2 2

o 1 pt : théoréme d’encadrement écrit correctement

el pt:1 <

PROBLEME
PARTIE I (/21)
2
Dans la suite, on note (uy,) la suite de fonctions définie par : Vn € N*| w, : z — %
4+ nm

+o0o
On note U = Y u, la somme de la série de fonctions > uy,.
n=1

8. a) Montrer que la série de fonctions ) | u,, converge simplement sur R tout entier.

e 1 pt : cas g = 0; la série numérique ) 0 converge

21’0 2.290

elpt:uy(zg)=—F7-5—5 ~ —>
P n(0) 202 + N2 72 nostoeo w202

e 1 pt : théoréme d’équivalence des SATP écrit correctement

b) Montrer que, pour tout a > 0, la série de fonctions ) w,, converge normalement sur [—a, a.

a
e 1pt: < 2 ——
pt : |un(7)| < n2 72
a
«1pt:0 < HunHoo,[—a,a] < 2 22
e 1 pt: > ;L 5 CV (cf question précédente) et th comparaison des SATP
nem
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c¢) La série de fonctions ) w,, converge-t-elle normalement sur R ?

1
e 3 pts: |upllwr = hp(nm) = o

1
« 0 pt : la série Y. — diverge
n

2
donc ||uy|cor = et démo par ’absurde
n

(1+72)
d) Montrer que U est continue sur R.

0U : |up(n)| =

2z
(1+72)n

e 1 pt: Caractére ¢° | pour tout n € N, la fonction f, est de classe €Y sur R

e 1 pts: Convergence uniforme (par convergence normale sur tout segment)

Comme vu en question 8b, la série numérique ) |[unlo,[—a,q) CV

9. a) Soit n € N*. Déterminer la primitive qui s’annule en 0 de la fonction w,,.
x
« 1 pt : écriture H,, : x |—>/ un(t) dt
0
e 1 pt:= [ln(}t2+n27r2‘) ]

22
e 1 pt:=1 1+ ———
P n< +n27r2>

b) Soit (v, )nen+ la suite de fonctions définie par :

x
0

2
x
Vn € N¥, vn:xaln<1+22)
n?m
Montrer que la série de fonctions » v, converge simplement sur R.

+oo

On note alors V = ) v, la somme de la série de fonctions ) v,,.
n=1

e 0 pt : cas zg = 0; la série numérique ) 0 converge
2 2
i) i)
e 1 pt:uv,(xg)=Inl14+—— ~
pt : vn(z0) < n? 7r2> ntoo N2 T2

e 1 pt : théoréme d’équivalence des SATP écrit correctement

¢) Montrer que V est la primitive qui s’annule en 0 de la fonction U.

I sagit d B i =5 ([ 2
« 0 pt : il s’agit de montre _ t = —— dt
P ' & e /0 < ngl t2 +n2 7T2 ) nzz:l < /0 t2 +n2 7T2 >

e 1 pt : Caractére ¢° sur le segment d’extrémités 0 et z | pour tout n € N, la

fonction u,, est de classe €° sur S,

« 1 pt: | CU (par CN) sur le segment d’extrémités 0 et =

0 < Junlloo,s, < Hun”oo,[—x,:p}

10. On considére la suite (pn),, oy de fonctions polynomiales sur R définie par :

PoiT T

n $2
Vn e N* p,iz—a [] (1+/<:27r2>
k=1
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Montrer que la suite (py)nen converge simplement sur R, vers une fonction p que 1'on exprimera a

I’aide de V' puis de U.

Pour tout z € R, la limite donnant p(z) sera alors notée :
+00 x2
T)== 1+ -—5—
== 11 (1+ )

n x%
e 1 pt : Vn € N* 1+—=%1]>21>0
p " ’kH1(+k27T2>

.1 pt:pn(mo):xoxexp<ln< ln—[ <1+k§i2> > ) :oneXp<k§1Uk($o))

k=1

o
e 1pt: - xoxexp(V(xo))—moxexp</ U(t) dt) car y_ v, CS
n o0 0

PARTIE II (/33)

Soit h la fonction définie sur R x ]0, 4+o0[ par :

V(z,t) € R x ]0,400[, h(z,t) = w;i(n;x)_l

11. a) Soit x € R. Montrer que la fonction ¢ — h(zx,t) admet, quand ¢ tend vers 0 par valeurs positives,
une limite finie que ’on déterminera.

. _ sin(zot) Tol _ o
o 1 pt : h(x07t) - eXp(ﬂ-t)_l t—=0 Tt N U

« 1 pt : pour tout z( € R, la fonction ¢ — h(zg,t) admet pour limite o en 0
T

b) Montrer que, pour tout = € R, la fonction ¢ — h(x,t) est intégrable sur |0, +ool.

sin(zq ) . c e 1se oo
e 1 pt:t+— ———— est continue sur |0, +oo[. Ainsi, ’intégrale h(xg,t) dt est
exp(mt) — 1 0
impropre a la fois en 0 et en +oo
X : . L sin(zo t) -
e 1 pt : d’aprés la question précédente, ’intégrande ¢t — ﬁ admet une limite
exp(mt) —
finie en 0. Ainsi, ’intégrale est faussement impropre en 0.
i t i t i t
.1 pt sin(zq t) _ |sin(zot) | _ | sin(zot) | _ ot th
exp(mt) — 1 |exp(mt) — 1] exp(mt) — 1 t—+oo \ €xp(7t)

comparaison intégrales généralisées

12. a) (i) Montrer que h posséde des dérivées partielles par rapport & x en tout point de R x ]0, +o0[
et & tout ordre.

« 2 pts : comprendre que ce qui compte c’est le caractére € de x — sin(tp )

d"h
(i) Calculer, pour tout (z,t) € R x ]0,4o00[ et tout n € N*, W(m,t).
x
On distinguera les cas n pair et n impair.
2 (=)™ (to)*™ .

e 3 pts: VmeN, ngm)(x) = oo Sin (tox)

2m+1 (=1)™ (to)*™*!

VYm € N, hgom )(x) = T cos (to x)
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mn

b) Montrer que, pour tout z € R et tout n € N, la fonction ¢ — 3 - (2,1) est intégrable sur ]0, +ool.
"

e 1 pt : cas n =0 déja traité

a"h "
« 2 ptS N Vw S R, Vt € ]0,+OO[, Vn S N, @(Q?,t) < m
+oo n
e 1 pt : P’intégrale / — dt est faussement impropre en 0
0 e -
. ~ 4N T n o—mt _ -
.lpt'e”—l Y o t" e et the Ho%o(t?)

13. Soit f la fonction définie sur R par :

“+oo
(t
fe xr—)/ _sinltr) o,
exp(mt) —1

Montrer que f est de classe € sur R et que, pour tout = € R et tout m € N :
+oo —1)m 2m o +oo —1)m 2m+1
flem) (z) = / (—1)™t="sin(tx) dt et f(2m+1)(l,) _ / (=1)"t cos(tx) gt
0 0

exp(mt) — 1 exp(mt) — 1
R I sin(t x)
«1pt: Caractére ¢" - étude «en z » |pour tout ¢t >0, h; : x —————— est de
exp(mt) —1

classe ¢ sur R (c¢f 12(a)i)

e« 3 pts : ‘ Intégrabilité (par domination) - étude « en ¢ » ‘

x 1 pt : intégrabilité sans forcément dominer - pour tout x € R, ¢t — ng)(l‘) est
intégrable sur |0, +oo[ d’aprés 11b et 12b

x 2 pts : intégrabilité par domination
pour tout z € R, ¢t — hg") (x) est continue (par morceaux) sur |0, +oo[

n tn
Vz e R, Vt €]0, 400, )ﬁ,ﬂ )(w)‘ S o1

“+00

= > exp(—nmt)

14. a) Montrer que, pour tout ¢t >0 : ———
exp(mt) — 1 =1

+o00 +o00o 1
. -7t \" _ —mt\" —mt\0 _ _
o ol L L ol G L G

e—ﬂ't

ef7rt (eTrt _ 1)

o].pt::

b) Montrer que, pour tout n € N* et tout = € R, la fonction ¢ — exp(—nnt)sin(tx) est intégrable

+oo
sur [0, +00[ et exprimer / exp(—nmt) sin(tx) dt a 'aide de uy,(z).
0

e 1pt:Vt>0,0 < | exp(—nnt)sin(tz) | < e (™1 et th de comparaison des intégrales
généralisées

+o0 +o0 A
« 1pt: / e "™ sin(xt) dt = Im (/ I dt)
0 0

+o00 ) e(—nmtiz)t 1 '
« 1pt: / e(—nﬂ+zx)t dt=| >— - - ( lim e(—TL7T+ZCC)t> . e0
0 —nmT+1x t—+o00
0

—nT+ix
«1pt: ‘ e(—nm+iz)t | — ‘ e Tty gizt ‘ — ‘ e nrt ‘ > ‘ ezt ‘ — e ™lyw ] 5 0
t—-+o00

nm . x

elpt:=——+— + 1 ——F+—
p x2 +n2n? z2 +n2x?

+00 1
donc / exp(—nmt) sin(zt) dt = 5 up ()
0
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¢) Pour tout n € N*, pour tout € R, pour tout t € [0, +oc[, on pose :
n
hn(x,t) = > exp(—knt) sin(tx)
k=1

Montrer que, pour tout z € R et tout ¢t € ]0, +oo] :

sin(tx)
e™ — 1

hn(z,t) = (1 — exp(—nmnt))

+oo
Puis, montrer : f(z) = lim / hn(z,t) dt pour tout = € R.
0

n——+oo
En déduire une expression simple de la fonction f a l'aide de la fonction U.
n e Tt 1 — (e—ﬂ't)n

« 1pt: exp(—kmt) = X

p kgl Xp( T ) e—7t et — 1
« 1 pt: | Existence d’une limite finie - étude « en n » lir}rl hn(z,t0) = h(x,to)

n—-+0oo
. sin(z t .
« 0 pt : la fonction ¢t — ot 1 est continue (par morceaux) sur |0, +oo|.
e p—

« 3 pts : | Intégrabilité (par domination) - étude « en t »

x 1 pt : pour tout n € N, la fonction t — h,(z,t) est continue (par morceaux) sur
0, +oo[.

1 — (e_”)n

1 — (e ™))" |sin(xt) |
T # Isin(zt) | <

x lpt:‘hn(x,t)‘z et — 1 et — 1

sin(x t) ‘ =

|sin(z t) |

— . est intégrable sur |0, +oo[ d’aprés la question 11b
e

. 1pt: /0 o (i exp(—nrt) sin(xt) > it = 3° ( /0 T exp(—nmt) sin(zt) dt) _ %i e (x)

k=1 k=1 k=1

x 1pt:op:t—

n—-+o00

c1pt: f(z)= lim </0+°° o (2, 1) dt> ~ lim <; 5 uk(x)) :% U(z)




