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DS4

EXERCICE 1
—4 2 =2
Onnote: A=|-6 4 —6/|.
(—1 1 —3)

1. a) Déterminer les valeurs propres de A.
b) Déterminer les sous-espaces propres associés.

¢) En déduire que A est diagonalisable et exhiber une matrice P € GL3(R) et une matrice diagonale
D € #5(R) telles que :
A=prDpP!
(on ne demande pas de calculer P~1)

2. On consideére trois suites réelles (tp)nen, (Un)nen €t (wy)nen telles que :

Unt1 = —4du, + 2v, — 2w,
Vn € N, Upy1 = —6u, + 4v, — 6w,
Wyl = —Up + v, — 3w,

Wn, Tn

Un Qp
Pour tout n € N, on note : X, = (vn) etY,=PlX, = (ﬁn)

Pour tout n € N, exprimer Y, en fonction de «g, 8o, Yo et n.

A quelle condition sur (ug, vo, wp) les suites (un)nen, (Un)nen et (Wn)nen convergent-elles simulta-
nément ? Expliciter alors ces suites.

EXERCICE 2

Pour tout n € N, on note :
fo i@ e TV

+00
et on note f: 2z — > fu(z) la somme de la série de fonctions > f,.
n=0
Déterminer I’ensemble de définition D de f.
Démontrer que f est continue sur D.

Calculer la limite de f en +oo.

S S

Démontrer que, pour tout x € D :

+oo +oo
/ e Vidt < flz) < 1+/ e eVt gy
0 0

7. En déduire un équivalent de f au voisinage de 0.
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PROBLEME

« Dans tout le probléme, I désigne l'intervalle |0, +o0].

A. Une intégrale a paramétre
o Pour tout x € R on pose, sous réserve d’existence :

+00 e —u

—u +a>e
F(x) = ; mdu et K:/O %du

e—’LL

Ja

9. Déterminer les valeurs de = pour lesquelles F'(x) est définie.

8. Démontrer que ¥ : u — est intégrable sur I.

10. Montrer que la fonction F est de classe €' sur I et exprimer F'(x) sous forme intégrale.

1
11. En déduire que pour tout x € I, z F'(x) — (x - 2) F(x)=-K.

12. Pour tout = € I, on pose G(z) = Jxe * F(x).

Montrer qu’il existe une constante réelle C' telle que pour tout = € I :
T eft
Gla)=C— K /O o
13. Déterminer les limites de G en 0 et +oo, et en déduire la valeur de K.

B. Etude de deux séries de fonctions
« Dans toute cette partie, on définit les fonctions :
+o00 efn:p

f::EF+7Z; \/ﬁ

14. Montrer que f et g sont définies et continues sur I.

+o00o
et g:x— >, yne ™
n=0

15. Montrer que pour tout x € I :

En déduire un équivalent de f en 0.

noo1
16. Montrer que la suite <Z T 2 \/ﬁ> converge.
k=1 n

=1

noo1
17. Démontrer que pour tout = > 0, la série > <Z \/%> e~ "™ converge et exprimer sa somme h(x)
n=1 k=1

en fonction de f(z) pour tout x € I.

18. En déduire un équivalent de h en 0.

NG

Montrer alors : g(z) ~ 54373
x—0 €T
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C. Séries de fonctions associées a des ensembles d’entiers
« A tout ensemble A C N on associe la suite (a,) définie par :

1 sin€ A
ay, =

0 sinon

o Soit I4 'ensemble des réels > 0 pour lesquels la série > a, e™™*

n=0

converge.

+oo
e On pose fa(z) = > a, e ™ pour tout = € 14.
n=0

« Enfin, sous réserve d’existence, on pose ®(A) = lir% xfa(x) et on note S l'ensemble des parties
x>
A C N pour lesquelles ®(A) existe.
19. Quel est I'ensemble I, si A est fini?

Si A est infini, montrer que 'on peut extraire une suite (b,) de la suite (a,) telle que pour tout
n € N, b, = 1. Déterminer I, dans ce cas.
20. Soit A € S et (ay,) la suite associée. Pour tout entier naturel n, on note A(n) ’ensemble des éléments

de A qui sont < n. Vérifier que pour tout x > 0 la série Y Card(A(n)) e~ converge et :
n=0

¥ Card(A(n)) e = JAE)

n=0 Cl-e®

« Dans la question suivante, A = A; désigne ’ensemble des carrés d’entiers naturels non nuls.

“+o00
M > [v/n] e ™ ou |-] désigne la partie entiére.

1—e™® B n=0
L e e S (2) . L
En déduire un encadrement de Y /ne pk gyt puis un équivalent de fa, en 0.
n=0 —€

Prouver alors que A; € S et donner ®(A;).

21. Montrer que si z > 0,

« Dans la question suivante, A = Ay désigne I’ensemble constitués des entiers qui sont la sommes des
carrés de deux entiers naturels non nuls.

o On admet que Ay appartient a S, et on désire majorer ®(As).

« Soit v(n) le nombre de couple d’entiers naturels non nuls (p, q) pour lesquels n = p? + ¢2.

22. Montrer que pour tout réel > 0, la série Y v(n)e™™ converge et établir :

n=0
+00 9
ngo v(n) e = (fa,(2))

Montrer alors que pour tout z > 0 : fa,(z) < (fa,(z))?. En déduire un majorant de ®(Asz).
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D. Etude de deux séries de fonctions

e Soit (ap)n>0 une suite de nombres réels positifs tels que pour tout réel > 0, la série > a,e™™*

n=0
converge.

« On suppose :

+oo
lim <x > anem> =/ € [0, 400
n=0

z—0

On note F lespace vectoriel des fonctions de [0,1] dans R, E le sous-espace de F' des fonctions
continues par morceaux et Ej le sous-espace de E des fonctions continues sur [0, 1].

o On munit £ de la norme || - ||« définie par la formule ||¢|| = sup [¥(2)].
€[0,1]

« Si 1 € E, on note L(¢) application qui & x > 0 associe
+o0 B .
(L(¥))(x) = ZO ame” " P(e™™)

23. Montrer que L(1)) est bien définie pour tout 1) € E et que I'application L est une application linéaire
de E dans F.

Vérifier que pour tous 11, 1y dans E7, 11 < 1y entraine L(v1) < L(v2).
« On note E; 'ensemble des ¢ € E pour lesquels lir% z(L(y))(x) existe et si ¢ € Ey, on pose :
z—

AY) = lim z(L(y))(x)

z—0

24. Vérifier que F est un sous espace vectoriel de F et que 'application A est une forme linéaire
continue de (E1, || ||oo)-

25. Montrer que pour tout p € N, e, : t € [0,1] — tP appartient & E; et calculer A(ep).
En déduire que Ey C E; et calculer A(y)) pour tout ¢ € Ey.

« Pour tous a ,b € [0,1] tel que a < b, on note Ly : [0,1] — {0, 1} la fonction définie par
1 siz€la,b
Lo p(z) = ,
0 sinon
« Soit a €]0,1] et € € |0, min(a, 1 — a)[. On note :
1 six €]0,a— €]

g— 1T Tx six € la—e,af

0 six € la,l1]

et
1 six €10,a
g+ T — ate-z six € la,a+¢|
5
0 six € [a+e,1]

26. a) Vérifier que g_ et g4 appartiennent & Ey et calculer A(g_) et A(g4).
b) Montrer alors que 1)y, € E1 et calculer A(1yg ).
¢) En déduire que Fy = E et donner A(¢) pour tout ¢ € E.




