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Exercice 1 - (CCINP 2014 MP1)

Premiére partie : convergence

de séries par transformation d’Abel

1. On considére une suite de réels (a,), une suite de complexes (b,) et on note pour tout entier

n

n
naturel n : S, = > apbg et B, = > by.
k=0

k=0

En remarquant que, pour k > 1, by, - Bj, — Bj_1, démontrer, pour tout entier naturel n non nul :

n—1

Sn = Y (ag — apq1)Bi + an By (transformation d’Abel)

k=0

Démonstration.
Soit n € N*.

n

Sn = > apb
k=0

n
= aobo+ Z akbk
k=1

I (car pour tout k > 1

= agby + ay, (B — Bj— ’

0 bo k§1 i (B k—1) be = B — By_1)

n n

= aobo+ > arBr— Y ap Bip-1 (par linéarité de la somme)
k=1 k=1

n n 0
= ZakBk—ZakBk,l (CCLTBQZZkabo)
k=0 k=1 k=0

n—1 n—1
= (Z ay By, + ay, Bn) — > ag+1 Bk (par décalage d’indice)

k=0

n—1

k=0

= Z (ak - ak+1) By + an By,

k=0

Vn € N* S, = Z (ak — CL;H_l) By + a, By,

n—1

k=0

Commentaire

o Dans cette question :

« Pour pouvoir utiliser une propriété, il faut s’assurer qu’on est dans le cadre d’utilisation de cette
propriété. Cette remarque apparait évidente et pourtant I’absence de vérification des conditions
d’utilisation est certainement 'une des erreurs les plus fréquentes aux concours. Cela peut avoir
des conséquences facheuses car certaines questions ne consistent qu’a demander au candidat
de vérifier que ces conditions sont bien remplies.

n

> akbg >< iéo ax (By — Br—1)

k=0

En effet, I’égalité : by = By — By_1 n’est vérifiée que sous la condition k > 1.
On ne peut donc I'appliquer ..

.quesik>1

1N
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2. On suppose que la suite (By,) est bornée et que la suite (a,) est décroissante de limite nulle.

a) Démontrer que la série Y (ap — ag41) converge.

k>0

Démonstration.
Soit n € N.

n

> (ak — ak41) = ag — Gpy1 (par sommation télescopique)

k=0

car a, — 0
njoo 0 ( " n—oo )

n
Ainsi, la suite des sommes partielles (E (ar — ak+1)> est convergente.
k=0

On en déduit que la série ) (an — ant1) est convergente.

O
b) En déduire que la série ) a,b, converge.
n=0
Démonstration.
« Par hypotheése la suite (B,,) est bornée. Autrement dit, il existe M > 0 tel que :
VieN, |Bi| < M (+)
« Soit n € N. Rappelons tout d’abord que d’aprés la question 1 :
n n—1
Sp = Z ag by = Z (ak _ak+1)Bk+aan
k=0 k=0
Démontrons la convergence des deux termes de cette somme.
x La suite (a, By) est le produit :
— de la suite (B,,) bornée,
— de la suite (ay,) de limite nulle.
On en déduit qu’elle est convergente de limite nulle.
x Par ailleurs :
— VkeN, | (ar —ari1) Be| < |ar—apr | |Br| < M |ag—apia| = M (ap — aps)

(la derniére égalité est obtenue car la suite (a,) est décroissante)

— La série ) (ak — ak+1) est convergente d’aprés la question précédente.
Ainsi, par théoréme de comparaison des séries a termes positifs, que la série Y (ax —
m
ay+1) By, est (absolument) convergente. Autrement dit, la suite <Z (ag — ags1) Bk>
meN

k=0
est convergente.

n
Finalement, la suite (Z ak bk> apparait comme somme de deux suites convergentes.
k=0 neN
Elle est donc convergente. Autrement dit, la série > a, b, est convergengte.

8
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¢) En appliquant le résultat précédent au cas ot b, = (—1)", donner une démonstration du théoréme
des séries alternées, aprés ’avoir énoncé.

Démonstration.

o Rappelons tout d’abord ’énoncé du théoréme des séries alternées.

e Y u, est une série alternée
(s’écrit sous la forme Y. (—=1)"ay,

ot (an) de signe constant) La série ) (—=1)"ay,
=
o (|an]) est décroissante, est convergente
e Uy — 0.
n—-+00

« Afin de pouvoir utiliser le résultat de la question 2.b), il faut vérifier que la suite (B),) est
bornée. Par définition, pour tout n € N :

1 sin est pair
0 s1n est impair

On en déduit :
VneN,|B,| <1

On est donc dans le cadre d’application de la question 2.b).

Ainsi, la série > (—1)"a, est convergente.

Commentaire

o Dans I’énoncé, il est précisé qu’il faut appliquer le résultat de la question 2.b) dans le cas
d’une suite (b,,) de terme général b, = (—1)". Il n’y a donc aucune initiative a prendre et
il faut absolument traiter ce type de questions ot la méthodologie a utiliser est entiérement
décrite. Le concepteur vous offre des points, il faut les prendre !

« Il y a un sous-entendu dans la question, a savoir que la série >, (—1)" ay, est bien une série
alternée. Pour que ce soit le cas, il faut que la suite (ay,) soit de signe constant. Démontrons-le.
La suite (ay,) est décroissante et de limite nulle. Ainsi :

vneN, a, > inf a, =0
neN

Ainsi, la suite (a,) est positive. La série > (—1)" a,, est donc bien une série alternée.
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3. Exemple.
Dans cette question, 6 est un réel différent de 2k7 (k € Z) et a € R.

n
a) Calculer pour n entier naturel non nul, 3 e**?.
k=1

Démonstration.
Par hypothése, pour tout k € Z, 6 # 2kw. On en déduit que €'Y # 1. Dans ce cas :

k=1 k=1
oy 1 i+l
()" - (¢)
- 1 —etf
inf
Y 1—e
1 —etf
- n6 no
. ol %<617—67’T>
= ¢f x — X
i35 i ;8
e’ 2 /<e2—e 2)
no no - n6
i0 ez ez —e 'z 2i
= e x — X X —
e’z 2i el —e 2
7ln 19 719 1
= ¢' 2 X sin| — | X g
2 sin (5)
: né
nowe _ gntig _ osin(%P)
Y. e =e"2 " x —=
k=1 s1n(§)

Il n’était a priori pas nécessaire d’obtenir une expression simplifiée. On peut donc penser que
la totalité (ou presque) des points est attribuée si le candidat est capable d’écrire correctement
la formule de la somme des termes d’une suite géométrique sous 'hypothése que la raison est
différente de 1.

O
inf
b) Discuter en fonction du réel a la nature de la série ) —.
n=1 n

Démonstration.
Remarquons tout d’abord :

ein@ ‘ gind ‘ 1

ne | |n®|  no

Trois cas se présentent.

e Sia <0 alors:

1 1 sta=0
—=n"* —

(0% .
n note | oo sia< 0
ind ind
Dans les deux cas, on conclut : | — | —/ 0 et donc —+ 0.
inf
La série est donc (grossiérement) divergente.
n()é
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e Sia>1:

. 1 . .
La série ) — est convergente en tant que série de Riemann d’exposant o > 1.
n

inb
On en conclut que la série Y, —— est (absolument) convergente.

n
Sta€]0,1]:

1 )
Démontrons que la série ) a eind

1 .
Pour tout n € N, on note : @, = ——— et b, = et
(n+ 1)

La suite (ay) :

x une suite de réels,

x est décroissante et de limite nulle (car o > 0),
La suite (by,) :

x une suite de complexes,

x est telle que la suite (B,,) est bornée. Démontrons ce point.

D’aprés la question 8.a), pour tout n € N :

vérifie les conditions d’application de la question 2.b).

sin(%) ’ <1)

B, = > by
k=0
= 3 kD)0
k=0
— S oikO
k=1
- n+2 S (W)
= e 2 X
; 0
sin ()
On en déduit :
(n+1)6
;2 Sm( 2 )
| Bp| = |e2 " x 0
sin (§)
: (n+1)6
- ez‘%“@‘ « M
-
s ()
Sin <W> ’ - n+2
= W (car | &2 ?
sin (5
2
1
T 0| car
[sin (9] (
Ainsi, en appliquant le résultat de la question 2.b), la série >  ay, by, c’est-a-dire la série
1 . ein@
> CESI !0 (ou encore la série Y —) est convergente.
n n=1 n

inf

Finalement, la série ) —
n=1 n

est convergente si et seulement si a > 0.
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4. Soit la série de fonction Y wu, ou pour z réel et n entier naturel non nul, u,(z) = 7
n=1
Démontrer que cette série de fonctions converge simplement en tout point de R.
On pourra utiliser sans démonstration le fait qu’une série de complexes Y wu, converge si et seule-
ment si , les deux séries ayant pour termes généraux les parties réelles et parties imaginaires (c’est-
a-dire >, Re(uy) et > Im(uy) ) convergent.
) ) T sin(nx)
On notera U sa fonction somme : pour tout réel z, U(z) = 7
n=1

Démonstration.
Soit xg € R. Deux cas se présentent.

e Sixg € 277 alors :

wn(m) = (o)

NG
Comme la série Y 0 est convergente, la série de fonctions Y w, converge simplement sur 27 Z.

e Sizg € R\ 27Z alors pour tout n € N, on note :

inT
€

Zn x>

=3

R —

(ainsi : u, = Im(zy,))

D’aprés la question précédente, la série Y z,(z0) (cas a = 1 > 0).

Autrement dit, la série de fonctions ) z, converge simplement sur R\ 27 Z.

Cela démontre que la série de fonctions Y Im(z,) (c’est-a-dire la série de fonctions . wu,)
converge simplement sur R\ 27 Z.

Finalement, la série de fonctions Y w, converge simplement sur R. ]

Deuxiéme partie : convergence uniforme de séries

5. On considére une suite de réels (a,) et (f,) une suite de fonctions définies sur une partie A de C et
a valeurs dans C. .
On pose, pour tout z € A et pour tout entier naturel n : F,(2) = > fx(2).
k=0

On suppose que la suite (a,) est décroissante de limite nulle et qu’il existe M € R™, tel que pour
tout z € A et tout n € N, |F,(2)| < M (on dira que la suite (F},) est uniformément bornée).
a) Démontrer que la suite (a,F},) converge uniformément sur A et que la série de fonctions

> (ag — agy1)F) converge normalement sur A.

k>0

Démonstration.

« Déterminons tout d’abord la convergence simple de la suite de fonctions (a, F,).
Soit zg € A.

| (an Fn)(20) | = lan Fal20)| = lan| x [Fa(z0)| < M [an|

Ainsi : 0 < | (an F,)(20)| < M |ay]. Or :

x 0 — 0,
n—-4o00

XM’CLTL| —+> 0.
n—-+oo
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Ainsi, par théoréme d’encadrement, la suite <\ (an Fn) (20) ]) est convergente de limite nulle.

Il en est de méme de la suite ((an Fn) (zo)).

La suite de fonctions (a, F},) converge simplement sur A vers la fonction nulle i : z — 0.

« Démontrons maintenant que la suite de fonctions (a, F),) converge uniformément sur A vers h.

Soit n € N.
Vz e A lan Fr(2) — h(z)| = |anFn(z) =0
= lan|[Fu(2)]
< lan| M Cofomément i)
Finalement :

Vze A |an Fr(z) —h(z)| < May|

On en déduit que pour tout n € N, la fonction a,, F;, — h est bornée et :
VN, 0 < anFa—hllaoa < M|an|

COI':

x 0 — 0,
n—-4o00

XM‘CLn| —+> 0.
n—-+00

On en déduit, par théoréme d’encadrement : ||a, Fj, — /oo, 4 = 0.
n—-+00

La suite (ay, F},) converge uniformément sur A vers la fonction nulle.

« Démontrons maintenant que la série de fonctions . (an—an+1) Fy, converge normalement sur A.

Soit n € N.
Vze A, [(an — ant1) Fu(2) | = [an —ans1| | Fu(2)]
(car la suite (ay,) est
= (an — an41) | Fa(2) | décroissante) '
(car la suite (F,) est
< —
< M ((ln “n+1) uniformément bornée)
Finalement :

Vz € A, ‘ (an - CLnJrl) Fn(z) | < M (an - CLnJrl)

On en déduit que pour tout n € N, la fonction (a, — an+1) F), est bornée et :
VneN, 0 < ||(an — ant1) Fllooa < M (an - Gn+1)

e x VneN,0 < |(an —ant1) Fnlloca < M (an —an+1)
x La série ) (an — an+1) est convergente d’aprés la question 2.a) (on est bien dans le cadre
d’application car la suite (a,) est décroissante de limite nulle).
Ainsi, par théoréme de comparaison des séries a termes positifs, la série Y ||(an—an+1) Fnllco,4
converge.

La série Y (ap — ant1) Fy, converge normalement sur A.
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Commentaire

o Il faut bien faire attention aux objets présents dans cette question :
x la suite (a,) est une suite numérique de réels. Ce n’est pas une suite de fonctions.
x la suite (F),) est une suite de fonctions.

En outre, on demandait de démontrer la convergence uniforme d’une suite de fonctions puis
de démontrer la convergence normale d’'une séries de fonctions (rappelons que la notion
de convergence normale n’est définie que pour une série de fonctions).

o Dans le cadre du programme PSI, on se limite & des fonctions complexes de la variable
réelle. Ici, pour tout n € N, F}, est une fonction de la variable complexe.
On sort donc du cadre du programme actuel.

o D’ailleurs, la question 6. qui illustre cette question 5. traite de suites de fonctions de
la variable réelle et & valeurs réelles. Il n’y avait donc pas d’intérét, pour résoudre les
questions sélectionnées dans ce devoir, de travailler en toute généralité. Cela étant dit, il
est toujours intéressant de connaitre le résultat le plus général et faire ’étude avec des
fonctions complexes de la variable complexe n’ajoute pas de difficulté insurmontable.

b) A l'aide d’une transformation d’Abel, en déduire que la série de fonctions 3. a,f, converge
uniformément sur A.

Démonstration.

Par transformation d’Abel, pour tout n € N* :

Vz e A, kio ar fr(z) = :z_:; (ak — akH) Fy(2) + an Fi(2)

Cela se traduit par I’égalité de fonctions ci-dessous :

n n—1
Soap fu = X (ar — apgr) Fr+an Fy
k=0 k=0

D’aprés la question précédente :
x la suite (a, F},) converge uniformément sur A (vers la fonction h).

x la série > (an — an+1) F,, converge normalement donc uniformément sur A. On en déduit

n n—1
que la suite < > (ak — ak+1) Fk> et la suite extraite < > (ak — ak+1) Fk) converge
k=0 k=0
“+00
uniformément sur A (vers la fonction ) (ak — ak+1) Ey).
k=0

n

La suite de fonctions ( > ag fk> s’écrit comme somme de deux suites de fonctions qui
k=0

convergent uniformément sur A. Elle converge donc uniformément sur A (vers la fonction

+oo
h+ kz (ak - ak+1) Fk).
=0

Finalement, la série de fonctions ) (an — an+1) F,, converge uniformément sur A. ]
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6. Exemple.
sin(nz
Pour z réel et n entier naturel non nul : u,(z) = (nz)
Vn
. X -z

a) Démontrer que pour tout x € R : 1 — e = —2isin <§> ez,

Démonstration.

Soit x € R.

w -
jz 2 —e 2
21
= —¢'2 sin <§> X 21

Ve eR, 1 —e® = -2 ¢'3 sin (E)

2 O

b) Démontrer que la série de fonctions ) w, converge uniformément sur tout intervalle [a, 27 — a]
n=1
ot a € |0, 7[. En déduire que la fonction U est continue sur l'intervalle |0, 27].

Démonstration.
Soit a € 10, 7[.
« Remarquons tout d’abord que pour tout n € N* et pour tout x € R :

un(x) = p sin(nx)

vn
Il s’agit alors d’appliquer le résultat de la question 5. en notant, pour tout n € N :
1
ap = :
o vn+1
fo iz sin((n+1)z).
A=la,2m —a] C C.

X

X

L[]
X

La suite ( ) est bien décroissante et de limite nulle.

1
vn+1
x Démontrons que la suite (F},) est uniformément bornée.

Soit n € N et soit € [a, 2w — a]. Remarquons tout d’abord :

1=
=
—
&

F.(z) =

e
Il
o

sin ((k+1) z)

sin (kw)

x 3
1L L

Il
3
+
—
g
/N
@
.
x
8
N———

k=1
— Im nil oike (par.lméam'z%é d? la
k=1 partie imaginaire)
gin ((2tD= .
— Im [ « U2 (comme en question 3.b)

sin (2) avec ¥ & 2w 7)
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On en déduit :

sin (7(7121)55)
| Fo(z)| = |Im ¢ x B~ —
sin (Z)
s sin (L—;l)x)
= |l o x — N * /
3 T
sSin (5)
1 ‘
< m (comme en question 3.b))
B 1 (car la fonction sin
~ sin (%) est positive sur [0,7])

Par ailleurs, comme z € [a, 27 — a] alors :

a < < 2m—a
d a < T < a
onc — — < - =
2 S 9 T
d () < sin(3)
onc sin{=) < sin(—=
2 2
1 1
donc >
sin (%) sin (%)
Finalement :

Vn e N, Vx € [a,27 —al, | Fp(z) ]

(car sur [§,m — §], la fonction sin

admet pour minimum sin (%),
N a a
atteint en § et m — §)

(car la fonction inverse est
décroissante |0, +00[)

1

Cela démontre que la suite de fonctions (F),) est uniformément bornée.

n=0

Ainsi, pour tout a € ]0,7[, le résultat de la question 5. permet de conclure que la série de
fonctions > a, fn (c’est-a-dire la série > w,) converge uniformément sur [a, 27 — al.

« Comme :

x pour tout n € N*| la fonction u, est continue sur [a, 27 — a] (puisque la fonction sin lest),

x la série de fonctions > w, converge uniformément sur [a, 27 — al,

+oo
on en conclut que la fonction U = ) wu,, est continue sur [a, 2w —a] et ce pour tout a € |0, 7]

n=

1

Démontrons alors que la fonction U est continue en tout point zg € |0, 27].

. i) 21 — iy %
Notons ¢ =min (| —, ——— | =
2 2 T — o

2

si xg € [0, 7]

. Alors :

si xg € |, 2m]

a<xy<2mr—a

et comme la fonction U est continue sur [a, 2w — a], elle I'est notamment en .

Ainsi, la fonction U est continue sur |0, 27].

10
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Commentaire

o Dans le programme actuel, le théoréme qui assure la continuité d’une fonction somme d’une
série qui converge uniformément, il est spécifié que 'on peut démontrer la convergence
uniforme sur tout segment de l'intervalle d’étude ou méme sur tout intervalle adapté au
probléme. Dans cette question, c’est le 2™ choix qui est fait : on démontre la convergence

uniforme sur tout intervalle [a, 27 — a.

e On a fait le choix dans cette question d’expliquer pourquoi travailler sur tout intervalle
adapté au probléme permet de conclure quant a la continuité sur l'intervalle en entier. Il
faut savoir faire ce type de raisonnement car un examinateur peut le réclamer lors d’un oral.
A Décrit, au vu du programme officiel, on peut penser qu’écrire :

x pour tout n € N*| la fonction u, est continue sur tout intervalle de la forme [a, 27 — al,

x la série de fonctions > w, converge uniformément sur tout intervalle de la forme
[a, 27 — a] (intervalle adapté au probléme),

doit suffire & récupérer tous les points.

« Il était aussi possible de signaler que la fonction U étant continue sur tout intervalle de la
+o00
forme [a,2m — a], elle I'est aussi sur |J [f,27 — 1] = ]0, 2.

k=1 ]

¢) Pour p entier naturel, on considére la série de fonctions > v, ot pour z réel et n entier naturel

non nul, v,(z) =

n=>1
sin(nx) sin(px)

NG

Démontrer que, pour tout entier naturel p, la série de fonctions > wv, converge uniformément
sur l'intervalle [0, 7[.

On pourra, par exemple, utiliser sans démonstration : Yz € [0,7], — < sin <7>
T

2

Démonstration.

On raisonne comme dans la question précédente. Il s’agit alors d’appliquer le résultat de la
question 5. en notant, pour tout n € N :

x

X

X

X

1
faniz—sin((n+1)z) sin(pz).

A=10,7] c C.
1
La suite | ——— | est bien décroissante et de limite nulle.
( vn+1 )

Il reste a démontrer que la suite (F},) est uniformément bornée.
Soit n € N et soit x € |0, w[. Remarquons tout d’abord :

n+1
= sin(pz) Y sin (kz)
k=1

. (n+1)z
, 42 Sl 2 (comme en question précédente
= sin(pz) xIm | e 2 X ———
sin () avec x & 21 7)

(c’est pour ce point qu’on a supposé x € 10, x| et pas x € [0, 7[)

11
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On en déduit :
sin (7("21)I)

|Fp(z)| = |sin(pz)|x|Im[e 2% x ————~
Sin (f)

|sin (pz) | (comme dans la

S Y ' Soé,
sin (Z) question précédente)
< |px| (car pour tout t € R,
< [ sin(t) | < |¢])
(par décroissance de la

< pzx— fonction inverse sur [0, +00[

et carsin (%) > )

Vn €N, Vo € 0,7, | Fo(z)| < pr \

Cette inégalité est aussi vérifiée en 0 car :
n

F,(0) = > sin(0) x sin(0) =0 < prm
k=0

La suite (F;,) est donc uniformément bornée sur [0, 7.

Ainsi, le résultat de la question 5. permet de conclure que la série de fonctions

> ap fn (Cest-a-dire la série Y wv,) converge uniformément sur [0, 7.
n=>0 n>1

12
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Sujet A

Exercice 2 - (CCINP 2020 PC)

L’objectif de cet exercice est de démontrer la convergence de l'intégrale de Dirichlet :

+oo s
7 :/ sin(t) i@t
0

t

et de calculer sa valeur.

On considére la fonction f : [0, +oo[ x ]0,400] — R définie par :

sin(?)
t

—xt

V(z,t) € [0, +oo[ x |0, +o0], f(z,t)= €

On définit également la fonction u : [0, 4+00[ X ]0, +00[ — R par :

x sin(t) + cos(t)
1+ 22

—xt

V(z,t) € 0,400 x ]0,400[, u(z,t) =
Dans l'exercice, on pourra utiliser sans la démontrer I'inégalité | sin(t)| < |¢| valable pour tout ¢ € R.

Partie I - Préliminaires

7. Soit x > 0. Montrer que la fonction ¢t — f(x,t) est intégrable sur |0, +oo].

Démonstration.

Dans toute la suite :

x pour tout x € [0, +oo, on note : f ¢ f(x,1).
x pour tout ¢ € |0, +oo[, on note : f x> f(z,1).
Soit xg > 0.

« La fonction iwo e e~ 0! est continue sur |0, +o0o[ par produit de fonctions qui le sont.

+oo
Ainsi, l'intégrale / fIO (t) dt est impropre a la fois en 0 et en +oc.
0

« Comme sin(t) ~ t alors :

t—0

t
)= L et o Z0=1_31
f () t © taote t—0

+00
Ainsi, 'intégrale / fxo (t) dt est faussement impropre en 0.
0

sin(t) sin(t)

t

| sin(t) |
t

—xot effl‘ot g efxot

e

e x VYt €]0,+o0], \ixo(t)\ =
(car pour tout t € R, |sin(t)| < [¢])

e =

~+

+00
x L’intégrale / e ! 4t est convergente car xy > 0.
0
Ainsi, par théoréme de comparaison des intégrales généralisées de fonctions continues positives,

+oo
I'intégrale / fxo (t) dt est absolument convergente.
, L

Pour tout zg > 0, la fonction LEO est bien intégrable sur |0, 4-o0].
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Commentaire

e On a renommé en début de question x( la variable x introduite dans I’énoncé. Ce choix se veut
pédagogique et a pour objectif de différencier plus facilement la variable zy de la variable .

e De la méme maniére, on a introduit les notations ix et f . dans l’espoir que cela permette de
différencier plus facilement les fonctions :

(z,t) — f(z,t) x— flx,t) t— f(z,t)

Il est & noter que ces notations ne sont pas au programme. Il faut donc les définir pour pouvoir
s’en servir.

« Rappelons qu’une fonction A est dite intégrable sur un intervalle I de R si :

x h est continue par morceaux sur I,
x D'intégrale / h(t) dt est absolument convergente.
I

o Déterminer I'intégrabilité d’une fonction A sur un intervalle I, c’est déterminer la nature d’une
intégrale. Pour ce faire, la méthodologie est toujours la méme.

1) Etude de la continuité de h sur I.

Dans le cas particulier ou la fonction h est continue (par morceaux) sur le SEGMENT [ = [a, b
b

alors l'intégrale h(t) dt est bien définie. Ainsi, la fonction h est intégrable sur [a, b] et

I’étude prend fin. ¢

b
2) Etude de la convergence de 'intégrale impropre / h(t) dt
a

On est alors dans le cas o la fonction h est continue (par morceaux) sur U'intervalle I = |a, b]
(resp. [a, b], resp. |a, b]).

b
Il faut alors vérifier que l'intégrale généralisée / h(t) dt, impropre en a (resp. b, resp.

a
impropre a la fois en a et en b), est absolument convergente.
Pour ce faire, le bon outil est celui du théoréme de comparaison des intégrales généralisées
de fonctions continues positives.

o Il arrive parfois qu'on se raméne & l'intégrabilité d’une autre fonction par changement de
variable ou par intégration par parties. Lorsque c’est le cas (comme dans la question suivante),
I’énoncé précisera la démarche a suivre.

« Attention & ne pas surinterpréter le point précédent. Lorsque la question consiste a déterminer
la nature d’une intégrale (ou méme d’une série), il est illusoire de penser qu’on va réussir a
résoudre le probléme par un calcul. En particulier, il est (presque) certain que lintégrande
étudiée ne posséde pas de primitive & vue. Si c’était le cas, I’exercice proposé aurait peu
d’intérét : si on connait une primitive, le symbole d’intégration disparait et il ne s’agit plus
d’un exercice d’intégration.

e Le seul cas ou il est pertinent d’envisager le calcul est lorsque 1’énoncé le suggére :
« Démontrer que l'intégrale est convergente et déterminer sa valeur »

Dans ce cas, le théoréme de comparaison est inutile. On calcule I'intégrale sur le SEGMENT [A, b]
(resp. [a, B], resp. [A, B]) et on vérifie que le résultat posséde une limite finie lorsque A — a
(resp. B — b, resp. A — a et B — b).

O
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8. En utilisant par exemple une intégration par parties, montrer que l'intégrale I est convergente si et
seulement si l'intégrale :

/+°° 1 — cos(t) dt
0

t2

est convergente. En déduire que l'intégrale I converge.

Démonstration.

o On procéde par intégration par parties. Sous réserve d’existence :

T 1 — cos(t Feo 1
/ *” dt = / (1 —cos(t)) x — dt
0 t 0 t

o Démontrons alors que le crochet généralisé est convergent.

VS0, cos(t) — 1 :\Cos(t)—1| < |cos(t) |+ | — 1] g%
t t t
t)—1 2
Ainsi : 0 < COS()}ét.
Or:
» 0 — 0,
t——+oo
2
» - — 0.
t t—+oo

Par théoréme d’encadrement, on en déduit :

t2 A
x  Comme cos(t) =1— 5 + tgo(t )
alors cos(t) — 1= —ﬁ + O (tY)
2 t—0
cos(t) — 1 t 3
donc — =3 + tgo (t )
5(t) — 1 t
Ainsi: SO by
t t—0 2 t—0
cos(t) — 1 o
Finalement : { — ] = 0. Ainsi, sous réserve d’existence :

/+°° 1 — cos(t) dt—/+oo sin(t) gt
0 t2 o t

1
lim <C°S(t) ) = 0.
t—>+00 t

convergente si et seulement si 'autre est).

On en déduit que ces deux intégrales sont de méme nature (I'une est

15
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o Il reste alors a démontrer que cette nouvelle intégrale est convergente.

Commentaire

1 — cos(t)
+2
» hy:t+— 1 —cos(t) est continue sur ]0, 4+o0].

h
est continue sur |0, +o00[ car elle est le quotient h = L ou:

x La fonction A : t —
ha

> ho it t2 est:

— continue sur ]0, +o00].
— NE S’ANNULE PAS sur ]0, +o00].

1 —cos(?
x Comme 752() ~ 3 (a l’aide de I'équivalent calculé en début de question) :
t—0
1-— t 1
lim L= cos(t) =
t—0 12 2

o0 1 — cos(t)

2 dt est faussement impropre en 0.

Ainsi, l'intégrale /
0

B ‘1—003(15)’ |1 — cos(t)] 0 (1)

12 - 12 - 2

1
— La fonction ¢t — o) est intégrable en 400 par critére de Riemann avec exposant 2 > 1.

Ainsi, par théoréme de domination des intégrales généralisées de fonctions continues positives,
1 — cos(t)

la fonction
t2

est intégrable en +oo.

o0 1 — cos(t)

Ainsi, I'intégrale généralisée / 2 dt est convergente.
0

sin(t)

dt.

+o0o
Il en est donc de méme de /
0

« On a démontré I'égalité des deux intégrales (sous réserve d’existence) en partant du membre
droit. Il n’y parait rien mais cela élimine en grande partie la difficulté de la question. Si on
part de I, on a naturellement tendance & écrire que par intégration par parties, sous réserve
d’existence :

+oo g +oo 1
/ sin) gy~ / sin(t) x - dt
0 t 0 t

117 oo ~1
= [—cos(t)x} - / (—cos(t)) X — dt
¢ 0 ¢
0
+o0 +o00
cos(t) cos(t)
Tt - p d
o 0
P . . cos(t)
Cependant, le crochet généralisé ne converge pas puisque : hlrn+ = +00.
t—0
L’écriture ci-dessus n’est donc pas autorisée puisque la réserve d’existence ne peut étre levée.
cos(t)

+00
Au passage, il est simple de démontrer que l'intégrale / 2 dt est divergente (la fonction
0

cos(t)

t = =5~ n’est pas intégrable en 0).
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Commentaire

« Dans le point précédent, on a choisi — cos comme primitive de la fonction sin. Ce choix n’était
pas judicieux. Il aurait mieux fallu choisir la fonction ¢t — 1 — cos(¢) (comme suggéré par
I'expression de l'intégrale a obtenir).

Sous réserve d’existence, on obtient alors, par intégrations par parties :

+oo o3 +o0
/ sindt) g _ / sin(t) x © dt
0 t 0 t

= [ (1 —cos(t)) x % Iw - /O+Oo (1 - cos(t)) X ;—21 dt
- [T [T et

« Dans la rédaction, on s’est permis de rédiger « sous réserve d’existence ». Cela sert essentiel-
lement dans le cas de ’énoncé c’est-a-dire lorsque 'on doit démontrer la convergence d’une
intégrale en procédant par intégration par parties. Il est & noter que cette réserve est levée
puisqu’on démontre la convergence du crochet généralisée ET de l'intégrale obtenue.

« Lorsque l'on travaille avec des intégrales généralisées, toutes les étapes de calcul doivent étre
soigneusement justifiées. En particulier :

too 1 _ too 1 +0o0
/ CQOS(t) it >< / Lo - / cosz(t) gt
0 t o 1t 0 t

La propriété de linéarité de l'intégrale ne peut étre utilisée que si les intégrales en jeu sont
convergentes (ce qui n’est clairement pas le cas de celles de droite). O

\.

9. Soit x > 0.
Montrer que t — u(x,t) est une primitive de la fonction t s sin(t) e=** sur l'intervalle ]0, 4+o0].

Démonstration.
Soit xg = 0.

o La fonction u,, : ¢+ zo sin(t) + cos(t)) e ! est dérivable sur lintervalle ]0, +o00]

1+ z0? (
comme somme et produit de fonctions dérivables sur |0, +o0].

e Pour tout t > 0 :

W (1) = e (w0 cos(t) ~sin(®) e 4 (ap sin(t) + cos()) (~a0) )
-1 _:iOQ ((Ms(ﬂ - sin(t)) + ( — 23 sin(t) — M)) e—Tot
—1

= (—sin(t) (1 x0)> e—wot

Ainsi, la fonction u,, est bien une primitive de la fonction ¢ — sin(t) e~ 0"

Commentaire

Cette question consiste uniquement a effectuer une dérivation en la variable ¢. Il suffit de s’appli-

quer pour obtenir les points qui sont offerts par le concepteur. -
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Dans la suite de l'exercice, on définit la fonction F : [0, +00[ — R par :
“+o0o
Vz € [0, +oo], F(z) :/ f(z,t) dt
0

Partie II - Calcul de F sur |0, +o0|

1
10. Montrer que |F(z)| < — pour tout > 0. En déduire la limite de F' en +o0.
x

Démonstration.
e Soit z > 0.
vt € 10, 4o00], sint(t) et = sir;(t) et
L],
2]
< o-ut (car pour tout t € R,
~X

| sin(t) [ < [£])

Ainsi, par croissance de intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant (0 < +00) et car les
intégrales en jeu sont convergentes, on obtient :

/+OO
0
+

+o0o —xt o 1 1 1
/ et dt = [e } = —= ( lim e“—e0> = — (0-1) = —
0 —Z o x T—+00 T T

Enfin, par inégalité triangulaire pour les intégrales généralisées de fonctions intégrables :

+oo o3 +00
og'/ Sm(t)e—“dt'g/
0 t 0

On a bien : Vo > 0, | F(z)| < L.

sin(t)
t

efxt

+oo
dt < / e Tt dt
0

Par ailleurs :

sin(t)
t

e—mt

1
dt = —
x

e Or:
x 0 — 0,
T——+00
1
x — — 0.
€Tr r——+o0
Ainsi, par théoréme d’encadrement : lim | F(z)|=0.
r—r+00
lim F(z)=0
T—+00
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Commentaire

« Méme si cet exercice traite globalement des intégrales a paramétre, il apparait que seule la
question 11. est spécifique a ce chapitre. Les autres questions peuvent toutes étre traitées a
I’aide du chapitre sur les intégrales généralisées.

« Ici, on cherche & déterminer la limite « en £ » d’une intégrale a paramétre. Pour ce faire, on
pourrait utiliser le théoréme de convergence dominé a parameétre continu qui permet d’échanger

+o00
les symboles / et 1irf . L’énoncé indique une autre marche a suivre. Il y a stirement 2
0 T—r+00

raisons a ce choix :

x il faut éviter « d’utiliser un marteau-pilon pour écraser une mouche », c’est-a-dire qu’entre
deux méthodes, il est préférable d’utiliser la plus simple (inutile d’utiliser un théoréme com-
pliqué si une méthode plus directe permet de conclure rapidement).

x l'utilisation des théorémes spécifiques aux intégrales & paramétre est testé dans la question
suivante. On peut donc s’en passer pour cette question.

« Détaillons la rédaction associé au théoréme de convergence dominée.

a) Existence de la limite quand z — 400

Pour tout ¢ € |0, +o0] :

N.B. : peut étre une quantité qui
et =0 dépend de t mais elle ne peut
évidemment pas dépendre de x !

sin(t)

lim f (x) = lim
x—+oo =t T—~+00 t

b) Hypothése de domination

in(¢ ¢ "
Vz € [0,4o00], Vt € ]0,400], Smt( ) oot — smt( ) ‘ et ¢ Smt( ) ’
: sin(t) o o -
La fonction ¢ — 5 est intégrable sur |0, +o00[ d’apreés la question 8.

Ainsi, par théoréme de convergence dominée a paramétre continu :

+00 o +oo i +oo
lim Me_“ dt = / < lim &(t) e_wt> dt = / 0dt = 0
0 0

z—+oo  J t T—+00 t

\.

11. Soit a > 0.
Montrer que la fonction F' est dérivable sur [a, +oo] et que 'on a :

+o0
Vz € [a,+oo[, F'(z) = —/ sin(t) e™*" dt
0

Démonstration.
Démontrons que la fonction F est de classe €’ sur [a, +oo[ par utilisation du théoréme de dérivation
sous le symbole intégrale.

+oo
« Bonne définition de / flx,t) dt
0

Pour tout z € [a, +00], f ot e %! est intégrable sur )0, +oo[ d’aprés la question 7 en

r=a>0.
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12.

o Régularité

in(¢
x Pour tout ¢ € 0, 400[, la fonction f, : z — smt( ) et est de classe ¢! sur [a, +oo|.
x De plus, pour tout z € [a, +o0] :
in(¢
(@) SH;() (—t) x e71% = —sin(t) e t2
« Hypothése de domination
Va € [a,+oof, Vt €]0,+oo[, | —sin(t) e ™" | =|—1] [sin(t)]| e ™" < e < e (¥)

a

Et la fonction ¢ : t = e~ est intégrable sur [0, +oo].

(%) En effet, comme z € [a, +00] :

alors T = a
donc - < —a
donc —xt < —at (cart >0)
_ _ car la fonction exp
donc e Tt L eat (

est croissante sur R)

Ainsi, par théoréme de dérivation sous le symbole d’intégration, la fonction F est de classe €' sur
[a, +o0[. De plus :

Vz € [a,+oo], F'(z) = /+OO f;(x) dt = /+OO —sin(t) e *t dt
0 0

En particulier, pour tout a > 0, la fonction F' est dérivable sur [a, +o0]. O

En déduire que la fonction F' est dérivable sur |0, +oo[ et déterminer une expression de F'(z) pour
tout = € ]0, +oo[. Conclure :

Ve >0, F(z) = g — arctan(x)

Démonstration.
o D’apreés la question précédente, la fonction F' est dérivable sur tout intervalle de la forme [a, +00]
ou a > 0.

+o0
Ainsi, la fonction F est dérivable sur |J [4, 400 = ]0, +o0].
k=1
o Par ailleurs, comme détaillé dans la question précédente, pour tout > 0 :

“+oo
Fl(z) = / —sin(t) e”*t dt
0

= —[u()]; (d’aprés la question 9.)

—+oo

wsin(t) + cos(t) e_m]

- /[/ 1+ 22

—+oo

x sin(t) + cos(t) ot
1+ 22 .

_ < lim xsin(t) + cos(t) e_rt>  zsin{0) + cos(0) o0
t——400

14 22 1+ 22
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« Déterminons cette limite :

xsin(t) + cos(t) _, . e vt (x+1) _,
0 < 122 e 7t | < (m[sm(t)\—f—]cos(t)])l+x2 < o x
Or:
x 0 — 0,
t—+o00
1
(z+1) e @ — 0carz > 0.
1+ 22 t—-+o0

e Tt = .

xsin(t) 4+ cos(t
Ainsi, par théoréme d’encadrement : lim (t) + cos(t)
t—-+o00 1+ 22

1

Finalement, pour tout x > 0, F'(x) = iz
x

o Notons H : x — — arctan(x). D’aprés ce qui précéde :
Vo € 10,400, F'(z) = H'(x)

On en déduit que les fonction F' et H sont égales, & une constante prés, sur 'intervalle ]0, +ool.
Autrement dit, il existe o € R tel que :

Vz € ]0,4o00[, F(z) = H(x)+ a =« — arctan(z)

Enfin : ‘ ‘
xEToo F(x) = zggrloo (o — arctan(z))
= «a— lim arctan(z)
T—+00
= o — 5

Comme lim F(z) =0 alors a = T
z—0 2

On a bien : Vx > 0, F(z) = g — arctan(z). O
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Exercice 3

« On rappelle que R[X] désigne le R-espace vectoriel des polynomes a coefficients réels. Pour n entier
naturel, R, [X] désigne le sous-espace vectoriel de R[X] des polynomes de degré inférieur ou égal a
n. On précise que I'on pourra confondre polyndéme et fonction polynomiale associée.

« Soit P un polynéme de R[X]. On note P sa dérivée n-iéme.

« On considére Iapplication ¢ de R[X] dans lui-méme définie par :
VP e R[X], ¢(P) = (X?—1)P"+2XP

1
2n )
o Les polynémes L,, sont appelés polynomes de Legendre. Pour n entier naturel, a,, désigne le coefficient

dominant de L,,.

Pour n € N, on note U, = (X2 —1)" et L, = U, ™.

Partie I - Quelques résultats généraux

Lax2 1).

13. Déterminer Lo, Ly et vérifier que Lo = 5(

Démonstration.
o Tout d’abord :

o Puis: 1 1 1 .
L — W — = ':7<X2_11)272X:X
TSI A )
« Enfin :
1
= —— _U,?
Ly = 55 U
1
= (2)
2
1 2\ (2)
= 5 (-1)
1 /
= 3 (2 (X2 — 1) 2X) (en dérivant une premiére fois)
4 /
= 5 (-1 x)
1
= 3 (2X x X+ (X?-1) x 1) (en dérivant une deuziéme fois)
1 2
1 2
Lo=1,Li=Xet Ly== (3X*-1)
2 O
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Dans la suite de cette partie, n désigne un entier naturel.

14. Justifier que Ly, est de degré n et préciser la valeur de a,,.

Démonstration.

« Par définition :

Notons alors :

e« On en déduit :

(XZn)(n)

Ly,

k=0
0 = \k
- X7y (i (”) (x2)"* (—1)k>
=1 \k
n n e
~ & <k> SRS
1 n
~ onp (Un)( )
1 2n (n)
= ongpl (X +Rn)
1 on (n) (n) (par linéarité des
2" n! <(X )"+ R ) dérivations successives)
(2n X2n*1)(n71) (en dérivant une premiére fois)

n—2)

(2n x (2n—1) XQ”*2)( (en dérivant une nouvelle fois)

(2n x (2n—1) x (2n —2) in—3)(n—3) (en dérivant une nouvelle fois)

n—(n—1
(2nx (2n=1)x 2n=2)x ... x (20 = (n—2)) X2n—<"—1>)( )

(2n>< 2n—1)x (2n—2) X ... x (n+2) Xnﬂ)(l)

2nx (2n—1)x(2n—2)x ... x(n+2)x (n+1) X"

|
2n><(2n—1)><(2n—2)><...><(n+2)x(n+1)xﬁ;xn
n.

2nx 2n—1)x (2n—2) x ... x (n+2) x (n+ 1) x n!

X’n
n!

Cn)!

n!
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o Ainsi : )
— 2n () (n)
Ln 21 ! <(X ) + R )
|

_ 1 <(2n) x4 Rn(”)>

2n n! n!
|
AL (n')
Enfin :

deg(Rn(")) =deg(Ry) —n=02n—-2)—n=n—-2<n

(Qn) !

2n (n!)2.

Commentaire \

o Dans ’énoncé, il est demandé de « Justifier » que L, est de degré n. Cette terminologie
est souvent associée a des démonstrations courtes et évent)uellement moins formelles. C’est
2n)!
. ISPEEN . n : . 2,
pourquoi on s’est autorisé & démontrer : (X 2”)( ) = (7' X™ sans faire de récurrence.
n!

« Plus précisément, on pourrait démontrer : Vn € N, & (n) ou :

Le polynéme L,, est de degré n et de coefficient dominant

(2n) !

Z(n) : le polynéme L, est de degré n et de coefficient dominant ( ‘)2
2n (n!

15. Montrer que la famille (Lo, ..., Ly) est une base de R, [X].

Démonstration.
La famille 7 = (Lo, ..., Ly) est :

x libre car c¢’est une famille de polynémes non nuls échelonnée en degré.
En effet, d’apres la question précédente :

deg(Lo) < deg(Li) < ... < deg(Ly)
I I I

0 1 n

x telle que : Card (F) =n + 1 = dim (R, [X]).

On en déduit que la famille F est une base de R, [X].

Commentaire \

o On rappelle qu'une famille de polyndémes est échelonnée en degré si elle est constituée de
polynémes de degrés tous différents. Il est possible (et méme fréquent dans les exercices)
que les polynémes des familles échelonnées en degré apparaissent par ordre croissant des
degrés mais il n’est pas nécessaire que ce soit le cas.

o Attention & ne pas oublier I’hypothése de non nullité des polynémes de la famille. Rap-
pelons que toute famille qui contient le polynéme nul est liée.
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16. Pour n € N*, déterminer les racines de U,, en précisant leur ordre de multiplicité, puis justifier qu’il
existe un réel o € | — 1,1 et un réel A, que 'on ne cherchera pas a déterminer, tels que :

U, = MX-1)"'(X+1)" (X -a)

On pourra utiliser le théoréme de Rolle.

Démonstration.
o Tout d’abord :

Up = (X2=1)" = (X=1) (X+1))" = (X=1)" (X+1)"

Les réels —1 et 1 sont les deux seules racines du polynéme U,,.
Elles sont toutes les deux d’ordre de multiplicité n.

« La fonction polynomiale U, est :

x continue sur [—1,1],

x dérivable sur | — 1, 1],
x vérifie Uy (—1) = Uy,(1).
Ainsi, par le théoréme de Rolle, on en conclut qu’il existe o € | — 1, 1] tel que : U} () = 0.

Autrement dit, « est une racine du polynéme U,,’ et il existe donc un polynéme T}, tel que :

U =X —-a)T, ou deg(T,) =deg(Uy)—1=(deg(Uy)—1)—1=2n—1)—1=2n-2

\ Uy = (X —a) Ty,

o Le réel 1 est racine de U, de multiplicité n.
On en déduit que 1 est racine de U,,” de multiplicité n — 1 et comme :

U/()=(1-a)T,(1)=0 e 1—a#0
alors le réel 1 est racine de T}, de multiplicité n — 1. On en déduit qu’il existe V, tel que :

T,=(X-1)"1V, ou deg(V,)=deg(T,)— deg ((X — 1)”*1) =2n—-2)—(n—-1)=n-1

U/ =(X—-a)(X-1)""1V,

o De la méme maniére, —1 est racine de U,, de multiplicité n et donc racine de U, de multiplicité
n — 1. Comme :

U/(1)=(-1-0a) (-1 =1)"1V,(-1)=0 et (~1-0a)(-1-1)""1#0
alors le réel —1 est racine de V,, de multiplicité n — 1. On en déduit qu’il existe W, tel que :
Vo=(X+1D)"'W, ot deg(W,)=deg(V,)—deg((X-1)"=mn-1)-(n—-1)=0

Autrement dit, le polynéme V,, est constant non nul. Il existe donc A # 0 tel que V,, = A.

Finalement : U,/ = (X —a) (X —1)" 'V, = A (X —a) (X —1)" 1 (X +1)» L.
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Commentaire

e On a choisi ici de présenter une rédaction en 2 étapes mais il était possible de factoriser
directement U,," par (X —1)"~! (X + 1)"! en remarquant que —1 et 1 sont des racines de
U, toutes deux de multiplicité n — 1. Une telle démonstration aurait un peu raccourci la
présentation.

« Il y avait encore plus simple. Il suffisait de remarquer :
U/ = n(X-1)"1(X+1)"+(X-1)"n(X+1)"1

— (X - 1) (X 4 1) ((X 1)+ (X — 1))
= 2 (X-1)"l(xX+1)t X

Autrement dit : A =2n et « = 0.

o Il est 1égitime de s’interroger sur l'intérét d’utiliser le théoréme de Rolle alors qu'un calcul
direct permet d’aboutir rapidement. Suggérer 'utilisation du théoréme de Rolle dans cette
question a pour but de préparer le candidat & la suite et plus précisément de ’aider & penser
& utiliser ce théoréme dans la question qui suit.

\ DJ
17. Dans cette question seulement, n > 2. Soit k € [1,n—1]. On suppose qu’il existe des réels a, . . ., oy
deux & deux distincts dans | — 1, 1] et un réel p tels que :
U,® = p(X =) HX +1)" X —ay) - (X —ag)
Justifier qu’il existe des réels 1, ..., Ox+1 deux a deux distincts dans | — 1, 1] et un réel v tels que :

U, = (X = 1) F X 4+ 1) X = B1) - (X = Bror)

Démonstration.

o Par hypothése de I’énoncé :
U = (X =)™ HX 4+ 1) X =) (X = ay)
Comme pour tout ¢ € [1,k], oz € ] — 1,1] alors a; # —1 et a; # 1. On en déduit que :
« le réel —1 est racine de U, *) de multiplicité n — k.
« le réel 1 est racine de U, ¥ de multiplicité n — k.
On en déduit alors que ces deux réels sont racines de multiplicité n — k — 1 du polynéme dérivé
U, 1) Ainsi, il existe un polynoéme Zj tel que :
deg(Zy) = deg (U,**V) —((n—k—1)+(n—k—1))
U, 5D = (X—1)" k(X4 Zp on = (deg(Un) — (k+1)) + (—2n+ 2k +2)
= (2M—k-1)+(-214+2k+2)=k+1

o Notons ag = —1 et ag41 = 1.
Quitte a renommer les réels (deux a deux distincts) ayq, ..., ax, on suppose :

a0:—1<a1<...<ak<1:ak+1

La fonction polynomiale U,*) est

x continue sur [ag, o],

x dérivable sur Jag, 1],

« vérifie U, ™ (ag) = U,,® (ay).

Ainsi, par le théoréme de Rolle, on en conclut qu’il existe 51 € Jag, a1 tel que : (Un(k))/ (1) = 0.
Autrement dit, 81 est une racine du polynome U, #**+1) qui est donc factorisable par (X — £y).
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o De la méme maniére, on démontre qu’il existe :
x B2 € o, as| tel que U,*+1) est factorisable par (X — £s).
X ...
x P € Jag—1, ax| tel que U, 5+ est factorisable par (X — Br).
x Bk € |ak, agk11] tel que U, 5+ est factorisable par (X — Bry1)-
On obtient alors :
—“l=ap<bi<au<fi<ar<...op<Prt1 <agp1 =1
On a donc démontré qu’il existe des réels gy, ..., By+1 deux & deux distincts et un polynéme S

tel que :
U D = (X — 1)U X 4+ 1) k1 (X —81) ... (X = Brey1) X S

ot deg(S) = deg (U, %)) —((n—k—1)+(n—k—1)+ (k+1))
= (2n—(k+1)-(2n—k—-1) =0

En notant S = p, on obtient bien la forme souhaitée.

Commentaire .

« L’énoncé utilise de nouveau la terminologie « Justifier ». Il s’agit essentiellement de s’assurer

de la bonne compréhension du candidat. Celle-ci se mesure :
x par l'introduction des réels ag = —1 et agr1 = 1.
x 'annonce de l'utilisation du théoréme de Rolle sur les intervalles |ag, i, ..., Jak, ap41]-

o Il aurait certainement été préférable que 1’énoncé fasse ’hypothése que les réels aq, ...,
aj sont rangés dans l'ordre strictement croissant. Devoir prendre l'initiative d’un éventuel

renommage de ces variables ajoute une difficulté non nécessaire.
\
=

18. En déduire que, pour n € N*| L,, admet n racines réelles simples, toutes dans [—1,1]. On les note
T1,...,Ty €0 convenant que 1 < -+ - < Tp.

n

On note A4,, = H(X — T)
k=1

En convenant que Ag =1, on a donc : Vn € N, L, = a, A,.

Démonstration.
Soit n € N*.
« Démontrons par récurrence : Vk € [1,n], Z(k), ou :

il existe des réels ayq, ..., ax deux a deux distincts dans | — 1, 1] et un réel
ptels que : U, = (X = 1) F(X +1)" *(X —ay)- (X — ag)
» Initialisation :
C’est le résultat de la question 16.
» Hérédité :
C’est le résultat de la question 17.

(k)

Ainsi, par principe de récurrence : Vk € [1,n], 2 (k).

« En particulier, on en conclut que la propriété Z(n) est vérifiée.
Autrement dit, il existe des réels 1, ..., z, deux a deux distincts dans | — 1, 1] tels que :

U™ = p(X=1)" X +1)" (X —21) - (X —xp) = p(X —z1)--- (X — )
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« Finalement :
L, = 2n’u’n! (X —x1)--- (X —x,) (par définition)

= apn (X —21) (X —xp) (d’apres la question 11.)

Ainsi, pour tout n € N* le polynéme L,, admet n racines simples qui
vérifient : —1 <z < ... <z, < 1. O

Partie II - Etude des éléments propres de ’endomorphisme ¢

19. Prouver que ¢ est un endomorphisme de R[X].

Démonstration.

Soit P € R[X]. Alors : ¢(P) = (X2 - )P” +2X P e R[X].

o Démontrons que 'application ¢ est linéaire.

Soit (A, ) € R
Soit (P,Q) € (R[X])*.

(

(- P+p-Q))(X)

(X2 =1\ P+pQ)"(X)+2X (A P+ p-Q)(X)
(

X2-1)(A-P'(X)+p-Q"(X)) +2X (A PI(X) +p- Q' (X)) (par linéarité de ’évaluation en

un point et de la dérivation)
A ((X2=1DP'(X)+2X P'(X)) +p- ((X?-1)Q"(X) +2X Q'(X))

= A (o(P)(X) + - (6(Q))(X)

(A 6(P) + 1+ 0(@)) (X)

Ainsi: ¢(A-P+p-Q) = A-¢(P)+ p-6(Q).

L’application ¢ est bien un endomorphisme de R[X]. 0

Dans les questions 20 & 25, n désigne un entier naturel.
20. Justifier que R, [X] est stable par ¢.

Démonstration.
Soit P € R,[X]. Comme deg(P) < n, alors :

x deg (P") <n—2etdonc: deg((X?—1)P") = deg((X*—1))+deg(P")
= 2+ deg(P")
< 24(n—2) =n
x deg(P')<n—1letdonc: deg(2XP') = deg(2X)+ deg(P’)
= 1+ deg(P')
< 1+4(n—-1) =n
Enfin :

deg (¢(P)) = deg ((X* — 1) P” +2X P') < max (deg ((X? — 1)P"),deg (2X P')) =

Ainsi : VP € R, [X], ¢(P) € Ry[X]. 0
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On note ¢, 'endomorphisme de R,,[X] induit par ¢.

Cet endomorphisme ¢,, est donc défini par : VP € R, [X], ¢, (P) = ¢(P).

21. On note M = (m; ;)o<ij<n la matrice de ¢, dans la base canonique de R, [X].
Montrer que M est triangulaire supérieure et que : Vk € [0,n], my, = k(k + 1).

Démonstration.
Notons %,, = (Po, P, ,Pn) la base canonique de R,,[X].

o Tout d’abord :
H(P)=(X*—1) P/ +2XP=(X>-1)x0+2Xx0=0=0(0+1)-F
o Puis :
p(P)=(X2—1) P +2X P = (X? - 1)x0+2X x1=2X=2P =1(1+1)- P,
« Enfin, pour tout k € [2,n] :
(6(Py))(X (( ) P! +2X P')(X)
= (X?2-1) P/(X)+2X P/(X)
= (X2-1) k(k-1)X"2 42X kX+!
k(k—1)XFE 42k XF —k(k—1)X+2
= k((k—1)+2) XF—k(k—1)X+2
E(k+1) XF —k(k—1)X+2
(k 1) Py — k(k— 1)Pk—2)(X)
Ainsi :
o(Pr)
= —k(k—=1)-Poo+k(k+1)-P

= mog-Po+...+mp_gp  Peegt+mpop Peoot+mp_1x Peo1+mpp P +mpr1p Peg1+ oo+ mpg - P

Finalement, pour tout (4, j) € [0,n] x [0,n] :
i(i+1) sii=j
m;; = —’i(i—l) Si’i:j—Q

0 sinon

La matrice M est bien triangulaire supérieure et ses coefficients
diagonaux sont définis par : Vk € [0,n], my, = k(k + 1).

Commentaire

« Il convient de remarquer que la matrice M = Maty,_ (¢;,) est une matrice carrée d’ordre n + 1.
C’est le cas car :

x ¢ est un endomorphisme de R, [X],
x dim (R, [X]) =n+1.

« Le concepteur a fait le choix de numéroter les lignes et les colonnes entre 0 et n. C’est un peu
dérangeant car on a plutét ’habitude que la premiére colonne soit numérotée 1 mais cela a
I’avantage d’étre bien plus adapté & la notation de la base canonique dont le premier élément
(Py) est numéroté 0 et non 1.
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Commentaire

« Il n’est pas obligatoire de faire le calcul de ¢(Py) entiérement pour démontrer que la matrice
M est triangulaire supérieure. En effet, il suffit de remarquer que pour tout k € [0,n] :

¢n(Pk) = ¢(Pk) (par déﬁnition de ¢n)

(Pe) (par définition de ¢,
= TRYR et car P e Ri[X] )

Ainsi : ¢, (Py) € Ri[X] = Vect (P, ..., Py) et cela démontre que pour tout ¢ > k, m;j = 0.
\ D v

22. Montrer que ¢, est diagonalisable.
On pourra utiliser la question 21.

Démonstration.

o D’aprés la question précédente :

Sp(¢n) = Sp(Maty,(¢n))

= {mgx | k€ [0,n]}

(car les valeurs propres d’une matrice triangulaire
sont ses coefficients diagonauz)

= {k(k+1) | ke]o,n]}

« La fonction g : x — x (z + 1) est une fonction polynomiale dont le polynéme associé :
x est de degré 2 et de coefficient dominant 1.
x admet —1 et 0 pour racines.

On en déduit que la fonction est strictement croissante notamment sur [0, +ool.
Cette fonction est donc injective sur cet intervalle ce qui permet de conclure que pour tout
(i,7) € [0,n] x [0,n], si i # j alors :

g(i) =i(i+1) #j(i+1) = 9(j)

L’endomorphisme ¢ posséde n + 1 valeurs propres distinctes et agit sur
un espace vectoriel de dimension n + 1. Il est donc diagonalisable. 0

23. Vérifier : Vk € [0,n], (X? — 1)U}, — 2kX Uy, = 0.

Démonstration.
Soit k € [0,n]. Deux cas se présentent.
« Sik=0
/
(X2—1) U} - 2x 0¥ = (X2—1) ((X2 - 1)0) — (X2—1) B} = Ogiy]
e Sik2>1

(X2-1D)UL-2kXU, = (X2-1) ((X2 - 1)k)/ 2k X (X2 1)k
— (XZ2-1) (k; (X2~ 1)k1 2X) 2k X (X2 - 1)k
= 2kX (X2 -1 -2k X (X2 -1)F

= Orpx]

On a bien : Vk € [0,n], (X? — 1) U}, — 2k X Uy, = Ogy)-
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24. Soit k € [0,n]. En dérivant (k + 1) fois la relation de la question 23, montrer grace a la formule de
dérivation de Leibniz :

(x2 -1 UM pox oY —k(k+ 1) U = 0
Démonstration.
o D’aprés la question 23 :
(k+1)
((x2=1) Up - 2wx U = (Oppx) "

(par linéarité

(k+1) (k+1)
2 _ / — =
donc <(X 1 Uk) <2kX Uk) Or(x) de la dérivation)

o Il reste alors a déterminer une expression des deux termes présents dans I'égalité.
x Tout d’abord, si k=0 :

(o) = (- (- 0)) " = (-1 ) = gy

Pour tout k£ > 1, d’aprés la formule de Leibniz :

((X2 —1) U]g)(k-‘rl) _ i <k:+ 1) ((X2 B 1)>(j) <U;/€)(k+1_j)

k ;— 1) ((X2 B 1))(j) (Ué)(’ﬂrl*j)
(2

kel (k+1 @ 7\ k+1=9) (ce découpage est
i Z ( J ) - 1)> <Uk) valable car k+1>2)

2
-5

2 (car pour tout j > 3

" A (kj 1> (e =) ()" ((x2-m)” = OR[);])

e
(k —i— 1) ((Xg B ))( ) (Uk)(k) <k —2|— 1> ((X2 B 1))(2) (U’,g>(k*1)

(k+1)!

_(x?_ (k+2) ety L B
(X2 —1) U,*2) 4 k2X U, 00 1)

X 2 Uk(k)

= (X2-1) U*2 + (k+ 1) 2X U+ 4 k+1kMx2U(k

X (k1)1

k+1)
vk € [0,n], ((X2 —-1) U,g)( = (X2-1) U2 4+ (k+1)2X U,*D + k(k+1) U,®
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x Pour tout k > 0, d’aprés la formule de Leibniz :

(QkX Uk)(m) S <kj1> (2kX)(j : (Uk)(kﬂ_j)

J=0

- éo (k‘;—l) (%X)m (Uk>(k+1j)+j§ <k;u1> (%X)(j) (Uk)(kJrlfj)

1 (ka1 () (k+1—7) (car pour tout j = 2,
- % ( j )(QkX) o) (24) 9 _ e

= (0 o) () ) ()"

= 2kX U,* D) (k4 1) 2k U,®)

(h+1)
vk € [0,7], <2kX Uk) = 2kX U+ 4 (k + 1) 2k U™

On en déduit :
((X2 1) U,;)(M) - (2kX Uk) (e
= ((X2 —1) U*2 4 (k +1)2X U*+D) + k(k+ 1) Uk(k)> - (2kX U + (k+1) 2k Uk(k)>
= (X2-1) U 4 ((k+1)2X — 2kX) Uy* D + (k(k + 1) — (k + 1) 2k) U, *®)

= (X2 1) UH*2 12X U, B — k(k 4 1) U®

Finalement, on a bien : Yk € [0,n], (X2 — 1) Up*+?) 42X U, * 1) — k(k +1) U, "),

Commentaire \

« Dans I’énoncé, il est précisé qu’il faut dériver k + 1 fois la relation obtenue en question 23 en
utilisant la formule de Leibniz. Il n’y a donc aucune initiative & prendre et il faut absolument

traiter ce type de questions ol la méthodologie & utiliser est entiérement décrite. Le concepteur
vous offre des points, il faut les prendre !

« Rappelons qu’il est rare qu’'un baréme soit binaire. Tout ce qui est juste est retenu pour le
candidat. Ainsi, la connaissance de la formule de Leibniz peut a elle seule rappporter un point.

e On a pris soin de traiter a part le cas k = 0 car il parait étonnant de faire apparaitre une
2

somme de 3 termes ( o ) alors qu’on ne dérive que 041 fois. Cependant, si on appliquait
i=0
la formule générale dans le cas k = 0, on obtiendrait :

(x2-1) U,g)(k“)
- 5 () e-n) (@)
()" )" (o) )" () ) ()

L’un des termes est alors dérivé —1 fois ce qui n’a pas de sens. Mais on peut considérer qu’on

n’a pas a le traiter car, par convention : (%) =0. B
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25. Montrer que, pour k € [0,n], le polyndéme Lj est un vecteur propre de ¢,, en précisant la valeur
propre associée. On pourra utiliser la question 24.

Démonstration.
Soit k € [0,n].

B (car deg(Lg) < n
On(Lr) = (Lx) d’apres la question 1/)
= (X?2-1) L] +2X L} (par définition de ¢y,)

1 "
= &*-1 <2k ! U’“(k)) +2X (U®)

1
= o ((X2 —1) U+ 42X Uk(k+1))

1
= 2kl k(k+1) U (d’apres la question 2/)

1

= k(k+1) Ly

Pour tout k € [0,n], Ly # Orx] et ainsi, Ly, est un vecteur propre de
I’endomorphisme ¢,, associé a la valeur propre k(k + 1). O

26. Déduire de ce qui précéde les valeurs propres et les sous-espaces propres associés de ¢.

Démonstration.

« En question 22, on a démontré : Sp(¢,) = {k(k+1) | k € [0,n]}.
On en a déduit que I'endomorphisme ¢,, est diagonalisable car posséde n + 1 valeurs propres et
opére sur R, [X] de dimension n + 1. On en déduit :

n
S dim <Ek(k+1)(¢n)> —n+1
k=0
Comme chaque sous-espace propre est, par définition, de dimension au moins 1, on en déduit :

vk € [0,n], dim (Bygein) (@) =1
D’apres la question précédente :

Vect (L) C Ery1)(Pn)

Par égalité des dimensions, on en déduit, pour tout k € [0,n] : Ejyy1)(¢n) = Vect (Lg).

o Démontrons alors :
Sp(¢) ={k(k+1) | ke N} et VkeN, Eygir)(¢) = Vect (Lg)

On procéde par double inclusion.
(D) Pour tout k € N :

S(Li) = du(Ly) = k(k +1) Ly ( en appliquant la question 24 >

enn==Fketkel[0,n]

Ainsi, Ly est un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre k(k + 1).
On en conclut : Ey11)(¢) D Vect (Ly).

Sp(¢) D {k(k+1) |k €N} ot VEk €N, Egpyr)(¢) D Vet (Ly)
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(C) Soit A € Sp(¢). Démontrons : A € {k(k+1) | k € N}
Par définition de valeur propre, il exsite P € R[X] tel que :

$(P)=A-P et P +#0py
Notons alors m = deg(P). Ainsi :
¢m(P) =¢(P)=X-P et AcSp(om)
Or, d’apres la question 22 : Sp(¢m,) = {k(k + 1) | k € [0,m]}. Finalement, on a démontré :
VA e Sp(¢), Im e N, e {k(k+1) | ke [0,m]}

En particulier, pour tout A € Sp(¢), il existe kg € N tel que : A\ = ko(ko + 1).
Ainsi : Sp(¢) C {k(k+1) | k € N}.

A ce stade, on a déja démontré : Sp(¢) C {k(k+1) | k € N}.
Démontrons alors : Vk € N, Ejy;41)(¢) C Vect (Ly).
Soit k[) € N. Soit P € Eko(koJrl) (¢)

En notant m = deg(P), on obtient alors :
dm(P) = ¢(P) = ko(ko+1)-P

Finalement : P € Ey (1 4+1)(¢m) = Vect (Lko(ko+1))-

Vk € N, Eg41)(¢) C Vect (Ly)

Commentaire

I1 faut bien lire la question posée. Il ne s’agit pas de déterminer Sp(¢,) mais bien Sp(¢). Pour ce
faire, on utilise les résultats démontrés lors de 1’étude sur ¢,,.

=
| -

Dans la suite du probléme, pour P et @) éléments de R[X], on définit :

1
(P,Q) = / P(HQ() dt

1

Partie III - Distance au sous-espace vectoriel R, [X]

27. Justifier que (-,-) est un produit scalaire sur R[X].

Démonstration.
« Démontrons que I'application (-, -) est bien définie sur R[X] x R[X]

Soit (P, Q) € R[X] x R[X].
L’application ¢t — P(t)Q(t) est continue sur le SEGMENT [—1, 1].

1
On en conclut que l'intégrale / P(t) Q(t) dt est bien définie.
-1
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« Démontrons que l'application (-, -) est symétrique

1

(@ P) = Q(t) P(t) dt

-1
1

= / P(t)Q(t) dt (car la loi x est commutative)
-1

= (PQ)

« Démontrons que l'application (-, -) est linéaire a droite

Soit (Ql, QQ) S R[X] X R[X]
Soit P € R[X].

(Pyp1 - Q1+ p2 - Q2)

[P0 (m-0ivm @) @

-1

1 o
_ (par linéarité de
B /1 Pt (,u1 @)+ p2 QQ(t)) dt I’évaluation en un point)
1 o
_ (par distributivité de
B /1 ('ul PO + P(t)Ql(t)) di la loi x sur la loi +)
1 1 L
_ (par linéarité de
M /1 POQ1(E) di + po /1 P{t)Qa(t) dt lintégrale)

= pi{P, Q1) + (P, Q2)

L’application (-,-) étant :

x symétrique,

x linéaire & droite,

elle est linéaire & droite. On en déduit qu’elle est bilinéaire.

« Démontrons que 'application (-, -) est définie positive

Soit P € R[X].
1
x Tout d’abord : (P, P) = / (P(?E))2 dt.
-1
Pour tout ¢ € [-1,1], (P(t))2 > 0.
1
On en déduit alors, par croissance de 'intégrale : (P, P) = / (P(t))2 dt > 0.
-1

1
x Supposons maintenant : (P, P) = / (P(t))2 dt = 0. Démontrons : P = Og[x].
-1

La fonction t — ( P(t) )2 est :
x continue sur [—1,1],
x positive sur [—1, 1],

x d’intégrale nulle sur [—1, 1].
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On en déduit que cette fonction est nulle sur [—1,1]. Autrement dit :
vie[-1,1], (P{#))* = 0
donc Vte[-1,1], P(t) = 0
donc  Vt € [—1,1], t est racine de P

Le polynome P admet une infinité de racines. Cela démontre : P = Og[x].

L’application (-,-) est bien définie et est de plus bilinéaire, symétrique
et définie-positive. C’est donc bien un produit scalaire. 0

1

1 2

On note || - || la norme associée, qui est donc définie par : || f|| = (/ f(t)? dt) .
~1

28. Etablir : V(P,Q) € R[X]?, (¢(P),Q) = — /1 (t? — 1)P'(t)Q'(t)dt, puis :
-1

V(P.Q) € RIXT?, (6(P),Q) = (P,6(Q))

Démonstration.

Soit (P,Q) € R[X]2.

6(P).Q) = / (6(P) (1) Q(t) dt

1

1
_ / (7 = 1) Py + 26 P'(1)) Q)
-1

1
— /1 <2t P(t) + (1> — 1)P"(t)> Q(t) dt

1
= /_1 g ) Q(t) dt (ot g:t— (12 —1)P'(t))
B 1 ! , (par intégration
- Lmen !, - [ s o

1

= (Z=TTP'(1) Q1) — (=12=T) P'(~1) Q(~1) — / (2 = 1) P/() Q'(¢) dt

-1

1
(P, Q) € RIX], (6(P),Q) = — / (2~ 1) /(1) Q'(t) dt

-1

Ainsi, en utilisant I'expression démontrée :

1 1
6(Q), P) = — / - 1)QM)P(t)dt = — / (- DPOQW) dt = (6(P).Q)

-1 -1

Finalement : V(P, Q) € R[X]?, (¢(P), Q) = (¢(Q), P) = (P, ¢(Q)), la

derniére égalité étant obtenue par symétrie. 0
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Sujet B

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel non nul et £ un C-espace vectoriel de dimension n.
Si M € #,(C), on note M la transposée de la matrice M.

Si M € .#,(C), on définit la suite des puissances de M par M° = I,, et, pour tout entier naturel k :
MY = M ME.

De méme, si u est un endomorphisme de E, on définit la suite des puissances de u par v® = idg et,

pour tout entier naturel k : u*t! = w o uF.

Une matrice M est dite nilpotente s'il existe un entier naturel k& > 1 tel que : M* = 0. Dans ce cas, le
plus petit entier naturel k > 1 tel que : M* = 0, est appelé indice de nilpotence de M.

Soit % une base de E. Un endomorphisme de E est nilpotent d’indice p si sa matrice dans % est
nilpotente d’indice p.

0 v o o 0
IR :

On pose : J; = (0) et, pour tout a € [2,400] : Jo =g -. -. o | € A, (C).
0 - 0 1 0

Si A€ #,(C) et B e #,(C), on note diag(A, B), la matrice diagonale par blocs :

diag(A, B) — <§ g) € Myim(C)

Plus généralement, si A1 € #,,(C), Ay € M,,,(C), ..., Ay € #,, (C), on note :

A, 0 - 0
. 0 A
dlag(Al, As, ... ,Ak) = ) S %n1+n2+~-+nk ((C)
: -0
0 -~ 0 A,

A - Nilpotence d’indice 1

7. Que peut-on dire d'un endomorphisme nilpotent d’indice 17

B - Réduction d’une matrice de .#>(C) nilpotente d’indice 2

On suppose : n = 2. Soit u un endomorphisme de E nilpotent d’indice p > 2.
8. Montrer qu'il existe un vecteur z de E tel que : uP~1(z) # 0.

9. Veérifier que la famille (u*(z)) est libre. En déduire : p = 2.

0<k<p—1
10. Démontrer : Ker(u) = Im(u).
11. Construire une base de E dans laquelle la matrice de u est égale a Js.

12. En déduire que les matrices nilpotentes de .#5(C) sont exactement les matrices de trace nulle et de
déterminant nul.

C - Réduction d’une matrice de .#,(C) nilpotente d’indice 2

On suppose : n > 3. Soit v un endomorphisme de E nilpotente d’indice 2 et de rang r.
13. Démontrer : Im(u) C Ker(u) et 2r < n.

14. On suppose : Im(u) = Ker(u). Montrer qu'’il existe des vecteurs ej, es, ..., e, de E tels que
(e1,u(e1), ez, ulea), ..., e, uer)) est une base de E.

15. Donner la matrice de v dans cette base.
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16. On suppose : Im(u) # Ker(u). Montrer qu’il existe des vecteurs ey, e, ..., e, de E et des vecteurs
V1, V2, ..., Up—2y appartenant a Ker(u) tels que (el,u(el),eg,u(ez), oo epuler), v, ,vn_gT) est
une base de F.

17. Quelle est la matrice de u dans cette base?

D - Valeurs propres, polyndome caractéristique, polynémes annulateurs d’une ma-
trice nilpotente

Dans cette sous-partie, A désigne une matrice de .#,(C).
18. Montrer que, si A est nilpotente, alors 0 est I'unique valeur propre de A.
19. Quelles sont les matrices de .#,(C) a la fois nilpotentes et diagonalisables ?
20. Montrer qu'une matrice est nilpotente si et seulement si son polynéme caractéristique est égal a
X",
21. Montrer la réciproque de la question 18.
22. Montrer qu'une matrice triangulaire de ., (C) & diagonale nulle est nilpotente et qu'une matrice
nilpotente est semblable & une matrice triangulaire & diagonale nulle.
23. Démontrer que, si A est une matrice nilpotente d’indice p, alors tout polynéme de C[X] multiple
de XP est un polyndéme annulateur de A.
On suppose que P est un polynéme annulateur de A nilpotente.
2/4. Démontrer que 0 est racine de P.

25. On note m la multiplicité de 0 dans P, ce qui permet d’écrire P = X™ @ ou @ est un polynome
de C[X] tel que : Q(0) # 0. Démontrer que Q(A) est inversible puis que P est un multiple de X?
dans C[X].

E - Racines carrées de matrices nilpotentes

Pour une matrice V' € ., (C) donnée, on dit qu'une matrice R € .#,,(C) est une racine carrée de V'
si: R?2 = V. On se propose d’étudier I'existence et les valeurs de racines carrées éventuelles de certaines
matrices nilpotentes.

1 3 -7
Onnote A= [2 6 —14 | et u 'endomorphisme de C? canoniquement associé a A.
1 3 -7

26. Calculer la trace et le rang de A. En déduire, sans aucun calcul, le polynéme caractéristique de A.
Montrer que A est nilpotente et donner son indice de nilpotence.

27. Démontrer que A est semblable & la matrice diag(.Jz, J1). Donner la valeur d’une matrice P inversible
telle que : A = P diag(J2, J1) P71
On cherche & déterminer I’ensemble des matrices R € .#3(C) telles que : R? = A. On note p endo-
morphisme canoniquement associé a R.
28. Démontrer que Im(u) et Ker(u) sont stables par p et que p est nilpotent.

29. En déduire I'ensemble des racines carrées de A.
On pourra considérer : R' = P"' R P.
On se propose dans cette question d’étudier I’équation matricielle : R? = Js.
30. Soit R une solution de cette équation. Donner les valeurs de R* et RS, puis I’ensemble des solutions
de I’équation.
Plus généralement, soit V' € ., (C) une matrice nilpotente d’indice p. On se propose d’étudier 1'équa-
tion : R? =V.
31. Montrer que, si 2p — 1 > n, alors il n’existe aucune solution.

32. Pour toute valeur de l'entier n > 3, ehiber une matrice V' € ., (C), nilpotente d’indice p > 2 et
admettant au moins une racine carrée.
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