PSI 11 JANVIER 2025
Mathématiques

DS5

Exercice

Soient £ un C-espace vectoriel de dimension finie n > 1, v un endomorphisme de E, m € N* et

AL, - .., Ay m nombres complexes distincts deux a deux.
1. On suppose que u est diagonalisable et que son spectre est {A1,..., Ay}
m
On rappele que dans ce cas £ = € E; ot chaque E; est le sous-espace propre associé a la valeur
=1

propre ;. Montrer qu’il existe une famille (pi)ie[[l’m]] de projecteur non nuls de E tels que :
ks ok
VkeN, v =Y Np; (%)
j=1

2. Dans cette question, on ne suppose plus u diagonalisable.

On suppose qu’il existe une famille (pj)j ] d’endomorphismes non nul de F et que la famille de

€[1,m

scalaires ()‘j)je[[l m Vérifie ().

a) Vérifier que I'on a : VP € C[X], P (u) = > P (\)) p;-

b) Montrer que u est diagonalisable.
On pourra chercher un polynome annulateur de u scindé a racines simples.

X -2
¢) Pour tout j € [1,m], on considére le polynome L; (X) = T[] ﬁ)\k
ke[1lm] ™I k
k]

(i) Déterminer, pour tout couple (i,75) € [1,m]?, L; (\;).
(it) Prouver que la famille # = (Lj)je[[l,m]} est une base de Cp,—1[X].
(iit) Soit P € Cp,—1[X]. Déterminer les composantes de P dans la base 4.
d) Prouver que l'on a : Vj € [1,m], p; = L; (u).

e) Démontrer enfin que les \; sont les valeurs propres de I’endomorphisme .

Probléme

Notations :

o N désigne I'ensemble des entiers naturels et R celui des nombres réels. Pour tout entier n € N, on
note [0, n] Pensemble {p € N;0 < p < n}.

« On note R[X] l'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels.

« Pour tout entier n, R, [X] est 'espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a n.

o Myp(R) désigne 'ensemble des matrices n X n & coefficients réels.

« Pour tout polynéme P € R[X], on note encore P la fonction polynomiale associée définie sur R. On
rappelle qu’un polynéme P est dit unitaire si le coefficient du terme de plus haut degré est égal a 1.

Objectifs : on se propose d’étudier une famille de polyndémes et leurs racines. Dans une premiére partie,
on introduit une famille de polynémes (P,) vecteurs propres d'un endomorphisme de R,,[X]. L’objet de
la seconde partie est ’étude, dans un cas particulier, d’une famille de polynémes orthogonaux. Enfin,
dans la derniére partie, on étudie les valeurs propres d’une matrice pour démontrer une propriété des
racines de ces polyndmes.
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Partie I : Etude d’un endomorphisme

Dans cette partie, on pose :

1.

AX)=X?2-1 , B(X)=2X
Une application linéaire
On considére l'application ® : R[X] — R[X] définie par :
®(P)=AP" + BP'
a) Montrer que, pour tout entier n, la restriction, notée ®,, de ® a R,,[X], définit un endomorphisme
de R, [X].
b) Montrer briévement que :

1

(P,Q) = (P,Q)= [ P®)Q(t) dt

-1
définit un produit scalaire sur R[X]. Vérifier que (X P, Q) = (P, XQ).
Une base de vecteurs propres
a) Soient P et ) deux polynémes. Déterminer deux polynémes U et V tels que :

1

(@(P), Q) — (P, 2(Q)) = / (ABUE) + AV (2)) dt

-1
b) Ecrire la matrice de ®,, : R,,[X] — R,,[X] dans la base canonique {1, X,--- , X"} et en déduire
les valeurs propres de ®,,.

c¢) Montrer qu'il existe une base (P, - - -, P,) de R, [X] formée de vecteurs propres de ®,, unitaires
tels que deg P = k pour tout k € [0, n].

d) Montrer que si i # k alors (P;, P;) = 0. En déduire que P, est dans 'orthogonal de R,,_;[X].

e) Expliciter les polynoémes Py, Pi, P> et Ps, puis déterminer leurs racines.

Partie II : Etude des racines de ces polynomes

3.

Une relation de récurrence

Soit n > 2 un entier.
Justifier 'existence d’un réel A\, tel que :

P,—XP, 1+ MMP1=25,¢ Rn_Q[X}

. Dans cette question, on suppose n > 3

En calculant (X P,_1, Py), pour tout polynéme Py, € R;[X] (avec k < n—3 ), montrer que (S, P) =
0.

Montrer que pour tout entier n > 2, il existe A\, € R et u,, > 0, tels que :
P, = (X - A'rL) P11 — pinPr_a.

Calculer de fagon directe Ao, o, A3 et us.

Montrer que pour tout entier £k € N*, on a :

/1 Pu(t) dt = 0
1

En déduire que P, admet au moins une racine d’ordre impair dans | — 1, 1[.
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7. Soient x1,--- ,x, les racines distinctes d’ordre impair de P, dans | —1,1] et soit @ le polynome
k
[1(X — ;). En considérant @ - P,, montrer que P, a n racines simples dans | — 1, 1[ (on pourra

1

1
raisonner par l’absurde et calculer / Q(t)P,(t) dt en supposant k < n).
-1

Partie IIT : Etude d’une matrice

8.

10.

11.

Etude d’un déterminant

Pour tout entier n > 0, on considére la matrice :

0 gz 0 -~ 0 0
Viz X Es - 000
0 U3 /\3 0 0
M, = Vs € Mn(R)
0 0 0 - A1 JHn

0 0 0 - Vim

a) On pose Qo(X) = 1 et, pour tout entier n > 0,Q,(X) = det (X1, — M,). Calculer Q1(X).
Exprimer @,,(X) en fonction de @p—1(X) et de Qn—2(X) pour n = 2 et pour n = 3.

b) Déterminer, pour tout entier n > 3, une relation entre Q,(X), @n—1(X) et Qn_2(X).

¢) En déduire que toutes les racines de P, sont réelles (résultat déja démontré en 7).

Valeurs propres de M,

On considére M,, comme la matrice d’'un endomorphisme u de R™, muni du produit scalaire usuel

(noté (x,y) — (x | y) ), dans la base canonique. On note a1 < ag < -++ < ap—1 < Qp, les valeurs

propres de M, et (e1, ez, -+ ,en_1,€y,) une base orthonormée de vecteurs propres de M,, tels que

u(e;) = e

a) Soit F; le sous-espace vectoriel de R™ engendré par (ep,ea,--- ,€;). Montrer que sur la sphére
unité de Fj, I'application x — (u(z) | z) atteint un maximum et le calculer.

b) Soit G; le sous-espace vectoriel de R™ engendré par (e;, - - , e,). Montrer que sur la sphére unité
de G;, Papplication x — (u(z) | x) atteint un minimum que 'on calculera.

Une expression des valeurs propres

Soit F' un sous-espace vectoriel de R™ de dimension i. Montrer que G; N F # {Orn} et que si
x € G; N F vérifie ||| =1, alors (u(x) | ) > «;. En déduire :

a; =  min { max (u(z) | :c)}
F sevde R" | zeF|z||=1
dim(F) =1

Une démonstration analogue montre, ce que l'on admettra, que :

;= min { min  (u(z) | x>}
F sev de R™ zEF,||z||=1
dim(F)=n+1—1
a) On note 1 < B2 < -+ < Bp—2 < Bp—1 les valeurs propres de M,_;. En utilisant ce qui préceéde,
montrer que pour tout i € {1,--- ,n—1},ona f; > «a; et a1 =5
b) En déduire que :
ap <P <o < <ap 1< Pr1 < ap
¢) Soit n un entier strictement positif. On sait que P, admet n racines distinctes (z1,---,zy)

rangées par ordre croissant dans 'intervalle | — 1, 1[. Montrer que pour tout i € {1,--- ,n — 1},
le polynoéme P,,_; admet une racine dans chaque intervalle [z;, ;1]




