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DS5

Exercice

Soient £ un C-espace vectoriel de dimension finie n > 1, v un endomorphisme de E, m € N* et

A,y ..., Ay m nombres complexes distincts deux & deux.
1. On suppose que u est diagonalisable et que son spectre est {A1,..., A}
On rappele que dans ce cas E = é E; ou chaque Ej est le sous-espace propre associé a la valeur
propre ;. !

Montrer qu’il existe une famille (pi)ie[[l,m]] de projecteur non nuls de E tels que :

Vk e N, uf = Zl )\;? D; (*)
J:

m
« 1 pt : pour tout j on note p; projecteur sur E; parallélement & @ E;

i=1
e 2 pts: Verlﬁcatlon, pour tout e E, de la propriété :
uk(z) = Zl F(xy) = Z Nywj = E Nipj()
=

2. Dans cette question, on ne suppose plus u diagonalisable.
On suppose qu’il existe une famille (p;) d’endomorphismes non nul de F et que la famille de
vérifie (k).

Jjel1,m]
scalaires ()\j)jeul m]

a) Vérifier que 'on a : VP € C[X], P (u) = > P (\)) pj-

r

T T m
« 1 pt : notons P(X) = 3 apX*, alors, P(u) = 3 apu® = 3 ay <Z A;?pj)
k=0 k=0 k=0 =1

m T m
e Ipt:=>" <<Z ak)\g’?) pj) soit finalement : P(u) = ) P (\))p;
j=1 k=0
b) Montrer que u est diagonalisable.
On pourra chercher un polyndme annulateur de u scindé a racines simples.

« 1 pt : considérons P = [] (X — );) alors P est scindé, a racines simples et vérifie :
j=1
Vjie[l,m],P(\;)=0
« 1 pt : ainsi, d’aprés la question précédente P(u) = 0 (endomorphisme nul) et donc
u admet un annulateur non nul donc u est diagonalisable.

X -
¢) Pour tout j € [1,m], on considére le polynéme L; (X) = ] k.
kefim], N — Ak
k#j

(i) Déterminer, pour tout couple (i,75) € [1,m]?, L; (\;).

0 sii#j

« 2 pts : pour tout couple (i,j) € [1,m], on a L; (\;) = o
1 lorsque i =}
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(i) Prouver que la famille # = (L;) est une base de Cp,—1[X].

JE[1m]

m

« 1 pt : soit (ak)ke[[l,m]' Supposons que Zl ajL;j = Og[x
]:

« 1 pt : pour tout k € [1,m], <Z aij> (M) = > ajLj (M) = ap =0, et la famille %
j=1 j=1

est libre
« 1 pt : de plus Card(#) = m = dim (C,,,—1[X])

(iit) Soit P € Cp,—1[X]. Déterminer les composantes de P dans la base A.

m
« 1 pt : il existe une unique famille de scalaires (a;) tels que P = ) a;L;
=1

=

jelt,m]
m
« 1 pt : pour tout k€ [1,m],P(A\g) = > a;Lj (M) = ag
j=1
d) Prouver que l'on a : Vj € [1,m], p; = L; (u).
m m
« 1 pt: d’aprés 2.a), Lj(u) = > Li(Me)pe = D 0k Dk = DPj
k=1 k=1
e) Démontrer enfin que les A\; sont les valeurs propres de I’endomorphisme u.
m

« 1 pt : comme u est annulé par P = [[ (X — );), on a déja : Sp(u) C {\1,..., A\n}
j=1

« 0 pt : pour tout jy € [1,m], comme p;, # 0, il existe au moins z € E tel que pj,(z) # 0
« 1pt:u(pj(z) = (uwoLj(u)(x) = Lj(u)(ulx)) = pj(ulx)) = pj (Zl Aij(ﬂf))
]:

olpt::

1M

(N (s 0 y)) () = f: M (Liy L) (u)(2)

« 1 pt :sij+#jo,Lj,L; a pour racines \q,...,\, et donc, (Lj;,L;) (u) = 0.
Sinon, L;,L;, = Lj,.

Donc, u (pj, (7)) = Ajopjo ()

Probléme

Notations :

« N désigne ’ensemble des entiers naturels et R celui des nombres réels. Pour tout entier n € N, on
note [0,n] 'ensemble {p € N;0 < p < n}.

« On note R[X] I'espace vectoriel des polynémes a coefficients réels.

« Pour tout entier n, R, [X] est 'espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a n.

o Myp(R) désigne 'ensemble des matrices n X n a coefficients réels.

« Pour tout polynéme P € R[X], on note encore P la fonction polynomiale associée définie sur R. On
rappelle qu’un polynéme P est dit unitaire si le coefficient du terme de plus haut degré est égal a 1.

Objectifs : on se propose d’étudier une famille de polyndémes et leurs racines. Dans une premiére partie,
on introduit une famille de polynoémes (P,,) vecteurs propres d’un endomorphisme de R,,[X]. L’objet de
la seconde partie est ’étude, dans un cas particulier, d’une famille de polynémes orthogonaux. Enfin,
dans la derniére partie, on étudie les valeurs propres d’une matrice pour démontrer une propriété des
racines de ces polyndmes.
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Partie I : Etude d’un endomorphisme
Dans cette partie, on pose :
AX)=X?2-1 , B(X)=2X
1. Une application linéaire
On considére 'application ® : R[X] — R[X] définie par :
®(P) = AP" + BP'
a) Montrer que, pour tout entier n, la restriction, notée ®,, de ® a R,,[X], définit un endomorphisme
de R,[X].
o 1 pt : linéarité de
e 1 pt: deg (AP” + BP') < max (deg(AP”),deg(BP’))

e 1 pt: deg (AP” + BP') < max (deg(A) + deg(P"),deg(B) + deg(OP’))

b) Montrer briévement que :

1
(P,Q) — (P,Q) = /1 P(t)Q(t) dt

définit un produit scalaire sur R[X]. Vérifier que (X P, Q) = (P, XQ).
« 1 pt:(,.) est & valeurs dans R et symétrique

« 1 pt : (,,.) linéaire par rapport a la seconde variable
1

« 1 pt : pour P € R[X], (P, P) —/ P(t)*dt >0
~1

« 2 pts : si cette quantité est nulle alors P? est nul sur [-1,1] (positif, continu,

d’intégrale nulle) et donc P = 0 (polyndéme avec une infinité de racines)
1

. 1pt: (XP,Q)= / tP(L)Q(t) dt = (P, XQ)

-1
2. Une base de vecteurs propres
a) Soient P et ) deux polynémes. Déterminer deux polyndémes U et V tels que :

1

@(P).Q) - (P.8(Q) = [ (AU + AV (D) di

-1

1
e 2 pts : comme B=A": (®(P),Q)— (P, ®(Q)) = /1 (P"Q — PQ")A+ (P'Q — PQ")A")
e 0 pt : comme (P"Q — PQ")A+ (P'Q — PQ')A’ est la dérivée de (P'Q — PQ’)A alors
(@(P),Q) = (P,2(Q) = [ (PQ-PQHA]" =0

b) Ecrire la matrice de ®,, : R, [X] — R, [X] dans la base canonique {1, X,---, X"} et en déduire
les valeurs propres de ®,,.

00 -2 0 ... 0
02 0
e« 2 pts: M, = 0 0 6 0 € Mp+1(R)
—n(n—1)
- t. . 0
00 ... ... ... nmn+1

« 1 pt : comme cette matrice est triangulaire Sp(®(n)) = {k(k+1)/ 0 < k < n}
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c) Montrer qu'il existe une base (P, - - -, P,) de R, [X] formée de vecteurs propres de ®,, unitaires
tels que deg P, = k pour tout k € [0, n].

e 1 pt : &, posséde n + 1 valeurs propres distinctes et est un endomorphisme de
R,[X] de dimension n + 1.
Donc les sep sont tous de dimension 1

e 1 pt: &, posséde une valeur propre de plus que ®;. Il y a donc un vecteur propre
de ®;,1 qui n’est pas vecteur propre de ®; et qui est donc de degré k + 1

e 1 pt : un multiple d’un vecteur propre étant encore propre, on peut se ramener
au cas d’un polynéme unitaire

d) Montrer que si i # k alors (P;, P;) = 0. En déduire que P, est dans l'orthogonal de R,,_;[X].
e 2 pts : (D(P),P) = (P;,,®(Py)) et donc \(P;, Py) = M\(FP;, P;) et comme \; # A,

(Pi, Pg) =0
« 1 pt: en particulier pour tout k € [0,n], P est dans I’orthogonal de Vect (FPy, ..., Px_1) =
Ri([X]

e) Expliciter les polynémes Py, Pi, P» et Ps, puis déterminer leurs racines.

elpt: Ph=1, PL=X
CaptiB- X Lo (X )+

e2pt: P=X(X2-3) = X(X - ) (X +¥)

Partie II : Etude des racines de ces polynoémes

3. Une relation de récurrence

Soit n > 2 un entier.
Justifier 'existence d’un réel A\, tel que :

P,—XP, 1+ MP,_1=05,€ Rn_g[X}.

o 1 pt : P, est unitaire de degré n, P,,_; est unitaire de degré n donc X P,,_; est unitaire
de degré n et P, — XP,_1 est de degré au plus n —1

o 1 pt : en prenant pour )\, opposé du coefficient du terme de degré n — 1, on obtient
le résultat

4. Dans cette question, on suppose n > 3

En calculant (X P,_1, Py), pour tout polynéme P, € R;[X] (avec k < n—3 ), montrer que (S, P) =
0.

e 1 pt: (XP,_1,P;) =(Py—1,XP;) =0 car XP, € R,,_3[X] et est donc orthogonal a P,,_;
o 1 pt: (S, Pr) = (Pn, Pr) — (X Poo1, Pr) + A Po—1, Pr) = (Pn, Pr) = 0

5. Montrer que pour tout entier n > 2, il existe A\, € R et u,, > 0, tels que :
Pn = (X - An) Pn—l - ,U/nPn—Q‘

Calculer de fagon directe Ao, 2, Az et us.
« 1 pt:
« 1 pt:
« 1 pt:
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6. Montrer que pour tout entier k € N*, on a :

/1 Pu(t) dt = 0
—1

En déduire que P, admet au moins une racine d’ordre impair dans | — 1, 1].
o 1 pt H
o 1 pt N
« 1 pt:

7. Soient x1,--- ,xy, les racines distinctes d’ordre impair de P, dans | —1,1[ et soit @ le polynéme
k
[T(X — ;). En considérant @ - P,, montrer que P, a n racines simples dans | — 1, 1[ (on pourra
1

1
raisonner par l’absurde et calculer / Q(t)P,(t) dt en supposant k < n).
-1

o].pt:
« 1 pt:
o].pt:

Partie III : Etude d’une matrice

8. Etude d’un déterminant

Pour tout entier n > 0, on considére la matrice :

0 Vaz 0 -+ 0 0
ViE e g - 00
0 U3 )\3 0 0
M, = Vs € M (R)
0 0 0 - A1 lin

0 0 0 - Vim
a) On pose Qp(X) = 1 et, pour tout entier n > 0,Q,(X) = det (X1, — M,). Calculer Q1(X).
Exprimer @,,(X) en fonction de @p—1(X) et de Qn—2(X) pour n = 2 et pour n = 3.
elpt: Q(X)=X
e 1 pt: QoX) =X(X —A2) — p2 = (X — A2)Q1(X) — p2Qo(X)
o 2 pts : Q3(X) = (X — A3)Q2(X) + /3(—/3X) = (X — A3)Q2(X) — p3Q1(X)
b) Déterminer, pour tout entier n > 3, une relation entre @, (X), @n—1(X) et Qn—2(X).
« 1 pt : en développant par rapport a la derniére colonne dans Q,(X), Q.(X) =
(X - )\n)Qn—l(X) + vV NnAn—l(X)

e 1 pt:ou A, _;(X) est un déterminant de taille n—1 que ’on développe par rapport
a sa derniére ligne pour obtenir Q,(X) = (X — \,)Qn-1(X) — pnQn—2(X)

¢) En déduire que toutes les racines de P, sont réelles (résultat déja démontré en 7).
o1 pt .
o1 pt .
e« 1 pt:
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9. Valeurs propres de M,

On considére M,, comme la matrice d'un endomorphisme u de R™, muni du produit scalaire usuel

(noté (z,y) — (x| y) ), dans la base canonique. On note a1 < ag < -+ < ay—1 < ap, les valeurs

propres de M, et (e1,ea, - ,en—_1,€,) une base orthonormée de vecteurs propres de M, tels que

u(e;) = aze;.

a) Soit F; le sous-espace vectoriel de R™ engendré par (ep,ea,--- ,e;). Montrer que sur la sphére
unité de Fj, application 2 — (u(x) | ) atteint un maximum et le calculer.

i
« 1 pt : soit x € F;. On peut ’écrire x = > xpe; et come (e;) est une BON (u(x)|z) =
k=1

Z akxk azkzl 931<; = %H«T”

. 1 pt : avec égalité pour x = e;. Ainsi : maxep, (o= (u(z)|7) = o
b) Soit G; le sous-espace vectoriel de R™ engendré par (e;, - - , e,). Montrer que sur la sphére unité
de G;, Papplication x — (u(z) | x) atteint un minimum que ’on calculera.
i
e« 1 pt : soit z € F;. On peut ’écrire © = ) xre; et comme (e;) est une BON :
k=1

(u(x)|z) = Z Ty, < azZ i = aillz]?

« 1 pt: avec egallte pour z = ¢;. Ainsi : max,cp, |z|=1 (w(7)[7) = a;
10. Une expression des valeurs propres

Soit F' un sous-espace vectoriel de R™ de dimension i. Montrer que G; N F # {0}rn et que si
x € G; N F vérifie ||z|| = 1, alors (u(z) | ) > «;. En déduire que :

e 1 pt : dim(F' N G;) = dim(F) + dim(G;) — dim(F + G;) = n+ 1 — dim(F + G;) > 1 donc
FNnG; #{0}

« 1 pt : d’aprés la question précédente (u(x)|z) > «; pour z unitaire dans G et donc a
fortiori dans G N F;. Comme il existe un tel z (puisque F' N G; contient une droite) :

maX,e gz =1(w(T)|T) > o
« 1 pt : comme ceci est vrai pour tout sous-espace F' de dimension i (la borne inférieure

est le plus grand des minorants et a; est un minorant) : a; <infr sev ae &0 {Max,epjp=1 (w(z)|z)}
dim(F)=1

11. Une démonstration analogue montre, ce que ’on admettra, que :

;= min { min  (u(z) | :r>} .
F sev de R” z€F)||z|]|=1
dim(F)=n+1—1

a) On note B1 < B2 < -+ < Bp—2 < Bp—1 les valeurs propres de M,_;. En utilisant ce qui précéde,
montrer que pour tout i € {1,--- ;n—1},ona f; > a; et a1 = b
o 1 pt H
o 1 pt .
o 1 pt H

b) En déduire que :
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o 1 pt H
o1 pt .
o 1 pt H
¢) Soit n un entier strictement positif. On sait que P, admet n racines distinctes (z1,---,xp)
rangées par ordre croissant dans 'intervalle | — 1, 1[. Montrer que pour tout i € {1,--- ,n — 1},

le polynoéme P,,_; admet une racine dans chaque intervalle [z;, z;1].
o 1 pt H
e« 1 pt:
e« 1pt:




