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DS5

Exercice

Soient £ un C-espace vectoriel de dimension finie n > 1, v un endomorphisme de E, m € N* et

A,y ..., Ay m nombres complexes distincts deux & deux.
1. On suppose que u est diagonalisable et que son spectre est {A1,..., A}
On rappele que dans ce cas E = é E; ou chaque Ej est le sous-espace propre associé a la valeur
propre ;. !

Montrer qu’il existe une famille (pi)ie[[l,m]] de projecteur non nuls de E tels que :

Vk e N, uf = Zl )\;? D; (*)
J:

m
« 1 pt : pour tout j on note p; projecteur sur E; parallélement & @ E;

i=1
e 2 pts: Verlﬁcatlon, pour tout e E, de la propriété :
uk(z) = Zl F(xy) = Z Nywj = E Nipj()
=

2. Dans cette question, on ne suppose plus u diagonalisable.
On suppose qu’il existe une famille (p;) d’endomorphismes non nul de F et que la famille de
vérifie (k).

Jjel1,m]
scalaires ()\j)jeul m]

a) Vérifier que 'on a : VP € C[X], P (u) = > P (\)) pj-

r

T T m
« 1 pt : notons P(X) = 3 apX*, alors, P(u) = 3 apu® = 3 ay <Z A;?pj)
k=0 k=0 k=0 =1

m T m
e Ipt:=>" <<Z ak)\g’?) pj) soit finalement : P(u) = ) P (\))p;
j=1 k=0
b) Montrer que u est diagonalisable.
On pourra chercher un polyndme annulateur de u scindé a racines simples.

« 1 pt : considérons P = [] (X — );) alors P est scindé, a racines simples et vérifie :
j=1
Vjie[l,m],P(\;)=0
« 1 pt : ainsi, d’aprés la question précédente P(u) = 0 (endomorphisme nul) et donc
u admet un annulateur non nul donc u est diagonalisable.

X -
¢) Pour tout j € [1,m], on considére le polynéme L; (X) = ] k.
kefim], N — Ak
k#j

(i) Déterminer, pour tout couple (i,75) € [1,m]?, L; (\;).

0 sii#j

« 2 pts : pour tout couple (i,j) € [1,m], on a L; (\;) = o
1 lorsque i =}
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(i) Prouver que la famille # = (L;) est une base de Cp,—1[X].

JE[1m]

m
« 1 pt : soit (ak)ke[[l,m}]' Supposons que '21 ajLj = Og[x
j:

« 1 pt : pour tout k € [1,m], <Z aij> (M) = > ajLj (M) = ap = 0, et la famille #

7j=1 j=1

est libre
« 1 pt : de plus Card(#) = m = dim (C,,,—1[X])
(iit) Soit P € Cp,—1[X]. Déterminer les composantes de P dans la base Z.

m
« 1 pt : il existe une unique famille de scalaires (aj>je[[1 m] tels que P = ) a;L;
k) j:1

m
« 1 pt : pour tout k € [I,m], P (\g) = > a;L; (M) = ax
j=1
d) Prouver que l'on a : Vj € [1,m], p; = L; (u).
m m
« 1 pt: d’aprés 2.a), Lj(u) = > Li(Ae)pk = D 0k Dk = Dj
k=1 k=1

e) Démontrer enfin que les \; sont les valeurs propres de I’endomorphisme u.

m
« 1 pt : comme u est annulé par P = [[ (X —\;), on a dé&ja : Sp(u) C {A1,..., A}
j=1

« 0 pt : pour tout jy € [1,m], comme p;, # 0, il existe au moins x € E tel que pj,(z) # 0
« 1pt:u(py(z) = (woLj(w)(x) = Lj(u)(u(@)) = pj(uz)) = pj (Zl Aij(Q?))
]:

elpt:...=

s

(Aj (Pjo 0 pj)) () = i Aj (Ljo L) (u)(x)

e 1 pt :sij+#jo,Lj,L; a pour racines \q,...,\, et donc, (L;,L;) (u) = 0.
Sinon, LjoLjo = Ljo'

Donc, u (pj, (7)) = Ajopjo ()

Probléme

L’objectif du probléme est d’établir, par des méthodes euclidiennes, des théorémes d’approximation
par des polynomes ou des exponentielles-polynémes de certaines fonctions définies sur [0, +oo[ ou sur

R.
Les parties I et II sont indépendantes. La partie III utilise les résultats des parties I et II.
Etant donné un intervalle I de R, on appelle fonction polynomiale sur I toute fonction de la forme

n
fiI—=Raxw— ), Az, ol n est un entier naturel et A, ..., A\, des nombres réels.
k=0

I. Résultats préliminaires

I.1. Etude d’une série entiére

Pour tout réel x strictement positif, on pose
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1. Montrer que la fonction I' est bien définie, et & valeurs strictement positives.
« 1 pt : Soit zg > 0. La fonction f,, : t — t**~! e~ est continue sur R

« 1 pt : intégrabilité en 0 (fz, (%) et 1 —xzp<1)

~
t—0 tlfxo

12
e 1 pt : f;, est continue sur R* et : Vt € RY, f;,(t) > 0. Ainsi : I'(zg) > 0

1
« 1 pt : intégrabilité en +oo (fy, () = o ( >)
t— oo

2. A D'aide d’'une intégration par parties que I'on justifiera avec soin, montrer que I'(z + 1) = 2T'(z)
pour tout x > 0.
« 3 pts:

x 1 pt : sous réserve de convergence, par IPP
+oo oo
x 1pt:T(z+1) = [t“”fe*t]o +/ ct® et dt
0

x 1 pt : le crochet vaut 0 4+ convergence

Fn+a+1)

Soit a un réel strictement supérieur & —1. Pour tout n € N, on pose a, = '
n!

3. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére ) a,a".

F((n+a+1)+1)  (n+a+1)In+asr]) )

~

n+1)T(n+a) (n+1)LpteaFl) noteo  notoo

1
e 1pt: R= 1 par critére de d’Alembert

an+1
Qn

o 1 pt:

4. Montrer :
S MNa+1)
apr" = ———— pourtout r € | — R, R
P e S
0o 400
On pourra effectuer une permutation des symboles > et , que 'on justifiera soigneusement.
n=0 0

tn-i—oz " e—t

o 1 pt : la fonction f, : t — est intégrable sur R* d’aprés la question 1

(l‘ to)n
n!

n!

o 1 pt : la série > f,(ty) est convergente car la série ) est convergente en tant

que série exponentielle de paramétre x g et :
+00
f(t) — Z fn(t) — (Ao teTt — o e(zfl)t
n=0

« 0 pt : la fonction f est continue par morceaux sur R’

+o0 |x‘n
« 1 pt : pour tout n € N, / fa(t) di = —= D(n+a+1) = ap |z[".
0 mn.
Or, d’aprés la question précédente, comme z € | — 1,1], la série > a,|z|" est conver-
gente

o 1 pt : par théoréme d’intégration terme a terme, la fonction f est intégrable sur R*

et, avec le changement de variable | v = (1— )t

+oo Foo +oo 1 Hoo a+1)
ap " = ft)dt = / L — / ue Ydu = ——
by IRy = Jy (- a)or
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I.2. Projections orthogonales

Dans cette partie, E désigne un R-espace vectoriel, pas nécessairement de dimension finie, muni d’un
produit scalaire (-,-). On note || - || la norme associée a ce produit scalaire, définie par ||z|| = (x, z)/?
pour tout z € F.

Soit F' un sous-espace vectoriel différent de {0} et de dimension finie de E.

5. Donner la définition de la projection orthogonale 7 sur F'.

« 1 pt : comme F est de dimension finie : £ = F @ F+ et F = (F1)*,.
La projection orthogonale 75 sur F est la projection sur F parallélement a F-

On fixe (e, ..., e,) une base orthonormale de F, et z un vecteur de E.
n

6. Montrer que mp(x) = > (z,€;)€;.
i=1

« 1 pt : Soit z € E. Comme E = F @ F*, alors il existe (y,2) € F' x F*- tel que : = =y + 2.
n

De plus, comme (eq,...,e,) est une BON, alors : y = >_ (y,¢;) - ;.
i=1

« 1 pt: Pour tout i € [1,n], (z,e;) = (y,e;)+ (zc€;) = (y,e;). Donc : mp(x) =y =

-

(x,€e;) €.

=1

7. Montrer enfin que

e — @) = o] = 3 (@, e)?

i=1

e 1pt:|z|? =|(z—7p(z)+7p(2)|? = ||z —7r(2)|? +||7r(z)||* par théoréme de Pythagore
car 7p(z) € F est orthogonal a 2 — np(x) € F-

o 1 pt : d’aprés la question précédente

n

I# = llz* ~ll7r@)?* = lzl* = X (2, e)?
i=1
1=

[ — mr(x)

II. Polynémes de Laguerre

Dans toute cette partie, on fixe un réel a > —1, et on note F, I’ensemble des fonctions continues

+oo
f:]0,400] — R telles que l'intégrale / 2%~ f(x)? dx est convergente.
0

a? + b?

8. Montrer que, pour tout (a,b) € R?,|ab| < 5
+ 1 pt : il suffit de remarquer (|a| — |b|)2 >0

+oo
9. En déduire que, si f et g sont deux éléments de E,, I'intégrale / x%e " f(x)g(x) dr est conver-
0

gente.

« 1 pt : la fonction = — z*e ™ f(r) g(x) est continue sur R’ car elle est le produit de
fonctions continues sur R’
o 1 pt : pour tout = > 0, d’aprés la question précédente :

w o (F@)° + (9(2)”

0 < |[2%e ™™ f(z)g(z)] < 2%e 5

+00o +00
« 1 pt : comme (f,g) € E2, les intégrales / x%e ” (f(m))2 dr et / z%e ™™ (g(x))2 dx
0

0
sont convergentes. On conclut par théoréme de comparaison
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10. En déduire que E, est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel ([0, +-00[,R) des fonctions
continues de [0, +oo[ vers R.
« 1 pt: E, C C°([0, +oc[,R) par définition de E,
« 1 pt: E, # d. En effet, la fonction nulle appartient a F, car...
« 2 pts : stabilité de E, par combinaison linéaire

x 1 pt : la fonction - f + p- g est continue sur R, car elle est la combinaison linéaire
de fonctions continues sur R,

x 1 pt : pour tout x >0 :

e (N f+p- g)(:p))2 = Ma%e™® (f(:z:))2 + 2 \uz*e ™ f(x) g(x) + p?z*e ™™ (g(:ﬂ))2

400
Ainsi l’intégrale / e (A f+p- g)(a:))2 dx est convergente car elle est la

combinaison linéaire d’intégrales convergentes. Et on conlut grace a la linéarité de
Pintégrale
11. Montrer que toute fonction polynomiale sur [0, +oo] est élément de E,.
« 1 pt : Soit f une fonction polynomiale sur [0,+oc0[. Alors la fonction f est continue
sur R,

« 1 pt : comme la fonction f? est encore polynomiale, alors il existe d € N et (ay,...,aq) €

d
R+ tels que : (f(x))2 = > apat

d
e 1 pt : pour tout =z >0, z%e™” (f(:l:))2 =3 aqpatke ™
k=
0 .
Or, pour tout k € [0,d], d’aprés 1, ’intégrale / Ot =1 o= g0 est convergente.
0

“+oo
On en déduit que l’intégrale / z%e ™ (f(x))2 dr est convergente car elle est la

combinaison linéaire d’intégrales convergentes

Pour tout entier naturel n, on définit les fonctions
©n 0,400 = R,z s 2" T% "

et
Uy, 10, 400 = R,z — a:*aexgogn)(:c)

ol la notation w%")

0) _ )

désigne la dérivée d’ordre n de ¢, (avec la convention ¢y’ = ¢

12. Calculer g, 1 et 1.
e 1 pt:typ:zr— x*aexcp(()o)(x) =xr %e"2%e " =1
elpt:g):iz— (a+1)zve® —ztle ™.
Donc : ¢y iz~ (a+1) —x
elpt:ghiz— (a+2)(at+1)z%e™®—2(a+2)x*Tle™® + 29722,
Donc : 9 : 2+ (a+2)(a+1) —2(a+2)z + 22
13. Pour tout n € N, montrer que la fonction 9, est polynomiale. Préciser son degré et son coefficient
dominant.
e« 1 pt : on note g, : v — 2% Alors g, est de classe €°° sur R’ et, par récurrence
immédiate :

k=1
VkeN, ¢® gz ( H(a—i)):pa_k
i=0
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e 1 pt:onnote h:z+ e ". Alors h est de classe > sur R et :
VkeN, Wz (=1)Fe

« 1 pt : par formule de Leibniz, pour tout = > 0 :

AP = s x V@) = (1) @) n P a)

k=0

On en déduit (iue Y, est polynomiale sur R%. Son degré est n et son coefficient
dominant est (—1)"

Dans la suite, on identifie 1,, & son unique prolongement continu a [0, +oo[, qui est une fonction
polynomiale sur [0,+o00[. Cela permet de considérer v,, comme un élément de E,, ce qu'on fera
désormais.

Pour tout (f,g) € E2, on pose
+oo
()= [ e pa)gads
0

14. Montrer que (-, -) est un produit scalaire sur E,.
« 1 pt : ’application (-,-) est bien définie sur E2 d’aprés 9, et est symétrique
« 1 pt : application (-,-) est linéaire a droite par linéarité de ’intégrale
« 1 pt : Papplication (-, -) est positive par positivité de ’intégrale (les bornes étant dans
I’ordre croissant)

« 1 pt : I'application (-,-) est définie positive car 'intégrale d’une fonction continue
positive est nulle si et seulement si cette fonction est identiquement nulle

Dans la suite, on note || - ||, la norme associée a ce produit scalaire, définie par

1/2

+o0
I flle = (/0 e‘”xaf(x)de> pour tout f € E,

15. Soit n un entier > 1. Pour tout entier k € [0,n — 1], établir que
g“) () — 0 quand z tend vers 0 par valeurs strictement positives,

et que
#P@)= o (c7F)

T —+o00
« 1 pt : d’aprés les calculs de la question 13, pour tout k € [0,n — 1], pour tout = >0 :
k

eP(z) = 3 <<k> (—1)k— i]:[I(n—i—oz —j) x antaTie® )

i=0 ? j=0
e« 1 pt:pourtoutic[0,k] :n+a—i>a+1>0 (car k <n—1). Donc : lirr%) gt =,
T—r
D’ou : lim cp,(@k)(x) =0
z—0

o 1 pt : pour les mémes raisons qu’au point précédent

() i
en () _ i <<k> (—1)k r[l(n+a—j)><x”+°‘_ieg2c> — 0

e,% i=0 7 =0 z—0
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16. Soit m et n deux entiers naturels. Montrer que :
+o00
metin) = (1" [ 6D @pu(a) da

0

En déduire que la famille (¢y,),,cy est orthogonale pour le produit scalaire (-, ).

« 3 pts : démontrer par récurrence : Vk € [0,n], #(k) ou:

+o0
D) (s ) = (—1)F /0 B () o) (z) da

x 1 pt : initialisation
x 2 pts : hérédité

e« 1 pt : si m # n, on peut supposer sans perte de généralité m < n. Comme 1, est
polynomiale de degré m < n d’aprés 13 :

+oo +o00
(Ymy ) = (=1)" /0 w,(,’;‘)(x)gon(x) de = (=1)" /0 0 X pp(x) de = 0

17. Montrer que, pour tout n € N, |[1,[|2 = n! I'(n + a + 1) (la fonction I' a été définie dans la partie
I).
o 1 pt : d’aprés 13, la fonction 1), est polynomiale de degré n et de coefficient dominant
(—1)" ainsi : Yz > 0, ¥\ (z) = (=1)" n!
o 1 pt : on obtient :

+00 +o0
[onll2 = (=1)" / Y () pn(x) do = (—1)"/ (—D)"nta™*e " dr = n!D(nta+l)
0 0

I1I. Approximation

On conserve les hypothéses et notations de la partie II. Pour tout entier naturel k£, on définit la
fonction

fr [0, 400 > R,z +— e kT

qui est élément de E, (on ne demande pas de le vérifier). Pour tout N € N, on note Vjy le sous-espace
vectoriel de FE, engendré par la famille finie (¢n)0<n< N> et on note 7y la projection orthogonale de
E, sur Vy.

. . T <fk7 wn>2
18. Soit k € N. Montrer I'existence de la somme ) W, et calculer sa valeur.
n=0 nlla

« 1 pt : comme en question 16, on obtient par récurrence :

. +w .
Vi€ [0,n], (Yn, fx) = K / 90%"_’)(36) e dy
0

« 1 pt : pour i = n, avec le changement de variable | u=(k+1)x

+oo 1 Eo\"
_ LN nta,—(k+1)z _
(Vn, fi) k /0 "% dx G 1) (k—l—l) Fn+a+1)

e 1 pt: d’aprés 17:

(fortbn)? 1 F Y\ Tta+l) 1 )
a2~ (k+1)20%2 (k+1> n! = (kD)2 <k+1>
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ko2 2
« 1 pt : d’aprés 3 et 4, comme () € ]—1,1], alors la série 7<fk71/1712> est conver-
L = AR
gente et :
£ (o) _ 1 Fa+l)  _ _ T(a+1)
PR PR R R oy TSI
1- ()

19. En déduire que, pour tout k € N, || fx — x5 (f%) |la N 0.

—+00

Yn

o 1 pt : Pensemble Vj est un sev de dimension finie de F, et < > en est une
Toalla ) nepon

BON. On peut donc appliquer 7 :

N wn N <fkuwn>2
=TI = Il = 3 (e ) = el = 3 St
n=0  ltnlla n=0 |[¥nllZ
r 1
o 1pt:|fi]?>= (%(j_i_)all (avec le changement de variable | v = (2k+ 1)z |)
« 1 pt : on obtient avec la question précédente :

_ s a0’ Dla+1l) 4= (fin) _
o= (alE = Il = 2 S — T - 8 e

Dans la suite, on note P le sous-espace vectoriel de E, constitué des fonctions polynomiales.
20. Montrer que, pour tout k£ € N et tout € > 0, il existe p € P telle que || fr — plla < &.
« 1 pt : d’aprés la question précédente, pour tout k € N, nllffoo | fe — 75 (fe)]la = 0.
Pour tout € > 0 il existe alors Ny € N tel que :

VN > No, ||fe —7n(fi)lla <€

« 1 pt : en particulier, pour N = Ny, on obtient : ||fx — 7n(fk)||la < . Or Vy C P et
7N (fr) € V. la fonction p = mx(fr) répond donc aux contraintes de I’énoncé.

Soit f : [0,400[ — R une fonction continue tendant vers 0 en +oo. Il est facile de vérifier (ce n’est
pas demandé) que f € E,.

21. Montrer que, pour tout € > 0, il existe un entier naturel n ainsi que des réels Ag, ..., A\, tels que
n
1f =2 Mefella <e
k=0

On pourra utiliser la fonction :

f(—1Int) sit €]0,1]

g:[O,l]—HR,t»—){ 05it—0

et le résultat admis suivant : si ¢ : [0,1] — R est une fonction continue, alors, pour tout £ > 0, il
existe une fonction polynomiale p : [0,1] — R telle que |¢(t) — p(t)| < € pour tout ¢ € [0, 1].

« 1 pt: g est continue sur [0, 1] (g est continue en 0 car, d’apreés I’énoncé : liril f(z) =0).
T—r+00

n
Ainsi, d’aprés le théoréme admis, il existe p:t+— > Mg t* telle que :
k=0

vt € (0,1], |g(t) —p(t)| <e
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« 1 pt : on en déduit, pour tout =z > 0, puisque e * € ]0,1] :

n

_ ‘f(_ln(e—»f)) =3 Ak (e )

= |gle™) —p(e™)| < ¢
k=0

f(x) - i e fr()
}=0

e 1 pt : on obtient :
n 2
0 < z%e™® (f(:v) - > A fk(m)> < z%e %e?
k=0
D’ou, par positivité de l’intégrale (convergente) :
n +00
0 < Ilf =% M- fill2 < / e = 2T(a+1)
k=0 0
« 0 pt : en remplagant ¢ par ;, on obtient le résultat voulu
Fa+1)

22. Montrer que, pour tout € > 0, il existe p € P telle que || f — plla < e.
« 1 pt : d’aprés la question précédente, il existe n € N et ()\g,...,\,) € R*""! tels que :

If =2 M filla < €
k=0

De plus, pour tout k € [0,n], d’aprés 20, il existe p; € P tel que : || fi — pilla < &.
n
« 1 pt : la fonction p = > A\ - pi convient. En effet, par inégalité triangulaire :
k=0

1 =3 Aeepille < 1F =35 A fulat 35 el I = pille < (1+ 5" rm)e
k=0 k=0 k=0 k=0

quitte a remplacer ¢ par S
n

1+ >0 |kl
k=0

23. Soit h : R — R une fonction continue, paire et nulle en dehors d’un segment [—A, A](A > 0).
Montrer que, pour tout € > 0, il existe une fonction polynomiale p : R — R telle que

/:" <h($) —p(a:)e’”;)>2 do < e

On pourra appliquer le résultat de la question 22 a la fonction f : [0, 400 = R,z — h(ﬁ)e% et a
un « bien choisi.

On peut montrer que le résultat de la question 28 est en réalité valable pour toute fonction h : R — R
continue et de carré intégrable sur R.

« 1 pt : la fonction h est continue sur R; et admet une limite nulle en +o0o (car elle est
nulle en dehors de [—A, A]).
Ainsi, d’aprés 22, pour tout a > —1, il existe p € P telle que : ||f —p|lo < e.

o 2 pts : on calcule :

+oo
=l = [ e (o) i) do

—+00

—+00

/
_ /;OO 2 (h(vz) — p(z) e 3)? do
/
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1
« 1 pt : on choisit a = —5 la fonction p correspondant a cette valeur de a et on note
2
q : t = p(t?) qui une fonction polynomiale paire. Alors, par parité de t — h(t)—q(t) e 7 :

+o0 2
If=pll-z = /0 12 (h(t) — p(t*) e~ 7 ) 2t dt

oo 212
= 2/0 (h(t) —q(t)e 2)" dt

10



