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DS5

Les calculatrices sont interdites.

Exercice 1
On considére ’équation différentielle suivante :

P1-2)y —z(l+a)y +y=2" (B)

Solution particuliére de I’équation homogéne

Dans cette premiére partie, on souhaite déterminer les solutions développables en série entiére de
I'équation différentielle homogene associée a (E) :

2 (1-a)y" —x(l+a2)y +y=0  (H)

On fixe une suite de nombres réels (ay, )nen telle que la série entiére Y a,a™ ait un rayon de convergence
r > 0. On définit la fonction f: ] —r,r[ — R par :

Ve e]—rrl, fz)= 5 ana”
n=0

1. Justifier que la fonction f est de classe €2 et que les fonctions f’ et f” sont développables en série
entiere.
Exprimer avec la suite (a,)nen les développements en série entiére respectifs des fonctions f” et f”
en précisant leur rayon de convergence.

Démonstration.

« La fonction f est la somme d’une série entiére. Elle est donc de classe € (et en particulier de
classe €?) sur l'intervalle ouvert de convergence | — 7, 7[.

o Par théoréme de dérivation sous le symbole somme pour les séries entiéres, les fonctions f’ et f”
sont développables en série entiére, de méme rayon de convergence r.
De plus, ces fonctions vérifient :

+o0 +o0
Vo e]—rrl f/(x) = ) na vl = Y. (n+1) apnyr 2"
n=1 n=0
+o0 +00
et f'(z) = S nn—1Da, 2" 2= (n+1)(n+2) apie 2"

n=2 n=0

+00 400

Vo€l-nrl fil@)= X () anpa st et fe)= 2 (nt D +2) anpp " |
n=0 n=0
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2. Montrer qu’il existe une suite (b, )n>2 de nombres réels non nuls telle que pour tout = € | —r, r[, on
a:

22 (1= 2) (@) — 2 (1+2) f(2) + F@) = a0+ 5 by (@ — an1) 2"

n=2
Démonstration.
Soit x € | —r,7].
« Tout d’abord :
2?(1-2)f"(x) = 2> f"(z) — 2° f"(2)
+oo +oo
= 22 Y nn—1a, 2" 2 — 22 Y nin—1)a, 2" 2
n=2 n=2
+o0 +o0
= Y nn—-1Da, 2" — > n(n—1)a, 2"
n=2 n=2
+o00 +o00
= Y nn—-—1a,z" — > (n—1)(n—-2)ap_1 2"
n=2 n=3
oo oo (car le premier terme de
— _ no__ _ _ n N
N nz::2 n(n—1)an nZ::Q (n=Dn=2)an1 2 la 2°™¢ somme est nul)
+oo
= > (n(n —1a,—(n—1)(n—2) an_l) "
n=2
« Ensuite :
—r(l+2) f(z) = —zf(z) — 2*[(2)
+00 +o00
= —x > na, 2" — 22 Y na, 2!
n=1 n=1

+oo +o00
= - na, 2" — Y. na, 2"
n=1 n=1

+oo +oo
= =Y napa” — > (n—1)ap_1 ="
n=1 n=2
+o0 +o0
= — (al T+ Y nay :L'”) — > (n—=1)ap—1 2"
n=2 n=2
+o0
= —a1x — Z <nan+(n—1)an_1> ™
n=2
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« Finalement :

2 (1—2) f'(z) 2z (1+z) f'(2) + f(2)

= :ZOZ <n(n —1la,—(n—1)(n—-2) an,l) "
— a1x — i(nanJr(nl)anl) "
+oo
+ > apz”
n=0
= :z:oz (n(n —1Dap,—(n—1)(n—2) an,1> "

+

o0

- aT — ) (nan—I—(n—l)an,l) "

3
]

—+o00
+ <ao+g,1/;c+ > anx”>

n=2

+oo
= a+ 3. ((n(n—l)—nJrl)an— ((nfl)(nf2)+(n—1))anfl> o
n=2

+o00o
= a+ 3. ((n(n “D)=(m=1))an— ((n—1)(n—2)+ (n—1)) aH) -
n=2

“+oo
RS ((n—l)(n—l)an—(n—l) ((n—2)—|—1)an_1) o
n=2

+oo
= a+ > (n—1)? (an — an_l) "

n=2
La suite (b,) définie par : Vn > 2, b, = (n — 1)? satisfait les conditions demandées. 0
3. Montrer que f est solution de (H) sur l'intervalle | — r, [ si et seulement si ap = 0 et anpy1 = ap

pour tout n € N*,

Démonstration.

=

La fonction f est solution de (H) sur U'intervalle | — r, 7]
Vee]—rrl, 2*(1—x) f"(x) —z(1+z) f(x)+ f() =0
“+00
Vee]—nrrl, ap+ Y. (n—1)>2 (an —an,1> " =0
n=2

= > —1)? — =
ap=0 et ¥n>2 (n—1) (an anfl) 0 en série entiére)

ap=0 et Yn>=2 (n—1)2=0 QU (an—an_l):0

ao=0 et Vn=2 a,=a,_1

(n—1)* #0)

(par unicité du développement

(car pour tout n > 2,

ap = 0 et, pour tout n € N*| ay,41 = an.

La fonction f est solution de (H) sur U'intervalle | — r, 7] si et seulement si
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4. En déduire que si f est solution de (H) sur | — r,7[, alors r > 1 et il existe A € R tel que :

Vee]—-1,1], f(x) =

Démonstration.

o D’apreés la question 3 :
apg=0 et VYn=2, a,=an_1

o On en déduit que la suite (a,)nen est stationnaire. Plus précisément : Vn > 1, a, = a1. Ainsi :

Vee|—rr] flz) = Jrf:oanx”
n=0

“+00
= ap+ >, ap z"
n=1

+o00o
= 0+ > aa"

n=1

+o00o
= a; y, z"
n=1

N
= a1 x lim "
N—+oco n—1

21— pN+1
= a1 X Nl_ig_loo (l—x) (formule valable car |x| < 1)
= alxlfa; (NngxN+1:0 car |z| < 1)
Ainsi, si f est solution de (H) sur lintervalle | — r, r[, il existe bien un réel A € R tel que :
Az
v e|—rr, =
re ]l flo) = 0 1
5. Réciproquement, montrer que si A € R, alors la fonction :
Az
] -1L1 =R =
g ] ? [ Y z (1 _ .’1:)
est une solution de (H) sur | — 1, 1] développable en série entiére.
Démonstration.
Soit A € R.

« La fonction g : x — est le produit g = A f1 X fo o :

Az
(1—x)
x f1:x+— x est développable en série entiére sur R.

x
x foix— 1 est développable en série entiére sur | — 1, 1].

On en déduit, par produit de Cauchy, que la fonction f est développable en série entiére au moins

sur | — 1,1
« En particulier, g est de classe > sur | — 1, 1[. De plus :
1—z)—xx(-1) A 2
_ 1 1 / — ( — 7 —
Vo e ] ) [7 g (.’B) A (1 — x)Q (1 _ $)2 et g (.I') (1 _ .%')3
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Pour tout x € | —1,1] :

2\ A Az
= $2(1_x)(1—x)3_x(ler)(l—x)z l-z
9\ A Az
= »7:2(1—”“")(1—:5)3_x(lﬂﬁ)(l—fc)2 1—-=
Az
= (1—x)2<2$7 -7 )
=0

est une solution de (H) sur | — 1, 1]

Ainsi, pour tout A € R, la fonction g : z — 7

développable en série entiére. ml

Exercice 2

« Soit E un espace euclidien muni d’un produit scalaire noté (-, -).
« Pour tout x € E, on note : ||z||? = (x,z).
6. Un endomorphisme u de E vérifiant :
Ve € E, (u(z),z) =0
est-il nécessairement ’endomorphisme nul ?

Démonstration.

« Remarquons :
Vo € E, (u(z),z) =0 < Vz € E, la famille (z,u(z)) est orthogonale

« Considérons :
x E = R? muni de son produit scalaire canonique.
« u: R? — R? endomorphisme défini par : V(z1,72) € R?, u((ml,:m)) = (—x9,11).
Alors, pour tout x = (z1,22) € R? :
(w(z),z) = ((—z2,21),(x1,22))
= —T271+ 2122

=0

Un endomorphisme u de E vérifiant : Vo € E, (u(x),x) = 0 n’est pas forcément ’endomorphisme nul.

Commentaire \

« Dans cette question, il n’est pas demandé de trouver TOUS les endomorphismes vérifiant
la propriété énoncée mais seulement de savoir s’il en existe (au moins) un. Dans ce cas,
il suffit d’exhiber un endomorphisme particulier. Pour de telles questions, il faut aller au
plus simple et c¢’est pour cela qu’on considére E = R2.

o L’endomorphisme utilisé pour répondre & cette question n’est autre qu’une rotation

T ) .
d’angle 5 ce qui assure que vecteur et image sont orthogonaux.
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7. Etant donné un endomorphisme u de E, on admet qu'’il existe un unique endomorphisme v de E
vérifiant :

V(z,y) € B2, (u(x),y) = (z,0(y))
Démontrer ’équivalence des trois propriétés suivantes :
(i) uov=wvou
(i) ¥(z,y) € E?, (u(x),u(y)) = (v(z),v(y))
(iii) Vo € B, ||u(z) || = [lv() |
(on pourra par exemple, successivement prouver les implications :
(1) = (1), (i1) = (i14), (190) = (i1) et (13) = (7))

Démonstration.
On démontre les propriétés proposées par I’énoncé. On rappelle que 'endomorphisme v vérifie :

V(a,b) € %, (u(a),b) = (a,v(b)) (%)

« Démontrons : (i) = (i)

(u(z),uy)) = (@,0(u(y))) (par (x) ena =z et b= u(y))

)
(y)) (par définition de la loi o)
(v)) (d’apres (i))

)) (par définition de la loi o)
= (u(v(y)),z) (par symétrie du produit scalaire)
= (v(y),v(z)) (par (x) ena=v(y) etb=z)
= (v(z),v(y)) (par symétrie du produit scalaire)

Ainsi : (1) = (i7).

« Démontrons : (i) = (i)

Suppposons : ¥(z,y) € E?, (u(z),u(y)) = (v(x),v(y)). Soit x € E.

= (v(x),v(x)) (d’apres (13) eny =x)

Ainsi : (i7) = (417).

« Démontrons : (i7) = (41)

Suppposons : Vo € E, ||u(z) || = |v(z)|. Soit (z,y) € E*.
x Tout d’abord :
(u+y),uxz+y) = [uz+y)|?
= [lv(z+y)|? (d’apres (iii))

= (v(z+y),v(z+y))
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x Or :
(u(z+y),u(z+y))
= (u(x)+uy),u(zr) +u(y)) (car u est un endomorphisme)
= (ul@),u()) + (u(@),uy) ) + (uly), u(z)) + (uly),u(y))  (par bilinéarité de (:,-))
= (u(z),u(@)) + 2 (u(@),uly)) + (u(y), u(y)) (par symétrie de (-, -))
De méme :
(v(@+y)ve+y)) = (v(@)v(@))+2 (v),v(y))+ (v(y),v(y))

= (u(@),u(@)) +2 (v(@),v(y)) + (uly),uly))  (dapres (i)

x Ces deux quantités étant égales, on obtient :

{ule} @] +2 (u(z), wy) ) + (mpg]] = (wle)u(T]) +2 (v(z),v(y)) + (myl]

et finalement : (u(x),u(y)) = (v(z),v(y)).

Ainsi : (i3i) = (i1).

« Démontrons : (it) = (i)

Suppposons : ¥(z,y) € E2, (u(z),u(y)) = (v(z),v(y)). Soit (z,y) € E2.

(uow(z),y) =

(par (%) ena=v(z) etb=1y)
(d’apres (ii))
(par symétrie de (-,-))
(par (%) ena =y et b=u(x))
ou(z),y) (par symétrie de (-,-))

v
Ainsi : (uowv(z),y) — (vou(x),y) = 0. Et par linéarité a gauche, on en conclut :
S

Ya,) € B, {wou(s) —voulz),y) = 0
En particulier, en choisissant y = uov(z)—vou(z), on obtient : V € E, ||uov(z)—vou(z)||?> = 0.
On en conclut, par propriété de séparation de la norme : Vo € E, uov(x) —vou(x) = 0.

Finalement, on a bien : uov = v ow.

Ainsi : (i7) = (7).

Commentaire

o Les deux premiéres propriétés & démontrer sont assez directes et demandent un faible niveau
d’initiative. Il faut prendre les points sur celles-ci. Les deux suivantes sont beaucoup plus
difficiles car le niveau d’initiative est élevé.

« Dans la premiére question de ’exercice, on démontre que la propriété : Vo € E, (u(z),z) =0
n’est pas suffisante pour conclure u = 0 ¢ (). En revanche :

(V(a:,y) € E? (u(x),y) :0> = u=0g(p)

En effet, pour tout = € E, évaluer la propriété en y = u(x) permet de conclure |lu(z)||? = 0
et donc u(z) = 0.

DA
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Exercice 3

Dans cet exercice, on commence dans la premiére partie par démontrer la convergence d’une suite afin
de définir la constante d’Euler comme sa limite. Dans la seconde partie, on détermine une expression
de cette constante sous la forme d’une intégrale.

Partie I - Construction de la constante d’Euler
On définit la suite (up)nen+ par :
* n 1
Vn e N, u, = (Z ) —1In(n)
=1 k
et on considére la suite (Ay,),>2 définie par :

Vn e N\ {0,1}, A, = up — up—1

. a
8. Déterminer un nombre a € R} tel que A, ~ — —.
n——+oo n

Démonstration.
Soit n € N\ {0,1}.

o Tout d’abord :

Ap = Uy — Up—1

2
1 ()
n(1- — —— _nJ —
t < > n 2 + n~>0+<>o <n2>
Finalement :
3 1
Bn = =2t 0. <nz>
1
2
et An n‘:ioo — ﬁ
) 1
La valeur recherchée est a = —5 ]
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9. Montrer que la série > A, est convergente.
n>2

Démonstration.
e Vn e N\ {0,1}, |A,| >0
11
o D’aprés la question précédente : [A,| ~ = —
n—too 2 n2
1
o La série ) — est convergente en tant que série de Riemann d’exposant 2 > 1. La série > 52
n

lest aussi (on ne change pas la nature d’une série en multipliant son terme général & un scalaire
non nul).

Ainsi, par théoréme d’équivalence des séries a termes positifs, la série Y A, est
n=2
(absolument) convergente.

Commentaire .

Pour éviter la discussion un peu longue (« on ne change pas la nature d’une série en multi-
pliant son terme général & un scalaire non nul » ), on aurait aussi pu utiliser le théoréme de
domination des séries & termes positifs et remarquer :

1
An= 0. <n2>

\ 1[]
10. En déduire que la suite (uy,)nen+ est convergente.
Démonstration.
n
o D’aprés la question précédente, la suite des sommes partielles (Z Ak) est convergente.
k=2 n=2
Notons S sa limite.
e Pour tout n > 2 :
n n
YAy = Y (up—up—1)
k=2 k=2
= Up— U
n
Ainsi tup = > Ap+u; — S+u.
k=2 n—-+0o0
La suite (uy,) est bien convergente. 0

Partie II - Expression intégrale de la constante d’Euler

Dans 10, on a montré que la suite (u,),en+ converge vers un nombre réel que I'on note v dans la suite
de 'exercice. Ce dernier est appelé constante d’Euler. Dans cette partie, on détermine une expression
de v sous la forme d’une intégrale.

Pour tout n € N*, on considére la fonction f,, : ]0,4+00[ — R définie par :

t\" '
vt €10, +oo, falt) = (1 B n) In(t) sit<n

0 sit>n
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II.1 - Propriétés de la suite (f,)pen-

Dans cette sous-partie, on pourra utiliser librement l'inégalité In(1 + z) < x valable pour tout z €
] —1,+o0].

11.

12.

Soit t € ]0, 4o00[. Justifier qu'il existe ny € N* tel que pour tout n € N* vérifiant n > ng, on a :

Falt) = <1 _ ;)nln(t)

Démonstration.
« Notons ng = [t| + 1. Par définition de la partie entiére :

[t] <t < [t]+1 = no

e Ainsi, pour tout n > ng,t < ng < net:

Falt) = <1 _ t>nln(t)

n

L’entier ng = [t] + 1 convient. O

Déduire de la question précédente que la suite de fonctions (fy,)nen+ converge simplement vers la
fonction t + e~tIn(¢) sur I'intervalle |0, +ool.

Démonstration.
Soit tg € 0, +o0.
« Pour n suffisamment grand (d’aprés la question précédente, il suffit de choisir n > ng = |ty + 1),

t <netdonc: f,(ty) = <1 - to) In(tg) = €" In(1-32) In(to).
n

t t
cOr:ln(1-2)xn ~ ——Oxn:—to.Donc:
n n—+o0o n
t
o™ ln(lfzo) e t0
n—-+o0o

« Finalement, pour tout to € |0, 400] :

fn(to) — et0 ln(to)

n—-+o0o

On en conclut que la suite de fonctions (f,,) converge simplement
vers f:t— et In(t) sur |0, +o0l.

Commentaire \

« Déterminer la limite simple d’une suite de fonction (f,,) sur un intervalle I, ¢’est déterminer,
pour tout xy € I, la valeur de lirf fn(xp). Cette limite peut dépendre de la valeur de x
n—-+0oo

ce qui améne naturellement & faire une disjonction de cas. C’est par exemple le cas lorsque
I'on détermine la limite d’une suite géométrique. Plus précisément, pour tout zg > 0 :

0 st0<xg<1
I‘on — 1 stxg =1
n—4o0o
+o00 st xg > 1

« Lorsque 'on détermine la limite simple d’une suite de fonctions, il est assez classique d’avoir
a effectuer une disjonction de cas.

10
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Commentaire \

« Cet exercice illustre le cas ou, pour tout n € N*, la fonction f,, est définie par cas et ol les
cas dépendent de n. Plus précisément :

t n
(1 — n) In(t) sitel,
fnit—

0 site Jy

ou I, =]0,n[ et J,, = [n, +oo[. Raisonner sur la limite (quand n tend vers +o00) de la suite

(fnu(to) )pen+ & to fixé n’est pas si simple :

x si on souhaite utilier 'expression de f,,(tp) qui correspond au cas ou ty € I, il faudrait
s’assurer que tg appartient a I,, pour toute valeur de n.

x si 'on souhaite utilier 'expression de f,(t9) qui correspond au cas ou ty € J,,, il faudrait
s’assurer que ty appartient a J, pour toute valeur de n.

Dans un tel cas, on commence par « déterminer la limite » des intervalles I, et .J,,.

« lim ]0,n[ = ]0,400] = I» et « lim [n,400] = [too,+0] = @ = J»

n—-+00 n—-+00
Insistons sur le fait que ces notations de limites n’ont pas de sens mathématiquement parlant.
Une telle démarche doit donc apparaitre uniquement au brouillon et pas sur une copie de
concours. Cette étape est cependant essentielle. Elle permet de comprendre que commencer
la rédaction par « Soit ty € [n, +00[ » ne fait pas de sens si ’'on souhaite déterminer la limite
de fn(to) car pour n suffisamment grand, ¢y n’appartiendra plus & .J,,. La bonne disjcontion
de cas a effectuer est donc celle sur les intervalles limite I et J. Dans le cas qui nous intéresse
comme J = &, on suppose donc uniquement tg € I = ]0, 4+o00[. On est assuré (c’est ce qu’on
démontre en question 11.) que pour n suffisamment grand, to sera toujours élément de I,,.
A partir de ce rang, on peut donc utiliser la définition de f,(to) correspondant au cas oil
ty € I,.

DJ

\.

13. Soit n € N*. Montrer que pour tout ¢ € ]0, +o00, on a |f,(t)| < e |In(t)].

Démonstration.
Soit ¢ € |0, 4+o00[. Deux cas se présentent.

hol=| (1= 2) | 1mw =] (1-2) | w1 = (1-£)" 1mo

t t
Comme t € |0,n[,0<t<netdonc0<—<1et 0<1——<1.

e Sit e ]0,n] alors :

n n
t t
Donc In <1 — ) < —= (carVu € | — 1,400, In(1 4+ u) < u)
n n
t
donc n In (1—> < —t (carm >0)
n

donc oo ((nin(1— t ot (par stricte croissance
P n de la fonction exp sur R)

t\" ¢
On en conclut que pour tout ¢ € ]0,n|, (1 — > = exp < n In <1 — ) > <e!
n n

11
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e Sit € [n,+oof alors :

[ fat)|=0 < e [ In(t)|

Finalement : Vt € ]0, 400, |fn(t)| < e™? |In(t)]. 0

14. Montrer que la fonction ¢ — e *In(t) est intégrable sur |0, +oo].

Démonstration.
« La fonction h : t — e In(t) est continue sur |0, +oo].
+oo
Ainsi, Uintégrale / h(t) dt
0

o Démontrons que h est intégrable en 0.

x le7tIn(t)| ~ |In(t)| = —1In(¢)

t—0

1
x L’intégrale/ In(t) dt est convergente.
0
Ainsi, par théoréme d’équivalence des intégrales généralisées de fonctions continues positives,
1
lintégrale / h(t) dt est convergente.
0

o Démontrons que h est intégrable en +oo.

« letIn() | = [ In() | et = o (e*%t).Eneffet:

t—+4o0

+o0 1
x L’intégrale / e 2! dt est convergente en tant qu'intégrale de référence (avec % > 0).
1

Ainsi, par théoréme de négligeabilité des intégrales généralisées de fonctions continues positives,

+oo
'intégrale / h(t) dt est convergente.
1

‘ On en conclut que la fonction h est intégrable sur |0, +ool. ]

I1.2 - Convergence d’une suite d’intégrales

Pour tout n € N*, on considére les intégrales :

zn:/;w falt) dt:/on (1—;)nln(t> dt et an/ol W n(1 - u) du

On considére un entier n € N*.

15. Montrer que 'intégrale I, est convergente.

Démonstration.
Soit n € N*,

t n
« La fonction f, : t — (1 - > In(t) est continue sur ]0,n|.
n

n
L’intégrale / fn(t) dt est donc impropre seulement en 0.
0

12



PSI 20 JANVIER 2024
Mathématiques

o D’autre part :

‘| <1—;>nln(t)\ ~ |1 n(t) | = —In(t)

t—0

1
x L’intégrale / In(t) dt est convergente.
0

Ainsi, par théoréme d’équivalence des intégrales généralisées de fonctions continues positives,

n
Iintégrale / fn(t) dt est convergente.
0

Pour tout n € N*, I'intégrale I,, est convergente. 0

16. Déduire des résultats de la sous-partie I1.1 que la suite (I,),en+ est convergente et que :
+oo
lim I, = / e ln(t) dt
0

Démonstration.

Déterminons la limite de la suite (I,,) par théoréme de convergence dominée.
« Convergence simple de la suite (f,)

D’apreés le résultat de la question 12, la suite (f,,) converge simplement sur |0, +o00] vers la fonction
fit—e b In(t).
« Hypothese de domination

D’aprés le résultat de la question 13 :
Vn € N*, Vt € ]0, 400, | fu(t)| < e |In(t) ]|

De plus, la fonction ¢ : ¢t — e~t |In(t) | est intégrable sur ]0, +o00[ d’aprés la question 14.
Ainsi, par théoréme de convergence dominée, la fonction f est intégrable sur |0, +oo[ et :
+oo
lim [, = lim fn(t) dt

n—-+40o n—-+o0o 0

+o00
= [ (o) @

- /0 = h(t) dt

Commentaire \

e On a ici affaire & une question bilan : tous les aspects techniques ont été traités dans les
autres questions. Il ne reste donc plus qu’a rappeler les hypothéses permettant 1'utilisation

du théoréme de convergence dominée.

« Il ne faut pas hésiter a traiter ce type de questions méme sans avoir traité les précédentes :

les résultats étant annoncés dans ’énoncé, il n’y a pas de questions bloquantes.
\. —V
=
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17. Montrer que U'intégrale J, est convergente si et seulement si 'intégrale :

1 n+1
U -1
e
0 u—1
est convergente. En déduire que 'intégrale J,, est convergente et que l'on a les égalités :

1 boyntl—1 1 ndl]
_n+1/0

n — d - 7
/ u—1 T a1 &k

Démonstration.
« On procéde par intégration par parties. Sous réserve d’existence :

1
Ip = / u” In(l —u) du
0

1

uttt —1 Partt—1 -1
= | ——— In(1- - d
[ n+1 a( u)]o /0 n+1 1-u “

1 . 1 1 byt —1

o Démontrons alors que le crochet généralisé est convergent. Tout d’abord :

[(u™!' —1) In(1 —u) }: = lim ((un+1_1) ln(l—u)) — (0" — (T =0)

— lim (( (1— o)l — 1) ln(v)) (en posant le changement

v—0 de variable v=1—u)
Or:(1—v)""=1-(n+1)v+ o (v) donc (1-v)"" ' —1=—-n+1v+ o (v).

v—0 v—0
Finalement :

(((1 — o)1) ln(v)) ~ —(n+1)v In)

v—0

Comme lim v In(v) =0, on en conclut : [ (v —1) In(1 — u) ]1 = 0.
v—0 0

« Ainsi, sous réserve d’existence :

1 1, ntl 1 n+1
1 | 1 1-
Jn:/ u" In(l—u) du = / YT g = — / Y
0 n+1 0 l—u n+1 0 1—u

On en déduit que ces deux intégrales sont de méme nature (I'une est
convergente si et seulement si 'autre 'est).

o Il reste alors a démontrer que cette nouvelle intégrale est convergente.
_ un+1
x La fonction g, : u — B est continue sur [0, 1].

—u
1
Ainsi, 'intégrale / gn(u) du est impropre seulement en 1.
0
x Or, pour tout u € [0,1] :

1— un+1

n n
k k
= — = — 1" = 1 = +1
gn(u) l—wu kZ:ou u—l kZ::() kZ::() "

1
Ainsi, la fonction g, est prolongeable par continuité en 1 et 'intégrale / gn(u) du est faus-
0

sement impropre en 1.

1
On en conclut que l'intégrale / gn(u) du est convergente. Il en est de méme de J,.
0

14
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e Enfin: J, = - / du
0

1
/ uf du> (par linéarité de l’intégrale)
0

1 n+l 71
T a1 kZ::1 L (par décalage d’indice)
1 n+l 1
J = — —
" on+41 k; k 0
18. Montrer que l'on a la relation : I, = j_ 1 In(n) + nJ,.
n

Démonstration.

Posons le changement de variable ¢ : u — n (1 — u). La fonction 1 est :
« de classe ¢! sur ]0, 1] car polynomiale.

x une bijection strictement décroissante de |0, 1[ dans |0, n|[.

n
Comme l'intégrale I,, = / fn(t) dt est convergente (d’aprés 15), le changement de variable est
0

licite :
n 0
|t = [ (e v du
0 1
0
= /1 fn(n(l — u)) (—n) du
= n /1 u" In(n(l-—uw)) du
0
= n /1 u” ( In(n) +In (1 — u) ) du
0
(par linéarité de lintégrale, les

1 1
= n ln(n)/ u" du+n / u” In (1 —u) du intégrales en présence étant
0 0 convergentes)

+n J,

= n In(n) i

I, =

In(n) +n J,

n+1

15
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Commentaire \

« Le programme officiel autorise le changement de variable directement sur les intégrales
généralisées. Cela peut avoir pour conséquence de complexifier la recherche de bornes
de l'intégrale résultat. En effet, lorsqu’on considére une intégrale généralisée, les bornes
de l'intégrale initiale ne sont pas nécessairement finies et elles ne peuvent donc pas
forcément s’écrire sous la forme ¥ (a) et ¥ (B). Pour se prémunir d’une telle écriture
et d’une discussion sur le fait que les bornes initiales puissent étre atteinte par ), le
programme officiel préfére considérer le cas d’une fonction :

¥ o, Bl = Ja, b

ou a et b sont les bornes de l'intégrale de départ et a et 5 celles d’arrivée. Le caractére
bijectif et strictement croissant assure que a = tlim P(t) et b= thn% (t). C’est essentiel-
—a —

lement & cela que sert cette hypothése : faire le lien entre a et « ainsi qu’entre b et 5.
On obtient alors un théoréme qui s’écrit simplement mais dont 'utilisation est un peu
pénible.

« Pour éviter la discussion sur le caractére € bijectif du changement de variable, on peut
aussi décider de l'effectuer d’abord sur un segment puis faire tendre la borne ot se situe
I'impropreté. Typiquement, si 'intégrale initiale est impropre en b, on considére d’abord
cette intégrale sur le segment [a, B] (ou B € |[a,b]), puis on effectue le changement de
variable sur [a, B] et enfin on fait tendre B vers b pour obtenir le résultat (ce qui est
valide si I’on sait qu’au moins ['une des deux intégrales (celle de départ ou celle d’arrivée)
est convergente.

o Globalement, le programme officiel semble considérer que les changements de variable
sont des techniques calculatoires et qu’il convient de ne pas trop s’appesantir sur les
hypothéses. Dans cette question, on serait tenté de poser le changement de variable sous

t
la forme| uw=1— — |et de raisonner alors comme suit :
n
t
w=1- donct=n(l—u) (on note alors
n Yiurn(l—u))
— dt = —ndu
0
n
-t:n:uzl_ﬁzo
n

On peut alors justifier du caractére valide de ce changement de variable par le fait
que ¥ : u +— n (1l — u) est une fonction de classe €' qui est bijective et strictement
décroissante.

« Enfin, notons que le programme officiel stipule que 'on peut utiliser la technique du
changement de variable sur les intégrales généralisées sans aucune justification dés lors
que le changement de variable est usuel. Ce dernier terme n’est pas précisé mais on peut
considérer qu'un changement de variable affine (comme c’est le cas ici) est usuel et que
les points de cette question seront attribués a tout candidat effectuant le bon changement
de variable méme sans aucune justification.

16



PSI 20 JANVIER 2024
Mathématiques

19. Déduire des questions précédentes :

+o00o
v = —/ e 'ln(t) dt
0

Démonstration.
« D’apres la question précédente, pour tout n € N* :

n+1
n

I, = In(n)+ (n+1)J,

(par définition de ~y
n—s-+00 en début de Partie II)

o Enfin, par produit de limites :

1 e
nt I, — 1x / e ! In(t) dt
0

n n——4o0o

+oo
Par unicité de la limite, on en déduit : v = — / e In(t) dt.
0

17



