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EXERCICE 1

Les urnes de Poélya

« On fixe un couple d’entiers (b, ) € N* x N*. On suppose que I'on dispose d’un stock illimité de boules
blanches et de boules rouges et on considére une urne contenant initialement b boules blanches et r
boules rouges indiscernables au toucher.

« On procéde a des tirages successifs dans cette urne en respectant a chaque fois le protocole suivant :

1. si la boule tirée est de couleur blanche, on la replace dans I'urne et on ajoute une boule blanche
supplémentaire ;

2. si la boule tirée est de couleur rouge, on la replace dans 'urne et on ajoute une boule rouge
supplémentaire.

o Le premier objectif de cet exercice est de calculer la probabilité de tirer une boule blanche lors du
n®™e tirage. Le second objectif est de déterminer la loi du nombre de boules blanches se trouvant
dans I'urne a lissue du n®™® tirage dans un cas particulier.

« Pour tout n € N*, on désigne par X,, la variable aléatoire égale a 1 si la boule tirée au n®™® tirage
est blanche, 0 si la boule tirée au n®™ tirage est rouge. On considére également la suite de variables
aléatoires réelles (Sy,)nen définie par :

So=b e VYneN' S, =b+> Xi
k=1

o On rappelle que si E et F' sont deux événements avec IP’(F) > 0, on définit la probabilité condition-
nelle de E sachant F' (notée P(E | F) ou Pp(E) ) par :

P(ENF)

P(E | F)=Pp(E) = P (F)

Partie I - Préliminaires
1. Déterminer la loi de Xj.
2. Déterminer la loi conditionnelle de X5 sachant I’événement {X; = 1}. En déduire la loi de Xs.

3. Soit n € N. Que représente la variable aléatoire S, 7 Quel est ’ensemble des valeurs prises par la
variable aléatoire .S, 7

Partie II - La loi de X,
o Dans cette partie, on considére un entier n € N*.
4. Pour tout k € [b,n + b], calculer P({X,11 =1} | {S, =k}).

5. A P’aide de la formule des probabilités totales, justifier :

E(S,)

P({Xn1=1}) = brr+n

6. Montrer par récurrence que X, suit la loi de Bernoulli de paramétre pour tout n € N*.

b+r
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Partie III - La loi de S,, dans un cas particulier

« Dans cette partie uniquement, on suppose que b =1 = 1 et on considére un entier n € N*.

7. Exprimer I'événement {S, = 1} avec les événements { Xy = 0} pour k € [1,n].

1
8. Mont P({S,=1})=——.
ontrer que P({S, = 1}) o
1
On admet dans la suite que I'on a de méme P({S, =n+1}) = i
n

9. Soit (k,?) € [1,n+ 2] x [1,n+ 1]. Calculer la probabilité P({Sn+1 = k} | {Sn = ¢} ) dans chacun
des trois cas suivants :

(i) L& {k—1,k},

(ii) L =k —1,
(i#i) (= k.
10. Montrer que pour tout k € [2,n + 1], on a la relation :
k—1 n+2—k
P({Snt1=k}) = P({S,=k—1 —— P({S, =k

11. Montrer par récurrence que S, suit la loi uniforme sur [1,n + 1].

EXERCICE 2

Résolution d’une équation fonctionnelle

« Dans cet exercice, on souhaite déterminer les fonctions f : 0, +oo[ — R vérifiant les relations :

T—>+00

lim f(z)=0 et Vael0 oo f(a:+1)+f(:v):% (P)

Partie I - Existence et unicité de la solution du probléme ( P )

« Dans cette partie, on démontre que le probléme (P) admet une unique solution et on détermine une
expression de celle-ci sous la forme d’une série de fonctions.

1.1 - Existence de la solution

« Pour tout k € N, on définit la fonction ¢y : ]0, +00[ — R par :

Ok
Vz €0, +00], ¢i(z) = (ij;{)g

12. Montrer que la série de fonctions > ¢ converge simplement sur |0, +o0].
k>0

Dans tout les reste de cet exercice, on note ¢ :]0, +oo[— R la somme de la série > .
k=0

13. Montrer que pour tout z € ]0,+00], on a p(z + 1) + ¢(z) = %4

14. En utilisant le théoréme spécial des séries alternées, montrer que :

1

+0o0
> eula)] < GErnt1?

k=n+1

Vz € 10, +oo[, Vn € N,

15. Montrer que la fonction ¢ est une solution de (P).
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1.2 - Unicité de la solution

16. Montrer que si f : ]0,+oco[ — R est une solution de (P), alors pour tout n € N, on a :

_ n 3 (_1)k
Va € )0, +ool, f(z) = (~1)""f(z +n+1)+ kZ::O (x +k)?

17. En déduire que la fonction ¢ est I'unique solution de (P).

Partie IT - Etude de la solution du probléme (P)
« Dans cette partie, on étudie quelques propriétés de I'unique solution ¢ : |0, +00[ — R du probléme (P).

18. Soit € > 0. Montrer que la série de fonctions > ¢y converge uniformément sur [, +o00].
k>0

19. Montrer que la fonction ¢ est continue sur ]0, +oo[. En utilisant le fait que ¢ est une solution du
probléme (P), en déduire un équivalent simple de ¢ au voisinage de 07.

20. Justifier que la fonction ¢ est dérivable sur |0, +oo] et que 'on a :

Voe o +odl, ¢lo) = 55 2D
x € |0, +00|, x) = —_—
S
21. En déduire que la fonction ¢ est décroissante sur |0, +oo].
22. En utilisant le résultat de la question précédente et la relation (P), montrer :
1

1

2

En déduire un équivalent de ¢ en +oo.

Partie III - Expression intégrale de la solution du probléme (P)

« Dans cette partie, on détermine une expression de ¢ sous la forme d’une intégrale. On considére un
élément z € ]0, +o0.

23. Pour tout k € N, montrer que la fonction ¢ +— t***=1 In(¢) est intégrable sur ]0, 1] et que l'on a :

1
1
TR n () dt = ————
/ Nk
z—1
24. En déduire que la fonction ¢ — Tt est intégrable sur ]0,1] et :
1 4x—1
t*~ In(t)
=— ——=dt
#() /0 1+1

EXERCICE 3

Approximation d’une racine carrée par la méthode de Héron

« Dans tout I’exercice, on considére un entier n € N* et on note I,, la matrice identité de ., (R). De
plus, si M € .#,(R), on désigne par M T la transposée de la matrice M et par Tr(M) la trace de la
matrice M.
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Partie I - Approximation de la racine carrée d’un réel positif

o On consideére la suite de fonctions (f3);cy définie par :
fo:Ry >R et VeeRy, folz)=1

et la relation de récurrence :

VEeN', fi:Ry =R et VeeRy fi(z)= % <fk_1(x) " fkj(:c))

o On admet que la suite (f),cy est correctement définie par les relations ci-dessus. Dans la suite, on
pourra utiliser sans la démontrer I'inégalité :

VEeN, VzxeRy, fi(x)>0

I.1 - Convergence de la suite (f3);cy

25. Soit z € Ry. En calculant (fy(z))?* — 2, montrer que fj(x) > /T pour tout k € N*.
26. Soit x € Ry . Montrer que la suite (fx()),cn- est décroissante.

27. Déduire des deux questions précédentes que la suite de fonctions (fx),cy converge simplement vers
la fonction f: Ry — R définie par f(x) = y/z pour tout x € R.
1.2 - Majoration de l’erreur

28. Soit x € Ry. Montrer que pour tout £ € N, on a :

frr1(z) = Vo = fk(x)Q_ Ve (1 - fﬁ))

29. Soit x € Ry. En déduire que pour tout k € N*, on a :

142

|fi(z) = V| < =5

EXERCICE 4

« On note E = Ry[X].

o Dans cet exercice on pourra utiliser sans démonstration que, pour tout entier naturel n, la fonction

+o0o

x +— z™e™ 7 est intégrable sur [0, 400 et / 2" e " dr =nl
0
30. Démontrer que I’on définit un produit scalaire sur E en posant, pour tout couple (P, Q) de polynomes
de F :
+o00o
(P,Q) = / P(x)Q(z)e ™ dx
0

On notera || - || la norme euclidienne associée.

Démonstration.
« Démontrons que I'application (-, -) est bien définie sur R[X| x R[X]

Soit (P,Q) € R[X] x R[X].
« L’application ¢t — P(t) Q(t) e™! est continue sur I'intervalle [0, +oo.

—+00
Ainsi, I'intégrale / P(t)Q(t)e" dt est impropre seulement en +oo.
0
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< w Ve 0, +ocl [ POQM | = [PO]]QW e >0 et e3> 0
_ _1
> ’P(t)Q(t)e t| =,0. (e 2t>
En effet :
Pt)Q(t) et Pt t) | et P(t t
| ()Cﬁt)e | _ | ()I!_?f)!e _ | ()\1\tQ()\tjm0
e 2 e 2 e2

\.

Commentaire

par croissances Comparées.

o0 i
» L’intégrale / e"2' dt est convergente en tant qu’intégrale de référence de paramétre
0

= > 0.
2>

Ainsi, par théoréme de négligeabilité des intégrales généralisées de fonctions continues positives,

+oo
I'intégrale / P(t)Q(t) e~ dt est (absolument) convergente.
0

Dans I’énoncé, il est précisé que 'on peut utiliser le fait que, pour tout n € N, la fonc-
tion z +— x™ e~* est intégrable sur [0,+oo[. On peut se servir de ce point pour démontrer
que la fonction x — P(x)Q(x)e ™ est intégrable sur [0,+o0[. Plus précisément, en notant
my = deg(P) et mo = deg(Q) alors deg(PQ) = my + my. Ainsi, le polynéme produit PQ
s’écrit comme une combinaison linéaire des éléments de la base canonique (P;);c[o,m;+m2]- La
fonction x — P(z)Q(x)e ", quant a elle, s’écrit comme combinaison linéaire de la famille
(z > at e_‘”)i el0m+m2]’ Chacune des fonctions de cette famille étant intégrable sur [0, 4o00],

il en est de méme de la fonction z — P(x) Q(z)e*.

« Démontrons que 'application (-,-) est symétrique

Q. P) = /0 o Q(t)P(t)e "t at

400
= / Pt)Q(t)e " at (car la loi x est commutative)
0

= (PQ)

« Démontrons que 'application (-, -) est linéaire a droite

Soit (Q1,Q2) € R[X] X R[X]
Soit P € R[X].
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(Pyp1- Q1+ po - Q2)

= /0+00 P(t) (,ul “Q1 + p2 Qz)(t) e dt

= / " (11 @) + 12 Qa(t)) o™ at (par linéarité de
0

I’évaluation en un point)

(par distributivité de
la loi x sur la loi +)

= [T PO+ m PO Q)

(par linéarité de
lintégrale)

+o0 +oo
= m /0 P Qu(t) e dt + o /0 P(t) Qa(t) et di

= (P, Q1) + p2(P, Q2)
L’application (-,-) étant :
x symétrique,
x linéaire & droite,
elle est linéaire a gauche. On en déduit qu’elle est bilinéaire.
« Démontrons que l'application (-, -) est définie positive

Soit P € R[X].
+oo
x Tout d’abord : (P, P) = / (P(t))2e_t dt.
0

Pour tout ¢ € [0, +o00], (P(t))2 et > 0.
On en déduit alors, par croissance de I'intégrale, les bornes étant dans I’ordre croissant (0 < 1) :

<P,P>:/O+Oo (P@t)’etdt > 0

+oo
x Supposons maintenant : (P, P) = / (P(t))2 e ' dt = 0. Démontrons : P = Or[x]-
0

La fonction t — ( P(t) )2 e !est:
x continue sur [0, 400,

x positive sur [0, +-o00],

x d’intégrale nulle sur [0, +o00].

On en déduit que cette fonction est nulle sur [0, 4+00[. Autrement dit :

Vi € [0,400], (P(t))* e = 0
donc  Vt € [0, +o0], (P(t))2 =0 0U et =0
donc  Vt e [0,4o00, P(t) = 0 (car et >0)

Ainsi, le polynéme P admet une infinité de racines. On en déduit : P = Og[y.

L’application (-,-) est bien définie et est de plus bilinéaire, symétrique
et définie-positive. C’est donc bien un produit scalaire.
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31. Déterminer le projeté orthogonal de X2 sur F' = R;[X] noté pp (XZ).

Démonstration.
Dans la suite, on note (Po, P1, P,) la base canonique de Ry [X ).

x Par deﬁmtlon, pr(X?) € F = Vect (Py, Py).
Il existe donc (ag, a1) € R?, pp(X?) =ap- Py + a1 - P.
pr(X?) € F & X?—pp(X?) e Ft
& (X2—pp(X?),R)=0 et (X2—pp(X?),P)=0
= <X2* (Oéo-Po+Oé1 -Pl),PQ> =0 et <X2* (OéO-P0+(11 -Pl),P1> =0

x Or :
(Py—(ao-Py+ar-P),Py) = /O+O° ( —(ag-Po+a1-P)(t)) Po(t)> et dt
+oo
= /0 < 040 PO()—i—al-Pl(t)))Xl)e_t dt

_ /0+OO <t2 a0—|—a1t)) ~t dt

—+00 —+00 “+o00
= / t2e7t dt — oy / e tdt —ay / te t dt
0 0

= 2! — (674} (O') — 1 (1')

o

= 2—0[0—0(1

x De méme :

<P2 — (Oéo Py +aq - Pl),P1> = — Oéo Py +ag - Pl)(t) ) Pl(t)> e ! dt

Il
N o\.,
& 3

((n
( (g - Po()+a1-P1(t)))><t)e*t dt
(

£~ (aot+a11?)) e dt

I
S—
‘

“+o0 +oo +oo
3t dt — oy / tetdt — an / t2e7t dt
0 0

= 3! — Q) (1') - ] (2')

Il
S—

= 6—0&0—20&1
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x Finalement :
pF(XZ)GF <~ <P2—(a0-P0—|—oz1-P1),P0>:O et <P2—((X0-P0+(11-P1),P1>:0

ayg + a; = 2
<~
ag + 207 = 6
Ly Ly— L o + ap = 2
—
o] = 4
Ly« Ly — Ly Qg = =2
<~
a1 = 4

On en déduit : pp(X?) = -2 -Py+4-P;.

Commentaire \

« Lorsque I'espace vectoriel F' est de dimension 7, cette méthode améne a résoudre un systéme
linéaire & r équations et r inconnues.

« Dans une épreuve de concours, une certaine aisance en calcul est demandée. Cependant, c’est
plus la méthode que la capacité de calcul qui est évaluée. Ainsi, il y a généralement des
simplifications qui permettent d’éviter des calculs inutilement complexes et longs.

\. J

« Méthode 2 : on utilise I'expression de p dans une base orthonormale (Qg, Q1) de F)

x On applique tout d’abord 'algorithme de Gram-Schmidt pour orthonormaliser la famille géné-
ratrice (Pp, P1) de F.
» On pose tout d’abord : Qg = Fy.

» On cherche alors a € R tel que { Qu="Pita o .Or:
(Q1,Q0) =0 (%)
(Q1,Q0) = (P1+a-Qo,Qo)

(
= (PL+a- Py,
<P1,P0>+a<P07PO>

On en déduit, d’aprés () :
<P1a P0>
(Po, o)

a = —

Enfin :

+o0 +oo +oo
(P, Ry)) = / Pi(t)Py(t)e b dt = / txlxetdt = / tetdt =1 =1
0 0 0

“+00 —+00 “+o00
(Py, Py) = / Py(t) Py(t)e t dt = / Ix1lxetdt = / etdt =0 =1
0 0 0

o 1
Ainsi : a = 1= —1 et pour tout ¢ € [0, 4o0] :

Qo(t) = Po(t) =1 et Qi(t) = Pi(t) — Po(t) =t—1

La famille (QO, Ql) définie par : Qo(X) =1 et Q1(X) = X — 1 est une base orthogonale de F.
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x On définit enfin (Ry, R1), base orthonormale de F', en notant :

Ro=foq B iar
x 1l reste alors a calculer [|Qo|| et ||@Q1]] :
1Qoll* = (Qo, Qo)
= (P, R)
= 1

QP = (Q1,Q1)
- /+OO (t—1)x(t—1)xe"dt
0

+o0
= / (2 —2t+1) xe " dt
0

+oo +oo +oo
= / t2e b dt —2 / te t dt +/ et dt
0 0 0

= 2012 (11) + (01
= 2-2+1
=1

orthonormale de F.

La famille (Ro, R1) définie par : Ro(X) =1 et Ri(X) = X — 1 est une base

« Finalement, le projeté orthogonal de P, sur F est le vecteur pr(X?) obtenu par :

pr(X?) = (P2, Ro)-Ro+ (P, Ry) Ry

B Qo > Qo < Q1
= Py, —=—). Py, ). X
< 27Qll/ Tl ~ \™ 0@l / Tl
Qo Y
P2 Q) op T Q0 o
ou :
+o0 +00
(P2, Qo) = /0 ?xe " dt (P, Q1) = /0 t2 (t—1)xe ' dt

= 2

= 6-2
= 4

+00 +o00
= / et dt — / t2et dt
0 0

— 31 — 2
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Ainsi : 0 0
0 1
pr(X?) = (P2, Qo) - + (P2, Q1) 753
[Qol|? Q1]
1 (X -1
— 9.- 4 4.
1 + 1
On en conclut : pp(X?) = —2+4X.
O
2 2 2
32. Justifier : HX2 —pF(XQ)H = HXQH — HpF(XQ)H puis calculer le réel :
+00 9
inf / (1:2 —axr — b) e T dx
(a,b)ER? Jo
Démonstration.

« Remarquons tout d’abord :
X? = pp(X?) + (X*—pr(X?))

Ainsi :
152 = [r(x®) + (6 = pe(x)||

(par théoréeme de Pythagore car

= HPF(X2)H2 + H(X2 —17F(X2))H2 pr(X?) € F et X2 — pp(X2) € FL)

On en déduit : || X2 — pp(X?) H2 = HX2H2 - HPF(XQ)HZ-

o Par ailleurs :

+o0 +oo
inf / (2 —at—b)>etdt = inf / (t*—at—b) (* —at—0b) e dt
(a,b)ER? Jo (a,b)ER? Jo

= (a})?efRQ (X?— (aX +b),X*— (a X +))

= inf

(a,b)€R? X*—(aX +0) H2

- if [ x>-P|?
PeRy[X]

_ ((;1()(2,]&[)(]))2
= || X2 —pr(x?) |

= |17 = e

10
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2 oo
« Enfin : || X?]|” = (X2, X?) :/ the T dt =41 =24,
0

Et :
2|2 2
lpr(X?)[" = [|-2+4X]|

= (=2+4+4X,-2+4X)

= (=2,-2)4+2(-2,4X) + (4X,4X)

= (-2)2(1,1) =16 (1, X) + 16 (X, X)

+oo +oo +oo
= 4 / et dt—16 / th et dt + 16 / et dt
0 0 0

= 4x0'—16 x 11416 x 2!

= 4—-16+32

= 20

2
On en conclut : (d(XQ,Rl[X]) ) =24-20=4. 0
EXERCICE 5
o Pour n entier, n > 2, on définit le déterminant de Vandermonde de n nombres complexes z1, ..., T,
par :
1 1 . 1
Vizy,...,xp) = x12 x92 o x2
xlnfl x2n71 L. wnnfl

« L’objet de cet exercice est de démontrer par récurrence que l'ona: V(z1,...,x,) = ][] (xj fxi).

1<i<j<n

33. Calculer V(x1,x2). Expliquer pourquoi il suffit de faire la démonstration pour n nombres complexes

1, To, ..., T deux & deux distincts.
Démonstration.
« Par définition :
1 1
V(zi,22) = = T2— I
Tl T2

11
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« Supposons qu’il existe deux entiers distincts de [1,n] notés i, j et tels que z; = z;. Dans ce cas,
les colonnes ¢ et j de la matrice dont on calcule le déterminant sont égales. On en conclut :

V(zi,...,zn) = 0

Dans le cas ou les nombres x1, ..., x, ne sont pas deux a deux distincts :
V(zy,...,zn) = 0 = [ (2 — ).
J
1<i<j<n
O
Dans la suite, x1, x9, ..., T, sont n nombres complexes deux & deux distincts.

34. On considére la fonction t — P(t) = V(z1,z2,...,2p_1,t).
Démontrer que P est une fonction polynomiale de degré au plus n — 1 et justifier que le coefficient
de t"~! est un déterminant de Vandermonde.

Démontrer par récurrence que V(x1,22,...,2,) = [[ (2; —x4).
1<i<j<n

Démonstration.

« Dans toute la suite, pout tout (i,5) € [1,n]?, on note A, ; le déterminant de la matrice obtenue
en supprimant la i€ ligne et la j®™¢ colonne de la matrice dont on calcule le déterminant.

o Soit t € R. En développant suivant la derniére colonne, on obtient :

1 1 1 1
T T2 Tp_1 t
V(z1,...,Tp-1,t) = 212 292 o Tp_1? 2| = kzn: (—1)k+” th-1 Apn
=1
R S T R
« Ainsi, pour tout t € R :
Pt) = ()" A, 4+ ()" Mgt + o+ (1) Ay

)

La fonction P est bien une fonction polynomiale de degré au plus n — 1.
Le coefficient devant ¢! est Apn=V(z1,...,2n-1).

« Démontrons par récurrence : Vn € [2, +o00[, Z(n) ou :

pour tout n-uplet (x1,...,2,) € C" de complexes deux a deux distincts,
ZM) Ve, w) = I (xj — ;)
1<i<g<n

» Initialisation :

(l‘j — l‘l) = X9 — I1.

Par ailleurs :  [[ (z;—2;) = ]l[ < ]2[ (g:j—xi)> —

1<i<5<2 i=1 \ j=i+1
D’ou £(2).

o,
L=

12
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» Hérédité : soit n € [2, 4+o0f.
Supposons Z(n) et démontrons & (n + 1).

Soit (z1,...,2Znt1) € C*™ un (n + 1)-uplet de complexes deux & deux distincs. Considérons
alors :
1 1 e 1 1
1 2 Tn X
2 2 2
xy x2 T X
Q(X) = . € K[X]
xln—l 1)2”_1 . xnn—l Xn—l
" To" " X"

x Comme démontré en début de question, le polynéome @ est de degré n et de coefficient

dominant :
Apiinr1 = Vi(zy,...,zn) = [ (x5 — ) (par hypothése de récurrence)
1<i<j<n
x De plus, z1, ..., x,, sont des racines de @ : en effet, pour tout ¢ € [1,n], Q(z;) est le

déterminant d’une matrice ayant deux colonnes égales donc est nul. Comme ces racines sont
toutes distinctes alors il existe R € K[X] tel que :
n
Q(X) = R(X) x [T(X =)

i=1

Enfin, comme @ est de degré n, alors R est de degré 0 : c’est une constante égale au coefficient
dominant de @, c’est-a-dire V(z1,...,xy,).

x Finalement :

Vi, .o Znt1) = Q(Tpt1) (par définition)

1<i<j<n+1

D’ou Z(n+1).
Par principe de récurrence : Vn € [2, 400, Z(n).
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35. Premiére application

Calculer le déterminant de la matrice A = (Z.])lgign en faisant apparaitre le déterminant de Van-

dermonde V(1,2,...,n).

Démonstration.
o Tout d’abord :

det(A)

1n—1 1
2n—1 on

3n71 3n

1<jsn

2n71

3n

(en factorisant par 2
dans la 2™ ligne)

(en factorisant par 2
dans la 2°™¢ ligne)

14
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o Par ailleurs :

« On en conclut :

det(A)

36. Deuxiéme application

Donner un exemple de n nombres complexes a1, as, ...,

n
tels que Y. a? = 0.

k=1

Soit n nombre complexes 1, ZEQ, -

n
au moins des sommes Z T, Z 2, S0 xS, .
k=1

k=1

12

1n—1

21

n!

n!

n!

n!

n!

1x (1x2)x

1 1 1
2 3 n
22 32 n?
2n—1 3n—1 nn—l
1 1
2n—2 2n—1
gn-2  gn-1 (car pour toute matrice carrée
B € Mp(R), det(B) = det (*B)
nn—2 nn—l
V(,...,n)

(d’apres la question 34 car les
éléments de la famille (k)iein
sont deux & deux distincts)

(I1x2x3)x...x(Ix...

mx 2l w32  xnixn

T gnl—k
[[ &
k=1

Finalement : det(A) =

n
. Y. o™ est non nulle.

k=1 k=1

an deux & deux distincts et tous non nuls,

T, deux a deux distincts et tous non nuls, démontrer que I'une

15
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On pourra utiliser un déterminant de Vandermonde non nul.

Démonstration.

o Il s’agit d’exhiber une famille de termes dont la somme des carrés est nulle. Or on sait que la

Commentaire

« Dans cette question, on fait en sorte qu'une somme de carrés de termes s’écrive comme la

famille constituée des racines n®™® de 'unité est de somme nulle. On peut alors obtenir le résultat
souhaité en considérant la famille dont le carré de chaque terme est une racine n®™¢ de I'unité.

sk

Autrement dit, on considére la famille (ay)pefi,n) définie par : Vk € [1,n], ap =e'».

. . . A . éme e . . .
On construit ainsi une famille constituée de n racines (Zn) de I'unité successives. En particulier,
ces nombres sont deux & deux distincts. De plus :

n

zn: (ei%>2 = zez%Tﬂ-
k=1 k=1
2 (%)
= e’ n
k=1
(%) — (%)
e n _ e n
N 1— e
o\ T
27 1—(67’27)
— ZT
- (e ) 1_ei27"
_ ;j2x 1-1
N (e ) 1_67327”
=0

somme des racines n°™¢ de I'unité. De la méme maniére, on aurait pu exhiber une famille de
termes 2 & 2 distincts, dont la somme des cubes est nulle. Pour ce faire, il suffit de considérer
la famille (ay)ref1,n) définie par :

VEk e [1,n], ar = el

On peut procéder de méme pour trouver une famille de termes 2 & 2 distincts dont la somme
des élévations a la puissance 4 (ou 5, 6, ..., n) est nulle.

Si c’est I’élévation au carré qui est mise en avant dans I’énoncé c’est pour insister sur le fait
) s . n P .
que I'on travaille avec des nombres complexes. Si (ax)refi,n) € R™ vérifie :

S92
dag® =0
k=1
alors chacun des termes de la famille (ay)reqi ] est nul puisque une somme de terme positif

ne peut étre nulle que si chacun des termes est nul. On ne peut donc pas trouver de famille
de réels vérifiant la propriété demandée.
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o Pour la deuxiéme partie de la question, on procéde par ’absurde.
Supposons qu’aucune des sommes n’est non nulle. Autrement dit, supposons que toutes les sommes

sont nulles.

1 1 1 1
T Z2 z3 In
— 2 2 2 2
V(.’El, 7$n) - x1 ) x3 Tn
xlnfl x2n71 xsnfl xnnfl
T 1 1 1
$12 T3 In
— ;L, $13 $22 xs3 an
z1
mln x2n71 xgnfl xnnfl
1 i) 1
9612 3322 T3 Tn
= 1 9613 5623 T3 xnz
T X2
xln $2n xgn—l $nn—1
I T2 T3
$12 $22 $32
1
T, X X Ty
xlnfl x2n71 xgnfl
$1n $2n x3”
On obtient ainsi :
€ €2
x12 $22
(acl X ... X xn) V(zy,...,zn) =
mln—l $2n_1
x" zo™

(on multiplie le déterminant par

— X x1 et la multiplication par
231
x1 (# 0) est alors reportée sur

la 18 colonne par linéarité du
déterminant par rapport a cette
colonne)

(en agissant de méme pour la

2¢m€ colonne)
Tn
2
Tn
wnnfl
n
Tn
x3 Tn
$32 an
n—1 Inn—l
3" T

17
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En isolant le déterminant, on obtient :

x1 x2 x3 Tn
12 L2 r32 - 2
:L,ln—l ﬂi'gn_l IL‘3n_1 xnn—l
x1" o™ 3" xn"
n
> Tk T2 3 Tn
k=1
n
S 22 L2 32 2
k=1 ; 5 ere
. . (en ajoutant a la 1°™ colonne
chacune des autres colonnes)
n
Z xknfl x2n71 [IZgnil .,L.nnfl
k=1
n
k=1
0 o T3 Tn
0 x92 x32 .- T2
= (par hypothese)
0 x2n—1 $3n—1 xnn—l
0 xo™ x3" x,"
= 0
On a donc démontré : .
V(zy,...,2p) = ————x0 =0
1 X ... XTIy

ce qui est absurde car, comme les termes de la famille (zj)pe[1,n) sont 2 & 2 distincts, alors

V(xl, v ,mn) =0.
Finalement, I'une au moins des sommes listées est non nulle.




