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DS7

EXERCICE 1
Polynéme de Laguerre et méthode de quadrature de Gauss

Dans tout I'exercice, on considére un entier n € N*.

Partie I - Produit scalaire sur R,[X]

I.1 - Généralités
Pour tout couple (P, Q) € R,,[X]?, on note :

+o0
PlQ)= [ Pt a

1. Justifier que l'intégrale définissant (P | Q) est convergente.

Démonstration.
Soit (P, Q) € Ry[X] x Ry [X].
« L’application ¢t — P(t) Q(t) e~" est continue sur I'intervalle [0, +o0.

+o0
Ainsi, l'intégrale / P(t)Q(t) e " dt est impropre seulement en +oo.
0

< b Ve (0,400, [P Q) et | = |PM)] Q)| e > 0 et e3t >0
> [POQM)e = o (e78)
En effet :
\P(t)QEtt)eW _ [P \?Et)\et _ |r® \1\tQ(t>\ o0

par croissances comparées.

+00 1 1
» L’intégrale / e 2! dt est convergente en tant qu’intégrale de référence de paramétre 3 > 0.
0
Ainsi, par théoréme de négligeabilité des intégrales généralisées de fonctions continues positives,

+oo
I'intégrale / P(t)Q(t)e™" dt est (absolument) convergente.
0

Commentaire

Il est aussi possible de démontrer que pour tout n € N, la fonction :

x>zt e ™

est intégrable sur [0, +o0c[. On peut se servir de ce point pour démontrer que la fonction z
P(x)Q(x)e " est intégrable sur [0, +00[. Plus précisément, en notant m; = deg(P) et mg =
deg(Q) alors deg(PQ) = mj+ma. Ainsi, le polynéme produit PQ s’écrit comme une combinaison
linéaire des éléments de la base canonique (F;)ic[o,m,+m2]- La fonction z — P(z) Q(z) e™*, quant

a elle, s’écrit comme combinaison linéaire de la famille (x — e*‘”)i e[0ma+m2]" Chacune de ces

fonctions étant intégrable sur [0, +o0o[, il en est de méme de la fonction x — P(z) Q(z) e *.

\. -
| -
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2. Montrer que Uapplication (- |-) : R, [X] x R,,[X] — R est un produit scalaire.

Démonstration.

« Démontrons que l'application (-,-) est symétrique

400
(@Q,P) = /0 Qt)P(t)e t at

+oo
= / Pt)Q(t)e "t at (car la loi x est commutative)
0

= (PQ)

« Démontrons que I'application (-, -) est linéaire & droite
Soit (p1,p12) € R x R.
Soit (Ql, QQ) S RH[X] X RH[X]
Soit P € Ry[X].

(Pop1 - Q1+ p2 - Q2)

+o0
= [ PO (@i a) e
0
+oo
= [P0 (@) @) e
0
= [T PO@@ i POQ)

o " PWQu e dt + / P eyt i

= (P, Q1) + p2(P,Q2)
L’application (-, -) étant :
x symétrique,
x linéaire & droite,
elle est linéaire & gauche. On en déduit qu’elle est bilinéaire.

« Démontrons que l'application (-, -) est définie positive

“+oo
x Tout d’abord : (P, P) = / (P(t))ge*t dt.
0

Pour tout t € [0, +00[, (P(t))* e > 0.

(par linéarité de
I’évaluation en un point)

(par distributivité de
la loi x sur la loi +)

(par linéarité de
lintégrale)

On en déduit alors, par croissance de I'intégrale, les bornes étant dans I’ordre croissant (0 < 1) :

<P,P>:/0+OO (P(t)?etdt > 0
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+o0
x Supposons maintenant : (P, P) = / (P(t))2 e dt = 0. Démontrons : P = OR,, [x]-
0

La fonction t — ( P(t) )2 e !est:
x continue sur [0, 400,

x positive sur [0, +oo],

x d’intégrale nulle sur [0, +o0].

On en déduit que cette fonction est nulle sur [0, 4+00[. Autrement dit :

vt € [0,400], (P(t))* e = 0
donc Vt € [0, 4o0], (P(t))2 =0 0U et =0
donc WVt e [0,4o00[, P(t) = 0 (car et >0)

Ainsi, le polynéme P admet une infinité de racines. On en déduit : P = Og,, [x]-

L’application (-,-) est bien définie et est de plus bilinéaire, symétrique
et définie-positive. C’est donc bien un produit scalaire. 0

1.2 - Calcul d’un produit scalaire

3. Soit k € [1,n]. A laide d’une intégration par parties, établir que :
“+oo “+o00
/ the t dt = k/ th=tet at
0 0

« Sous réserve de convergence, par intégration par parties :

+o0 oo +o0
/ teta = [t(—et)] T - / R (et) de
0 0

Démonstration.

0

+oo oo
= —[thet] +k/ thte ! dt
0
On a démontré en question 1 que pour tout (P, Q) € R, [X] x R,[X], la quantité (P | Q) est bien
définie. En particulier :

—+00
« lorsque P = X* et Q = 1, cela démontre que l'intégrale / th et dt est convergente.
0

“+o00
« lorsque P = X*~1 et Q = 1, cela démontre que l'intégrale / tF=Le™t dt est convergente.
0

On en conclut que le crochet généralisé est aussi convergent ce qui permet de lever la réserve
initiale.

« Par ailleurs :

ko—t 17 _ I Eo—t\ _ -0 _ ' ;
[the ]0 (t_}gloo t"e > Oxe 0 (par croissances comparées)
+oo +oo
Finalement : Vk € [1,n], / thetdt = k / th=Le=t dt. =
0 0
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4. Conclure que (X*|1) = k! pour tout entier k € [0, n].

Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vk € [0,n], 2 (k) ol P(k): (XF|1) =k

» Initialisation

e D’une part :

—+oo

(X0[1) — /Om (1) etat = [-e ] = ~(lime™ - ) = (1) = 1

« D’autre part : 0! = 1.
D’ou Z(0).
» Hérédité : soit k € [0,n — 1].
Supposons 2 (k) et démontrons & (k + 1) (c’est-a-dire : (X*1|1) = (k+ 1)L.

+o0
(XF11) = / th et dt
0

+00 ) N . P
B E —t (d’apres la question précédente
= (k+1) /0 e dt car k+1 € [0,n])

= (k+1) (XF|1)
= (k+1) k! (par hypothése de récurrence)
= (k+1)!

Dou Z(k +1).

Par principe de récurrence : Vk € [0,n], 2 (k).

Commentaire

o Afin d’éviter les questions bloquantes, les énoncés actuels comportent la majorité des résultats
intermédiaires. C’est le cas ici : on demande démontrer que pour tout k € [0, n], <X k | 1> =kl
Le concepteur aurait pu opter pour une autre formulation & savoir : « Déduire de la question
précédente la valeur de (X*|1) pour tout k € [0,n] ».

« Le choix de formulation influe sur la maniére de répondre. Lorsque le résultat n’est pas fourni,
il est possible de conclure « par récurrence immédiate » (sans la développer) car donner le
résultat sera considéré comme une démonstration de la compréhension. En revanche, lorsque
le résultat n’est pas fourni (comme c’est le cas ici), il semble difficile de se passer de la rédaction

de la récurrence.
L O

J

Partie IT - Construction d’une base orthogonale
On considére Papplication « définie sur R,,[X] par :

VP € R,[X], a(P)=XP"+ (1 - X)P
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I1.1 - Propriétés de ’application «

5. Montrer que « est un endomorphisme de R, [X].

Démonstration.

o Démontrons que « est linéaire

Soit (A, p) € K2 et soit (P, Q) € R,[X] x R,[X].

(e P+ 4+ @)) (X)
= XOA-PHp-Q(X) + 1-X)(AP+p-Q)(X)

Uapplication dérivée)

(par linéarité de
lapplication dérivée)

= X (AP +u-Q)X) + (1-X)(A-P +p-Q)(X)

= X(AP'X)+p- QX)) + 1-X) (NP (X)+p-Q(X)) (par linéarité de I’évaluation)
= M XP'(X)+p XQX)+(1-X)P(X)+(1-X)Q'(X)

= A (X P'(X)+(1-X) P’(X)) - (X Q'(X)+(1-X) Q’(X))

= A (a(P) (X) + - (a(@)) (X)

= (A-a(P) + (@) (X)

L’application « est donc linéaire.

Commentaire

« Dans I’énoncé, on écrit : a(P) = XP" + (1 — X)P'.
Cette écriture est un léger abus de notation. De maniére rigoureuse, on devrait faire la
distinction entre les écritures R et R(X) lorsqu’on désigne un élément de R,[X]. Plus
précisément, on devrait définir o comme 'application qui & un polyndéme P associe le
polynéme ¢(P) défini par :

(e(P)(X) = XP"(X) + (1 - X)P'(X)

On comprend aisément 'intérét de I’abus de notation précédent qui permet d’éviter cette
lourdeur d’écriture.

« Clest pour cela quon écrit : ¢(A- P+ - Q) en lieu et place de (p(XA- P+ p-Q))(X). Pour
plus de lisibilité, on s’autorise un tel abus dans la suite de I’exercice.

Soit P € R, [X].

deg (a(P)) = deg (X P"+(1-X)P)
< max (deg (X P"),deg ((1 - X) P’))
— max (deg(X) + deg (P"),deg ((1 - X)) + deg (P"))

= max (1 + deg (P"),1+ deg (P”))
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Or, comme deg(P) < n, alors :

x deg(P") <n—2donc 1+ deg(P") <n-—
x deg(P") < n—1 donc 1+ deg(P”) < n.
Finalement : VP € R,[X], deg (a(P) < n.

1 <n.

Autrement dit : VP € R,[X], a(P) € R,[X].

L’application « est donc bien un endomorphisme de R,,[X].

O
6. Ecrire la matrice de o dans la base (1, X,..., X™).
Démonstration.
Dans cette question, notons £ = (Qo, Q1, ..., Qn) la base canonique de R, [X].
Commentaire
Habituellement, la base canonique de R,,[X] est notée (P, Py, ..., P,). Cependant, cette notation

est utilisée dans la question qui suit pour désigner une base particuliére de R,,[X]. Introduire cette
nouvelle notation permettra de bien différencier les bases et de mieux comprendre 1’énoncé.

o (a(Q0)(X) = X QYX) + (1 - X) Q(X)

=0 (car Qo(X) =1, Qy(X)=0 et Q§(X)=0)
0
Ainsi : (Qo) =0-Qo+...+0- Qn. On en conclut : Mat(g, o, (a(Qo)) =
0
o (a@))(X) = X Q) +(1-X)Q4(X)
- 1-x (car@(X) =X, Q(X)=1 et Q{(X)=0)
= Qo(X) - Qu(X)
= (Qo - Ql) (X)
1
1

Ainsi: a(@Q1) =1-Qo—1-Q14+0-Q2+...4+0-Qy. On en conclut : Mat(QO’“_,Qn)(a(Ql)) =10

o De maniére générale, pour tout k > 2
(@) (X) = X QX))+ (1 - X) Q(X)

= X (k(k=1) X*2) + (1= X) (kX*1) (“”“Qk(:) kL QLX) = kXt

tQ”( ) (k )Xk 1Xk72)
= k(k—1) XF 14Xk XF

= (k=1 +k) X+ - kX"
= k2 Qu_1(X) -k Qr(X)
= <k2 Qr-1—k Qk) (X)

Ainsi: a(Qr) =0-Qo+0-Q1+...+0 - Qr_a+k* Quo1 — k- Qr+0-Qpr1+...+0-Qn.
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0
0
k‘2
On en conclut : Mat(Qo,...,Qn) (a(Qk)> =17
0
0

0 1 0 0

0 -1 4 . :

On en conclut : A = Mat@(a) =|: . 9 . o | € M+1(R).
n2

7. En déduire que « est diagonalisable et que Sp(a) = {—k | k € [0,n]}.

Démonstration.

o Tout d’abord :
Xa(X) = xa(X)

= det (A— X I41)

X -1 0 0
0 X+1 —4

= E X 42 T 0
: L p2
0 0 X+n

= X(X+1)...(X+n)

Le polynéme caractéristique de I’endomorphisme « est scindé a racines simples.

Cela suffit a conclure que ’endomorphisme « est diagonalisable.

o De plus, les valeurs propres sont les racines du polynémes caractéristique.

Ainsi : Sp(a) =Sp(A) ={ —k | ke [0,n] }.

Commentaire

o Pour répondre & cette question, on a choisi de déterminer y,. Cela permet de respecter
I’ordre des questions : on démontre d’abord que ’endomorphisme est diagonalisable avant
d’en conclure les valeurs propres.

o Il était aussi possible de déterminer tout d’abord les valeurs propres de l’endomorphisme
a. Comme la matrice A est triangulaire (supéieure), ses valeurs propres sont ses coefficients
diagonaux. On en conclut : Sp(a) = Sp(M) ={ —k | k € [0,n] }.

L’application « :
x est un endomorphisme de R,,[X], espace vectoriel de dimension n + 1,

x posséde n + 1 valeurs propres distinctes.

On en déduit alors que « est diagonalisable.
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I1.2 - Vecteurs propres de ’application «

On fixe un entier k € [0, n].
8. Quelle est la dimension de Ker (a + kidg, [X]) ?
Démonstration.
o D’aprés la question précédente : Ker (a + kian[X]) = F_i(«a), sous-espace propre associé a la
valeur propre —k.

« Notons alors m_g(«) la multiplicité de —k en tant que racine de y,. Alors :

1 < dim (E_g(0) < m_g(a) = 1

On en conclut : dim (Ker (a + kian[X]) ) =1.

Commentaire

La maniére dont les questions sont formulées donnent un indice sur la réponse attendue. Ici, il
n’est pas explicitement demandé de déterminer E_j(«). Il est évidemment possible de le faire
pour traiter cette question mais ce n’est clairement pas lesprit du sujet. Déterminer E_g(«) ne
sera pas sanctionné en tant que tel. Toutefois, cette question ne sera certainement pas barémée
a hauteur du temps qu’exige la recherche d’un sous-espace propre. Ce temps perdu se traduira
alors par une perte de points. -

\.

9. En déduire qu'il existe un unique polynéme Py € R, [X], de coefficient dominant égal & 1, vérifiant

« (Pk) = —kPk.

Démonstration.

« D’aprés la question précédente, pour tout k € [0,n], dim (Ker (a + kidg,, [X]) ) =1.
Autrement dit, Ker (a + kidg,,| X]) est une droite vectorielle.
Ainsi, il existe un polynoéme Ry € R,,[X] non nul tel que :

Ker (04 + k ian[X}) = Vect (Rk)

« Notons m = deg (Ri) (# —0) et ¢y (> 0) le coefficient dominant de Rj. On note enfin :

1
Py =—"-Ry

Cm,k

Le polynéme P est unitaire et engendre E_(cv). Comme dim (E_j(a)) = 1, tout autre polynome
de E_j(«) est colinéaire a Py et méme égal a Py si unitaire.

Ainsi, il existe bien un unique polynéme unitaire P € R, [X] tel que a(Pk) =—k- P 0

10. Justifier que Py est de degré k.

Démonstration.
 Remarquons tout d’abord que Py # Og,[x] car Py est un vecteur propre de 'endomorphisme .
« Notons m = deg(Py) > 0. Il existe alors (ag, .- ., akm) € R™T! tel que :
m .
Py = > ak;- X7
§=0

En particulier, comme P est unitaire, aj,, = 1.
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On a alors :
m .
oc(Pk) = af X ap; X
j=0
m .
= X k- o(XY)
j=0
m .
= > ap; - a(XY) (car a(1) =0)
j=1

m . .
= Y - (X0 - XI)
1

= —E%Jak7j X7+ ZIJ a,j X7
J= J=

mo . m—1 ] 9 .
= > Jar; X7+ Y (G+1)%ak XV
2 2

Jj= Jj=0
m—1 ] ] 9 .
= —mapm XM+ 3 (—gar;+ G+ 1) argn) X7+ agy
j=1
m—1 .
= —-mX"™ + > (—jakyj +(j +1)2 ak7j+1) X7+ apa (car agm =1)
j=1
Par ailleurs, par définition :
a(Py) = —k-Py
m .
= —k ) ap; XV
=0
m .
= 2 (—kay) X
=0
m—1 .
= —k:ak,m X™m + Z (— k:ak’j) X
j=0
m—1 .
= kX S (—kay,) X
=0
Par unicité de la décomposition dans la base (1, X,...,X"), les deux décompositions de «a(Py)
permettent de conclure, en particulier : —m = —k et donc m = k.

Ainsi, pour tout k € [0,n], Py est de degré k.
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11.

Déterminer Py et Py. Vérifier que Py = X2 —4X 4 2.

Démonstration.

« Par définition Py est I'unique polyndéme unitaire de degré 0 vérifiant a(FPy) = —0 - Fp.

En particulier, Py est un polynéme unitaire de degré 0 (c’est-a-dire constant), donc Py = 1.

« Par définition P; est 'unique polyndme unitaire de degré 1 vérifiant a(Py) = —1- P ().

x Comme P; est un polynome unitaire de degré 1, il existe a € R tel que : P/(X)=1-X +a- 1.
De plus :
a(P)) = a(l-X+a-1)

= 1-a(X) + a-a(l) (par linéarité de o)
= 1-a(X) + a-Op,x]

= 1-(1-X) (vu en question 6)
= (-)-(X-1)

x Par ailleurs, d’apres (%) : a(Py) = (—1) - (X +a).
Ainsi: (-1)- (X —-1) = (-1)- (X 4+ a).

Finalement, par unicité de la décomposition dans la base (1,X), a=—-1et P, = X — 1.
o Enfin :
a(X?-4X+2) = a(X?) - 4-a(X) + 2-afT) (par linéarité de «)

= 4X-2X? - 4-(1-X)
= —2X%4+8X -4
= -2 (X?-4X+2)

Le polynéme Q = X2 — 4X + 2 est unitaire, de degré 2 et vérifie : a(Q) = —2- Q.

Comme P, est I'unique polynome vérifiant ces propriétés, P, = Q = X? —4X + 2.

Commentaire

o L’énoncé présente deux formulations différentes. Tout d’abord, il s’agit de « déterminer » Py
et P;. Pour ces deux polynomes, c’est bien une étape de recherche qui est demandée.

o En revanche, la valeur de P, est donnée et il s’agit de la « vérifier ». Cela améne & une méthode
de résolution différente. Il suffit dés lors de vérifier que le polynoéme fournit par I’énoncé (qu’on
ne peut encore nommer P,) satisfait les critéres définissant P de maniére unique.

L O

J

10
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I1.3 - Orthogonalité de la famille (P,..., P,)
On fixe un couple (P, Q) € R, [X]%.

12. Montrer que (a(P)|Q) = — /+OO tP'(t) Q' (t)e " dt.
0

Démonstration.
« Tout d’abord :

((P)|Q) =

(par linéarité
de ’évaluation)

(par linéarité

400 DX
_ / LR/ QL) et dt de lintégrale)
0

o On s’intéresse en particulier a cette derniére intégrale.
Par intégration par parties, sous réserve de convergence :

/O+OO (tP'(t)Q(t)) x (e™") dt

) /0+oo (PWQW + tP' QW) + tPHQWM) x (~e™) dt

+oo
Les deux intégrales en présence sont convergentes car sont de la forme / R(t) et dt, on

R € R,[X], c’est-a-dire de la forme (R|1), quantité bien définie d’aprés la question 1.
Cela léve la réserve initiale. De plus :

“+oo

[tP0QM) (—e) ] = ~[tPmQw ]

+oco

- —( (lim tP’ &) — 0x P'(0)Q(0) e—O)

=0

11
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o Finalement, en injectant la valeur de cette derniére intégrale dans le premier calcul, on obtient :

{(a(P)| @)

+00 +oo
= / tP"(t)Q(t) et dt + / P)Q(t) et dt
0 0

B (/ /0+°° (PWQw + tP1)QE + tPHQWM) x () dt)

—+o00
= tP” t)yetdt + P’ t) et at

+o0 Foo
- Pl e dt — W

On obtient bien : (a(P)| Q) = —/ tP'(t) Q' (t)e ! dt.
0

—+00

f)ye tdt — / tP'(t)Q(t) et dt
0

—+00

O
13. En déduire que (a(P)| Q) = (P | a(Q)).
Démonstration.
D’aprés la question précédente :
+oo
@P@) = - [ PO@e
0
_ teo LO'(8) P (1) et dt (par commutativité
N 0 ¢ de la loi x)
B (a Uaide de la
= (@] P) question précédente)
— (P|a(Q) (par symétrie
du produit scalaire)
(a(P)|Q) = (Pla(Q)) -

14. Montrer que (P,..., P,) est une base orthogonale de R, [X].
On pourra utiliser les questions 9 et 15.

Démonstration.
« Soit (i,7) € [0,n] x [0,n]. Supposons i # j.

D’apreés la question 15 : (a(F;) | P;) = (P; | a(F;)). Calculons tout d’abord le membre de gauche :
(a(Py) | Py = ((—i) - P|Py) (d’apres la question 9)

= —i (F|P)

Calculons maintenant le membre de droite :

(par linéarité a gauche
du produit scalaire)

(Pila(Py)) = (Pi|(=j)-Pj) (d’apres la question 9)

= —Jj (B|F)

(par linéarité o droite
du produit scalaire)

12
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e On en déduit :
—j (B Pj) = —i (Fi|Fy)
donc (i—j7) (P|P) =0
donc (i—j) =0 0U (R|P) =0

donc (Pi|Pj) =0 (puisque i # j)

Ainsi, (Py, ..., P,) est une famille orthogonale.
o La famille F = (FPp,..., P,) est :

x libre car elle est orthogonale et constituée uniquement de vecteurs non nuls (puisque chaque
polynéme de cette famille est un vecteur propre de «),

x de cardinal Card (F) = n+ 1 = dim (R, [X]).
On en déduit que F est une base de R, [X].

La famille (P, .

.., P,) est bien une famille orthogonale de R, [X].

13
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EXERCICE 2
Présentation générale

On se propose ici d’étudier certaines propriétés des matrices antisymétriques réelles. Aprés avoir étudié
un exemple en dimension 2, on utilise les matrices antisymétriques pour paramétrer un sous-ensemble
des matrices orthogonales.

Notations

— R désigne I'ensemble des réels et, pour tout entier n > 0,.#,(R) désigne ’ensemble des matrices
n x n a coefficients réels. On note I,, la matrice identité de .4, (R).

— Pour tout entier n > 0, on désigne par 7,(R) l'ensemble des matrices n X n antisymétriques a
coefficients réels et par O, (R) celui des matrices n x n orthogonales a coefficients réels. Le groupe
spécial orthogonal est constitué des matrices orthogonales de déterminant 1 .

Partie I - Un exemple en dimension 2

0 ¢

15. Soit t un réel et soit A = <—t 0

). Déterminer les valeurs propres complexes de A.

Démonstration.
On calcule le polynéme caractéristique de A :

xA(X) = det(X T, — A) = ‘)f ;’ = X244 = (X —it) (X +it)

Les valeurs propres de A sont les racines de x 4.

On en déduit que les valeurs propres complexes de A sont it et —it.

O

16. Calculer R = (IQ + A) (IQ — A)_1 et montrer que R est une matrice du groupe spécial orthogonal.

Démonstration.

« Tout d’abord : I, — A = (1 ‘f). Ainsi :

det(Iy — A) = '1 _t‘ =148 £ 0

t 1

Ainsi, la matrice I — A est inversible et :

o=l 1 (1t>_ 1<1t>
(I = A) = det(I — A) \~t 1) — 1+ \~t 1

Commentaire

Rappelons que si M = (CCL Z) est une matrice carrée d’ordre 2 de déterminant non nul (c’est-

a-dire telle que : ad — bc # 0), alors A est inversible d’inverse :

_ 1 d -—c 1 d —b
Mt = —— =
det(M) (b a > ad — be (C a )

14
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e On en déduit :

4 1 —¢ 1 1 ¢ 1 1—¢2 2t
B =(L+A)BL-4" = (t 1>X <1+t2 (—t 1>> TR (—Qt 1—t2>
1

o De plus :

1 1—t2 =2t 1 1—t2 2t
t _
RxR = (1+t2 < 2t 1—t2)> % <1+t2 (—Qt 1—t2>>

B 1 ((1 —12)2 + 442 0 )

o (1+12)2 0 (1 —12)2 4 4
_ 1 (1+1%)? 0 _
T (1+12)2 ( 0 (1+ t2)2> = b

La matrice R est donc orthogonale.

Commentaire

« Une matrice est orthogonale si ses colonnes forment une famille orthonormale (pour le
produit scalaire canonique sur .#, 1(R)). Il était aussi possible d’utiliser cette propriété
pour démontrer R € O,(R). En particulier :

(e () e (2e)) = g (050 (20

_ (1—|—1t2)2 (A=) @) + (-2 1-1))

=0
« On peut aussi remarquer : ‘A = —A et ainsi : {(lo + A) =!I, +'A =1, — A. Ainsi :
RxR = (L4 A)x (b—4)") x (b+4)x (b-A)"

1

= (= A)") x4+ A) x (I + 4) x (I = 4)”

= (= A) ") x (= 4) x (L +4) x (- 4) ™

_ ot ((12 —A)‘l) x (I + A) x (I — A) x (I — A) ™ g‘glfSAmz;’;’ijZijn;A
_ ((IQ—A)*1> x (I + A) x I

= (=) x (1 a) fcar (1) = (+B))
= (b+4) x(L+4)

= I

Cette méthode est certainement plus satisfaisante mais, en temps limité, il peut étre plus
pertinent d’effectuer un calcul peu subtil pourvu qu’il donne le résultat rapidement.

15
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o Enfin :

1 1—t 2t
det(R) = det<1+t2 (—Qt 1—t2>>

B 1 1—t2 2t

T 42)2 | -2t 1-¢?
1 2)\2 2

= Tiee ((1—12)+412)
1

= e U

= 1

On en déduit : R € SO2(R).

Commentaire

La encore, il était possible d’agir de maniére plus subtile et, pour le coup, plus rapide :

det(R) = det((Ig+A) (IQ—A)_1>
— det(L+A) xdet( (b—-4))

= det(L+A)x (det(L-A))
det(Iz—l—A)
det(Ig— )

1+ t2

1+12

= 1

‘ gy

cos(f) —sin(h)

17. Pour tout réel § € R\ 7 Z, on note Ry = (sin(&) cos(6)

). Caleuler M = (I + Rg) ™" (I — Ry).

Démonstration.
Soit # € R\ 7 Z.

o Tout d’abord :

det(Iy + Ry) = ‘1:15?;)(0) 118332?2)’

— (14cos(8))? + (sin(6))?
— 142 cos(d) + (cos(9))” + (sin(8))?
— 242 cos(f)

Comme 6 ¢ 77, alors : cos(f) # —1. Dot : det(Is + Ry) # 0.

Ainsi, la matrice Is + Ry est inversible et :
_ 1 1+cos(d)  sin(0) )
ILh+Ry) = ——— ( . .
L2t Ro) = i cos(@)) \ —sin(®) 1+ cos(9)

16
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e On en déduit :
M = (Iy+ Ry)~" (I — Ry)

_ (1+cos(9) sin(f) >>< <1—cos(0)

2 (1 + COS(Q)) —sin(d) 1+ cos(9) —sin(0)

Ry

= ; (1 - (COS(Q))Q - (sin(a))Q 2 sin(6) )

2 (14 cos(f))
I < 1-1 QSm(e)>
2 (1 + cos(H)) —2sin(d) 1-1

_ 1 ( 0 2 sin(9)>
2 (14 cos(f)) \—2sin(6) 0

—2 sin(0) (sin(9))* +1 — (cos(6))”

Finalement : M =

1 < 0 sin(0)
1+ COS(Q) — Sin(e) 0

)

Partie II - Matrices antisymétriques et matrices orthogonales

Dans ce qui suit, n désigne un entier strictement positif.

18.

19.

Soient B et C' deux matrices de ., (R).
Montrer que si C est inversible et BC = OB, alors BC~! = C~!'B.

Démonstration.
Supposons que C' est inversible et : BC = CB.

BC = (B
donc BCxC™!' = OBx(C™!
donc B = CBC7!
donc C'xB = C'xCBC™!
donc C'B = BC!

On en conclut bien que, si C est inversible et BC' = CB, alors :

BC-1=C"1B.

O

Soit A € #,,(R) une matrice antisymétrique. Soit A une valeur propre complexe de A et X € C"\{0}

un vecteur propre associé. En calculant de deux fagons :
HAX)X,

montrer que A est un complexe imaginaire pur (éventuellement nul).

Commentaire

n’est défini que si X € ., 1(C) (et non C").

« L’énoncé fait ici une confusion entre les ensembles C" et .#;, 1(C). En effet, le produit AX

o On peut légitimement s’interroger sur l'intérét d’une telle confusion pour cet énoncé car elle va
naturellement amener a calculer le produit de deux vecteurs de C" (puisque *(AX) € #,,1(C)
et X in#y,1(C)). Cependant, cela reste une confusion classique dans les énoncés de concours
et il convient donc s’habituer a la voir apparaitre. On pourra par ailleurs éviter de réaliser
cette confusion dans les réponses sauf si elle permet d’éviter une lourdeur d’écriture.

17
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Démonstration.

o D’une part, comme X est un vecteur propre de A associé & la valeur propre A, alors :

FAX)X ="\ X)X

On obtient :
HAX)X = MNIXX (par linéarité de la transposée)
77
75
= A . (1-1 x2 e xn) X
T
n
= A) 5T
i=1

Ainsi, on a tout d’abord : {(AX)X =\ Y |z;|?.
i=1

o D’autre part :

= IX(-4A)X (car A est antisymétrique)

_ ixxAX (car A :\A puisque A e,st une
matrice 4 coefficients réels)

= —IX x AX (par linéarité de la conjugaison)

X« X (car X gft\un vecteur propre de
A associé a la valeur propre \)

= -AIXX (carA-X =X-X)

- & d’apres les calculs du point
= Ay |$Z‘2 (d’ap p

= ' précédent)

_ _n
Ainsi, on a également : {(AX) X = -\ Y |z;]2
1=1

e« On en déduit : .
AY wl? = =AY |al?
i=1 i=1

donc ()\—l—X) i lz;]? = 0
i=1

|z;]? # 0. D’oit : A+ A = 0. Autrement dit :
1

Or: X #0.4,,(c)- Donc:

n

1

A= -\

Ainsi, A est bien un imaginaire pur.
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20. Déduire de la question précédente que si A est antisymétrique réelle, alors I, + A est inversible et :

(I, — A) (L, +4)7"

= (I, +A4) 7" (I, - A)

Montrer que R = (In + A)_l (In — A) est une matrice orthogonale.

Démonstration.

Supposons que la matrice A est antisymétrique réelle.

o Alors, d’aprés la question précédente : Sp(A) C iR (toute valeur propre est imaginaire pure).
En particulier, le réel —1 n’est pas une valeur propre de A.

On en déduit que la matrice A + I, est inversible.

e On sait alors que :

x la matrice I, + A est inversible,

x les matrices I,, + A et I,, — A commutent, c’est-a~dire : (I, + A) (I, — A) = (I,,

On peut donc appliquer la question 184 C =1, + Aet B =1, — A.

e« On en déduit

tRx R =

IRx R =

Commentaire

Afin d’obtenir le résultat, on commence par établir : (I,, — A) (I, + A)~' = (I, + A)~' (I, — A).
Cette propriété a demandé un peu de travail (notamment de traiter la question 18). Elle n’est
pourtant pas nécessaire pour établir le fait que la matrice R est orthogonale. En effet, si on reprend
le calcul effectué dans cette question :

— A) (I, + A).

On obtient : (I, — A) (I, + A)~! = (I, + A)~' (I, — A).

(B + ) (I = A)) % (T + A) 7 (I = A)

(I, — A) x t((In v A)—l) % (In + AL x (I, — A)

(o= A)x ((Ta+4) " x Lo+ A7 x (I~ )

(11 4) % (T + %4))*1 < (In+ A)~1 x (I, — A)

(I, +A) x (I, — A~ x (I, + A~ x (I, — A)

(In+A) x (I, — A) ™t x (I, — A) x (I, + A)~!

(I, +A) x I, x (I, + A)~!
I,

La matrice R est donc orthogonale.

(par linéarité de la
transposée)

(car A est
antisymétrique)

(d’apres le point
précédent)

(I + A) x (I, — A~ x (I, + A)~t x (I, — A)
(It 4) (Lo + 4) x (L= 4)) " x (I~ A)
(Lo + A) x (I = A) x (I + A))_l x (I, — A)
(In+ A) x (In+A) "t x (I, = A)~t x (I, — A)
I, x I,

(car les matrices I, — A
et I, + A commutent)
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21. Calculer le déterminant de R.

Démonstration.
det(R) = det ( (I, + A)~" (I, — A) )

= det ( (In+4)7" ) xdet (I, - A)

— (det (L, +4 ))71 x det (I, — A)

det([n—A)
det(In—l—A)

det (*(I, + 4) )

= (car *(I, + A) =", +'A=1,— A)

det(In—i-A)

N m (puisque det (*B) = det(B))

=1

det(R) =1

22. Soit R une matrice orthogonale telle que I, + R soit inversible.
Démontrer que la matrice A = (In + R)_l (In — R) est antisymétrique.

Démonstration.
‘A = (I + R (I~ R))

— (I, - R) x t((In +R)!

= (I, - 'R) x ((tln + tR)) - (par linéarité de la transposée)
— (I,—RY)x (In + R‘l)_ (car R € On(R))

= (=R x ((R+ 1) x R

= (I,— R x (R‘l)_l x (R+1,)""

— (I, —RY)xRx (R+1I,)"

= (R—-IL) x (R+1,)""

tA=—-A

(en appliquant 18 4 C = I, + R inversible
et B =1, — R qui commute avec C')
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EXERCICE 3
oo 1
IT existe de nombreuses méthodes pour déterminer la valeur de > —.
n=1T
On propose ici d’en présenter une.
23. Question préliminaire
S q +oo 1 2 | +00 1
i on admet que —_— ue vaut la somme
4 ngo (277’ + 1)2 8 4 nzl
Démonstration.
« Tout d’abord :
+© 1 +oo ] +00 1
X5 = 3+ s
n=1MN n=1 N n=1 n
+00 1 +00 1
- 5 + 2 2
n=1 (QTL) n=0 (2n + 1)
sl | +o0 1
B n; 4n? nZo (2n 4 1)2
1t 1 pESS 1
= 72X 3 2 2
4,51 n n=0 (2n+ 1)
e On en déduit :
oo 1 pusliy| 1 1o 1 1)} ¢ 1 3t 1
2o T 2 5 g S =\1-7) 2= =3 2
n=0 (277‘ + 1) n=1T 4 n=1"T 4 n=1 T 4 n=1 T
+oo 1 4 +o0 1 4 72 2
Etalnbi:Z— Z - - T
oot 7} (2n +1)2 3 8 6
O
24. Donner sur lintervalle | — 1, 1] le développement en série entiére de la fonction x +— —2 ) puis
72
1
|
calculer l'intégrale / ﬁ dx.
0o I°— 1
On donnera le résultat sous la forme de la somme d’une série numérique.
Démonstration.
1
« Rappelons tout d’abord que la fonction u T est développable en série entiére sur | — 1, 1].
—u
De plus :
\Z L1, — Sk
SH s 41 =
u €] L T kgou
On en déduit :
1 oo (en utilisant I’égalité précédente
- 11, —— = 2k
veel-1, [’1—1:2 kZ::x enu=x?€[0,1[C]—1,1])
1 T
Finalement : Vz € | — 1, 1], — 1= — > %
x J—
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e On en déduit :
In(x)

x2—1d$ -

/

— jgl <;§§21E2k hl(af)> dzx

On aimerait alors utiliser le théoréme d’intégration terme & terme afin d’intervertir les symboles

—+o00

k=0

(i) | Existence d'une limite finie - étude « en n »

+oo
> et / . Pour tout n € N, on note : f, : t — In(t) t*".
0

» Comme vu en début de question, pour tout zo € 0,1[, la série numérique Y. (wo?)" est
(absolument) convergente. Autrement dit, la série de fonctions > f,, converge simplement

sur |0, 1[.

» De plus, la fonction S : z — Z 22 In(z) = .
k=0

Intégrabilité - étude « en ¢ »

(i)

e Soit n € N. Deux cas se présentent :

In(z)

est continue (par morceaux) sur |0, 1[.

x si n =0, la fonction fy : t — In(¢) est intégrable sur |0, 1] d’apreés le cours.

1
L’intégrale / fn(t) est donc impropre seulement en 0.

0
Or : lim 2" In(t) = 0. Ainsi, I'intégrale précédente est faussement impropre en 0. La

t—0

fonction f,, prolongée en 0 est alors continue sur le SEGMENT [0, 1] et donc intégrable sur

ce segment.

Hypothése spécifique

(iii)

« Démontrons que la série numérique » | / | fn(t)| dt converge.
0

x Tout d’abord :

1 B 1 on .
/Olfn(t)ldt _ /0 2 In(t) | dt

1
= — / 2" 1n(t) dt
0

Notons I, cette derniére intégrale.

1
I, = d/p 2" In(t) dt

M [

= / 27 dt
2n+1 0

£2n+1 ]1

£2n+1
n+1 ¢t

1
T 2n+1 [2n+1

B 1 1 0
 2n+41 \2n+1

(carIn(t) <0 si t € ]0,1[)

dt (par intégration par parties)
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1

1
. 11
Finalement : /0 | fn(t) | dt = m o~ —

1
Ainsi, la série numérique » / | fn(t) | dt est bien convergente.
0

On en conclut, par théoréme d’intégration terme & terme que la fonction S est intégrable sur

10, 1[. De plus : 1 o
/0 S(z) de = /O <n20x2” ln(x)) dz

_ :Z:jz </01 22 In(x) dx)

+oo —1
ng() (21’L + 1)2

L L /+oo +oo 1 +o0 1
Finalement :/ g(x) dr = —/ <Z 22k ln(x)) de = — > e = > ow—l
o zv—1 0 \k=0 n=o 2n+1)2 ;= (2n+1) O

arctan(zt)
1+1¢2
Démontrer que la fonction f est bien définie et est continue sur 'intervalle [0, +o00].

+o0
25. On pose pour z € [0,400[, f(z) = / dt.
0

Démonstration.

Dans toute la suite :
arctan(zt)

1+¢2
x pour tout zo € [0, 400[, on note : h,, :t— f(zo,1).
cx o f(x,to).

x on note h: (x,t) —

x pour tout tg € ]0, +oo], on note : Ay,

(i) | Caractére €V - étude « en x »

arctan(t x)

T est de classe € sur [0, +o0.

« Pour tout ¢ €]0, +o0], la fonction h, : z

(it) | Intégrabilité (par domination) - étude « en ¢ »

arctan(zt)

» Pour tout = € [0, +oo], la fonction ¢ —
142

est continue (par morceaux) sur |0, 4+o00].
» Soit = € [0, 4o00[. Soit ¢ €]0, +o0.

1
1+1¢2

T
2

(%)

X

arctan(zt) | |arctan(zt)|  |arctan(wt) |
T+¢2 | |1+ 142
1

Et la fonction av: s ~ ——

2 14+t

x intégrable en 0 car continue sur [0, 400,

est intégrable sur ]0, +oo] car elle est :

1
x intégrable en +oo puisque : at) = O <t2>
t——4o0
(Uinégalité (x) démontre au passage que pour tout x € [0,+o0[, la fonction t — h(x,t) est
intégrable sur 10, +00|)

Ainsi, par théoréme de régularité des intégrales & parameétre, la fonction f est bien
définie et de classe €0 sur [0, +ool. 0
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26. Etablir que cette fonction f est de classe ' sur l'intervalle ]0,1] et exprimer f/(z) comme une
intégrale.

Démonstration.

(i) | Caractére €' - étude «en z »

« Pour tout ¢ €]0, +o00], la fonction h, : z T e arctan(t x) est de classe € sur [0, +-oc].
« De plus, pour tout z € [0, 4o0] :

) 1 1 1 1 t 1
hy(x) = 3 5 b= 2 5 t= 2 2.2
1+t 1—|—(tl‘) 1+t 1—|—(tl‘) 1+t2 1+t°x

(it) | Intégrabilité (par domination) - étude « en t »

« Intégrabilité (sans forcément dominer)

(0) Pour tout = € [0, 4+o00[, la fonction ¢ — h(x,t) est intégrable sur |0, +oo[ d’aprés la question
précédente.

« Intégrabilité par domination

t 1
1+t2 14222

(1) » Pour tout z € [0, +o0[, la fonction t —
10, +o0].
» Soit a € [0, +o00[. Soit = € [a, +oo[. Soit t € ]0, +o0.

est continue (par morceaux) sur

t (R 1t Lt Ly
T+12 14222 | [14+2] |[1+22¢2| 1462 T+22¢2 © 142 1+a2t2

t 1
14+1t2 1+ a?t?
x intégrable en 0 car continue sur [0, +00],

Et la fonction v : t — est intégrable sur ]0, 400] car elle est :

1
x intégrable en +oo puisque : Y (t) = O < >

t—+o00 tis

1
('inégalité (x) démontre au passage que pour tout x € [0, +o0l, la fonction t —

14+t2 1+ a22¢2
est intégrable sur ]0,+o0|)

L’inégalité (x) s’obtient en remarquant que pour tout z > a :

2 s g2 (par croissance de la fonction
- élévation au carré sur [0,+o0|)
donc 2212 > a’t? (car t> > 0)
donc 14+ 22¢2 > 14 a2t?
1 1 Scrof '
donc < (par décroissance de la fonction
1+ 222 1+ a?t? inverse sur |0, 4o00[)
t 1 t 1 t
donc < (car >0)

T+12 1+22¢2 = 1442 1+a2¢2 1+ ¢2

Ainsi, par théoréme de régularité des intégrales & paramétre, la fonction f est de
classe €' sur [0, +ool.
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27. Réduire au méme dénominateur I’expression

De plus :

t 1

+o0 +oo
! = h dt = dt
YV € [0,+OO[7 f (33) /O 7t(IL') /O 1 +t2 1+ 22 ¢2

Commentaire \

« Il est précisé dans le programme officiel « En pratique, on vérifie I'hypothése de domination
sur tout segment de A, ou sur d’autres intervalles adaptés a la situation ». Cette remarque
est valide pour les trois théorémes de régularité des intégrales & paramétre.

o Plus précisément, I’hypothése de domination sur tout segment s’écrit :

V¥ (a,b) € A% (avec a < b), il existe une fonction « intégrable sur I telle que :

Vo € la,b],Vtel, ‘ﬁgl)(a:) ‘ < aft)

o Le fait d’utiliser ’hypothése de domination sur tout segment [a,b] produit une fonction «
dont I'expression fait apparaitre a et / ou b (si ce n’est pas le cas, autant dominer sur A tout
entier !). Si I'expression de o ne dépend que de a, alors on peut préférer faire 'hypotheése de
domination sur des intervalles de la forme [a, 3] ou § est la borne haute de A. Cest ce qui
est réalisé dans la question ou ’hypothése de domination est réalisée sur tout intervalle de

type [a, +o0[.
\ m

x2t

12 1422

et en déduire que pour tout x € ]0, 1],

fla) = 22

2 -1
Démonstration.
Soit z € |0, 1].
« Tout d’abord :
t 2t t(1+t2$2)—x2t(1+t2) t+ 8377 — 22t — 2275 t(l—a:z)
1+2 1+222 (142) (1+222) (1+82) (1+227) (1+82) (1+22)

o Par ailleurs, pour tout B > 0 :

1—1‘2)
(1+¢2) (1+a2t2)

- 1 / B 2t &
1 —2a2 1+ﬂ 1+ 22¢2

By 1 1
dt =
o 1+t 1+a22¢2 1— 22

B 2
t
t—/ Tt
1-+t2 0o 1+a2¢

(1))~ L (a2 }f)

N | —

Il
N |
[a—

[ -
8
o
N

(1 +B2) ~ w617) — (In (1422 B2) — 1) ) )

1 1 | 1+ B?
= = n
21— a2 1+ 22 B2

25
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o De plus :
1+ B B> 1

1+ 22B2 Boteo 22B%2 22

Ainsi, par composition de limites :

1+ B? 1 5

« Finalement :

f’(a:)—/Jrc><> ! ! dt = lim /B ! ! dt
) 1+12 142212 Bofoo \Jy 1412 14 22¢2

o In(x)
Ainsi : 1, f'(z) = .
insi : Vz € ]0,1[, f'(x) T
+oo ]
28. Calculer f(1), puis en déduire la valeur de »  —.
n=1"1

Démonstration.

« Tout d’abord, comme f est définie sur [0, +oo] :

“+oo
oy = [ o,

= /+OO b (arctaun(t))1 dt
Sy 12

(car x > 0)

2 1%
_ (‘arctan(t) )
B 2
0
-1 lim ( arctan(t) )2 — ( arctan(0) )2
2 \ t—+oo
- ! ( lim arctan(t) )2 — ( arctan(0) )2
2 t—+o00
1 2
= 3 ((2) - 0)
2
T
1) =—
) N : P ’ h’l(t)
« D’aprés la question précédente, pour tout t € |0,1[, f'(t) = ]

On en déduit, pour tout = € ]0,1] :

T (" In@®)
/Of(t)dt _ /0 0y
f(

z) — f(0)
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o Par ailleurs, par définition de f :

f(0) = /0+OO Mdt = /0+000dt =0

142
o Ainsi :
fay = linri f(x) (car f est continue en 1)
T—
x
= lim / In(t) dt
1
In(t
[t In(®) (car lintégrale n(t) dt
= P dt 0 2 -1
0 est convergente)
+oo 1
- nZZ:O @12 (d’apres la question 24)
« Finalement :
too 1 1 2
,EO 2n+1)2 =5
+oo 2
On en conclut, d’aprés la question 23 : 21 2= .
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EXERCICE 4
Etude d’une marche aléatoire

On considére trois points distincts du plan nommés A, B et C. Nous allons étudier le déplacement
aléatoire d’un pion se déplacant sur ces trois points.

A I'étape n = 0, on suppose que le pion se trouve sur le point A. Ensuite, le mouvement aléatoire du
pion respecte les deux régles suivantes :

1. le mouvement du pion de I’étape n a ’étape n + 1 ne dépend que de la position du pion & I’étape
n, plus précisément il ne dépend pas des positions occupées aux autres étapes précédentes ;

2. pour passer de ’étape n a I’étape n + 1, on suppose que le pion a une chance sur deux de rester
sur place, sinon il se déplace de maniére équiprobable vers I’'un des deux autres points.

Pour tout n € N, on note A,, 'événement « le pion se trouve en A & I'étape n », B, 'événement « le
pion se trouve en B a ’étape n » et C), 'événement « le pion se trouve en C' a I’étape n ». On note
également :

Pn

T'n

et on considére la matrice :

1 (211
M=-11 2 1| ¢e.#(R)
4\ 10

Dans ’exercice, on pourra utiliser sans le démontrer le résultat suivant :
1 4" +2 4" -1 4" -1
3eA" N\ 1 41 a2

On rappelle que si E et F sont deux événements avec P(F') > 0, on définit la probabilité conditionnelle
de E sachant F' (notée P(E | F') ou Pp(E) ) par :

P(ENF)

Partie I - Calcul des probabilités
29. Calculer les nombres py, g, et 7, pour n =0et n = 1.

Démonstration.
« Tout d’abord :

(car, d’apres l'énoncé, le pion se
trouve sur le point A a linstant 0)

Po = ]P’(A()) = ]P’(Q) =1

e On en déduit, pour la méme raison :

@0 = P(By) = P(®) =0 et 7o =PC) =P(®) =0

Finalement : pg =1, gg = 0 et 79 = 0.

« Par ailleurs :
= P(A)

= ]P(Al N Ao) (C(J,T Ay = Q)
= P(Al | Ao) X P(Ao)

= 3 X 1 (d’apres 'énoncé)
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e De méme :

o = P(B)
= P(B; N A) (car Ag = Q)

= P(Bi1|4o) x P(4y)

1
= % 1 (d’apres l'énoncé)
1
Par le méme calcul : 1 = P(Cl) = IP’(Cl N Ao) = P(Cl | AO) X P(Ao) =71
Final t: = 1 = L t = L
inalement : p1 = 7, q1 = 7 et 1 = 7.

Commentaire

o Pour calculer la probabilité d'un événement, on doit travailler sur I’événement considéré. La
stratégie consiste généralement & décomposer I’événement sous forme d’une réunion ou d’une
intersection d’événements plus basiques (introduits ou non dans ’énoncé). Dés lors, choisir
d’utiliser une notation particuliére (& savoir p,, ¢, et r,) pour désigner des probabilités d’évé-
nements apparait peu pertinent. La premiére chose qu’il faudra faire lors du calcul des valeurs
de ces éléments c’est revenir & la définition :

YneN, p, = IP’(An)

C’est alors un travail sur ’événement A,, qui devra étre mené pour déterminer P(An).

« En l'occurrence, dans cette question, il faut déterminer 1’événement ]P’(AO). Or:
L’événement Ag est réalisé
< Le pion se trouve sur le point A I’étape 0

D’aprés I’énoncé, la derniére propriété est vérifiée ce qui démontre que la premiére l'est et
ainsi : Ag = Q.
O

\.

30. Démontrer que pour tout n € N, on a la relation V11 = MV,,.

Démonstration.
Soit n € N.

« Considérons I'étape n. Trois cas se présentent.
x Le pion se trouve au point A. C’est le cas si et seulement si I’événement A,, est réalisé.
0U x Le pion se trouve au point B. C’est le cas si et seulement si ’événement B,, est réalisé.
0U x Le pion se trouve au point C'. C’est le cas si et seulement si ’événement C), est réalisé.

Ces événements étant de plus 2 & 2 incompatibles, on en déduit que la famille (A, By, Cy) est
un systéme complet d’événements.
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o Il s’agit de démontrer :

1 1 1
_ I ! 1 1

Virr = | P(Bat) | T 3 P(B,) | = [7B(An) + 5 P(Ba) + 7 P(Ca)
1 1 1

P(Crt1) 1 12 P(Cy) 1 P(4n) + 7 P(Bn) + 5 P(Cn)

Démontrons la premiére ligne. La famille (A,,, By, C,,) est un systéme complet d’événements.
Par la formule des probabilités totales :

P(Any1) = P(Anp1 N An) + P(Aps1 N By) + P(Ap N Cy)

= P(Ant1]An) xP(An) + P(Any1|Bn) x P(Bn) + P(Any1|Cn) x P(Ch)
= % x P(A4,) + i x P(B,) + i x P(Cy) (d’apres ce qui suit)

o La derniére ligne est obtenue grace aux valeurs des probabilités conditionnelles considérées.
Déterminons-les.

x Sil'événement A, est réalisé, c’est que, a ’étape n, le pion se trouve au point A.
x Dans ce cas, ’événement A, est réalisé si et seulement si le pion ne se déplace pas et reste

donc au point A & I’étape n + 1. D’aprés I’énoncé, cela se produit avec probabilité —.

1
On en conclut : IP’(AnH | An) = 3

1 1
Par des arguments similaires, on démontre : IP’(An+1 | Bn) =1 et IP’(An+1 | Cn) =1

o On démontre alors, toujours grace a la formule des probabilités totales sur le systéme complet
d’événements (An, B, Cn) :

P(Bnt1) = P(Buy1|A4n) x P(An) 4+ P(Bnt1|Bn) x P(By) + P(Bpt1 | Crn) x P(Cy)

= X P(4,) + = xP(B,) + 7% P(Ch)
ainsi que :
]P)(Cn+1) = ]P)(Cn_t,_l | An) X P(An) + ]P)(Cn—f—l | Bn) X P(Bn) + P(Cn_t,_l | Cn) X P(Cn)

1 1 1
= 1 x P(4,) + 3 x P(B,) + 1 x P(Cp)

On abien: Vn e N, Vi1 = M V.

Commentaire

« Dans cet énoncé, on étudie ’évolution d’un déplacement au cours du temps. On a affaire ici &
une représentation discrétisée du temps : on connait I’état du pion a toute étape n € N et on
suit son évolution d’une étape a la suivante.

« Dans ce type d’exercice, il est classique d’avoir a déterminer des probabilités conditionnelles
car il s’agit de connaitre la probabilité de passage d’un état a I’étape n (le pion se trouve en un
point) & un autre état & 'étape n+ 1. Il est donc primordial de connaitre la rédaction associée
a la détermination de ces probabilités conditionnelles.
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Commentaire

« Dans les exercices, il est vivement déconseillé, pour déterminer une probabilité conditionnelle
de partir de la définition & savoir :

P(Cn-‘rl N An)

P(Cny1]4n) = P4

(%)

Revenir a cette définition (*) raméne le calcul d’une probabilité conditionnelle au calcul de la
probabilité d’une intersection. Cela n’a généralement aucun intérét. En effet :

1) si les événements Cp 11 et A, sont indépendants, alors :
P(Cns1 N Ap) =P(Cpyr) x P(Ay)

ce qui permet de démontrer : IF’(CnH ]An) = P(Cn+1). Mais si la probabilité de réalisation
de A, n’influe pas sur la probabilité de réalisation de C,,11, pourquoi diable demanderait-on
le calcul de P(CnH ]An) ?

2) si les événements ne sont pas indépendants, le calcul de la probabilité de l'intersection se
fera & l'aide de la formule :

P(Cry1 N Ap) = P(Cry1| An) x P(Ay)

ce qui, une fois réinjecté dans l'égalité de définition (x), nous permet de brillamment

conclure : P(Cn+1 | An) = ]P’(C’n+1 | An).

I1 faut donc considérer qu’écrire systématiquement la définition (*) est un trés mauvais
réflexe dont il convient de se débarrasser. Passer par () ne doit se faire que si la valeur de

P(Cn+1 N An) a été déterminé auparavant. -

J

81. En déduire que V,, = M™ V}, puis une expression de p,, g, et r, pour tout n € N.

Démonstration.

N

« Démontrons par récurrence : Vn € N, Z(n) ou P (n): V, = M" V.

» Initialisation :

MVy = IVy = W
D’ou £(0).

» Hérédité : soit n € N.

Supposons #(n) et démontrons & (n + 1) (c’est-a-dire V11 = M1 1j).

Vot = MV, (d’apres la question 30)
= Mx (M"V)
— Mn+1 Vb

Dot Z(n+1).

Ainsi, par principe de récurrence : ¥n € N, & (n).
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« Par ailleurs, (d’aprés la question 29) :

P(Ao) 1
Vo = |P(Bo) | = |0
P(Co) 0

Ainsi, pour tout n € N :

VvV, = M"YV,
QT 12 4" —1 4" -1 1
1
= 3 an qn — 1 4"+ 2 4" —1 0
Qv — 1 4" —1 4"+ 2 0
47L+2
= 1 4m — 1
- 3.4n
4™ — 1

Par définition de V,,, on en conclut :

1

P(4,) = & <1+42n>,19’(3n)=; (1—;1) ctB(Cy) =+ (1_4171). .

32. Déterminer les limites respectives des suites (pn),cn » (@n)nen €6 (7n),en- Interpréter le résultat.

Démonstration.

o D’aprés la question précédente :

=P =3 (14 5) 2 5
x qn =P(By) = % <1 N 41H> — é’
X Tn :P(Cn) = % <1 _ 4171> o %

nlipoe P = Al Gn = T T =3

o Ce résultat signifie, qu’ « a terme », le pion & une égale chance de se retrouver au point A, B
ou C. Plus rigoureusement, ce résultat nous indique que le pion a presque une égale chance de
se retrouver en chacun des points aprés un nombre d’étapes suffisamment grand. Comme la suite
(4™) diverge trés rapidement vers +oo (4% > 10?), on peut d’ailleurs préciser qu’un nombre limité
d’étapes suffit pour que le pion ait presque une égale chance de se retrouver en chacun des points.

« Il était possible d’anticiper ce résultat : hormis en I'étape 0 oul le pion est placé en A, les roles
des points A, B et C sont symétriques. La position initiale du pion en A confére légitimement
un avantage a ce point : au bout de n étapes, le pion a plus de chance de se retrouver en B que
en C (par symétrie du probléme il est d’ailleurs logique que B et C' aient une probabilité égale
d’étre atteints par le pion). Cet avantage décroit lorsque le nombre d’étapes augmente et devient

rapidement trés faible.
O]
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Partie II - Nombre moyen de passages en A
Pour n € N*, on note a, le nombre moyen de passages du pion en A entre I’étape 1 et ’étape n et on
définit la variable aléatoire :

1 si A, est réalisé,
Xn = __
0 si A, est réalisé
38. Interpréter la variable aléatoire X1 4 - -- + X, et le nombre E (X + --- + X,,).

Démonstration.

« La variable aléatoire X7 + - -+ + X, prend pour valeur le nombre de passages du pion au point A
au cours des n premiéres étapes (I’étape 0 étant exclue).

o Le nombre E (X; + -+ 4+ X,,) est un moyenne pondérée des valeurs prises par X; + -+ + X,.
On peut donc considérer que ce nombre représente le nombre moyen de passages du pion A entre
I'étape 1 et I'étape n. Autrement dit, ce nombre n’est autre que a,. u

34. Calculer I'espérance de la variable aléatoire X,, pour n € N*,

Démonstration.
Soit n € N*.

« Tout d’abord : X,,(2) = {0,1}.
On en déduit : X, ~ B(s) ou s =P({X, =1}).
o Or, par définition de la variable aléatoire X, :

L’événement {X,, = 1} est réalis¢ < L’événement A, est réalis¢

Ainsi : P({X,, =1}) =P(4,) = pp.

On en conclut : X, ~ B (p,) et E(X,,) = p, =

Lo =
N
—_
+
=ES
"
O

35. En déduire une expression de ay,.

Démonstration.

E(X1+--+X,) = EX1)+ - +E(X,) (par linéarité de ’espérance)

1 9 1 9 (car d’aprés la précédente :
- = il e = = 1 2
(e ) +e5 (4) vhe N B = 5 (14 7))

no1 2 .m0 /1"
= > - +=> |- (par linéarité de la somme)
k=13 3 =1 \4
1\1 1\n+1
P 2 (1) — () (par formule de la somme des termes
3 3 1— % d’une suite géométrique de raison % #1)
1

Il
w3
+
[JCI )
[SCATN
VRS
N
W =
~~_
|
N
| =
~_

3

+

—
~—
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Partie III - Temps d’attente avant le premier passage en B

On définit la variable aléatoire T de la fagon suivante :
1. si le pion ne passe jamais en B, on pose Tp = 0;
2. sinon, Tg est le numéro de ’étape a laquelle le pion passe pour la premiére fois en B.

Nous allons déterminer la loi de Ts et son espérance.

Commentaire

o Telle qu’écrite, la définition de la variable T est fausse. Rappelons qu’écrire Tp = 0 signifie que la
variable aléatoire Tp est la variable aléatoire constante nulle. Ce n’est évidemment pas le cas puisque
la variable Ts peut prendre la valeur 1 (par exemple). C’est le cas si le pion se trouve au point B a
I’étape 1.

e On ne peut que s’interroger sur les raisons amenant un concepteur a mal écrire des mathématiques.
Il n’est pourtant pas difficile de corriger cet énoncé :

1. si le pion ne passe jamais en B, la variable aléatoire Ts prend la valeur 0;

2. sinon, T prend pour valeur le numéro de ’étape a laquelle le pion passe pour la premiére fois en B.

36. Calculer P({Tp =1}) et P({Ts =2}).

Démonstration.
o Tout d’abord :

L’événement {Tp = 1} est réalisé
< La variable T prend la valeur 1
< Le pion passe pour la premiére fois en B a I’étape 1

(rappelons que le pion est

L’évé t By est réalisé }
& événement B; est réalisé au point A a étape 0)

Ainsi : {Tp =1} = By.

1
Finalement : P({Tp =1} ) =P(By) = 1 d’aprés la question 29.

« Ensuite :
L’événement {T5 = 2} est réalisé

< La variable Tp prend la valeur 2
< Le pion passe pour la premiére fois en B a I'étape 2
& Le pion ne se trouve pas au point B a ’étape 1
ET Le pion se trouve au point B & 'étape 2
& L’événement Bj est réalisé
ET L’événement By est réalisé
& L’événement By N By est réalisé

Ainsi : {Tp =2} = B; N Ba.
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P({Tp =2})

)

I
~

(par la formule des probabilités

d’événements (A1, B1,C1))

= P( (41N By) mBg>+IP>((Bl mE)mBQ)+P((ClmE)mBz)

= IP’(Al N B N Bg) +P<31 N B N Bg) —HP’(Cl N B; N Bs totales sur le systéme complet

= P 1ﬂBg)+P(®ﬂBg)+P(ClﬂBQ)
= P 1)><]P)A1(Bg) +O+P(01)XPCI(BQ)
1 1 1 1
= 3 X 1 + 1 X 1 (d’apres la question 29)
11,1
4 \2 4
1 3 3
Final t:P({T - X - =—
inalemen ({Tp=2}) = 151° 16 .
37. Soit n € N. Exprimer B,, en fonction de 4, et C,,.
Démonstration.
L’événement B,, est réalisé
< Le pion ne se trouve pas au point B a I'étape n
& Le pion se trouve au point A a I'étape n
0U Le pion se trouve au point C' a ’étape n
& L’événement A,, est réalisé
0U L’événement C,, est réalisé
& L’événement A, U C, est réalisé
B, = A4, UC, U

. - 1 /— I — 1
38. Etablir que P(Bg N By N Bl) = ZP(BQ N Bl), puis en déduire que P(Bg | BoN Bl> =71

Démonstration.
o Tout d’abord :

P(BsnB2nBr) = P(Bsn AQUCQ)mBI)

(par distributivité de
la loi N sur la loi U)
(par distributivité de

Bg N4z N Bl) V (B3 NN E)) la loi N sur la loi U)

3 N Ay N Bl> + P(Bg N Cy N E) (par incompatibilité)

35



PSI 10 MARS 2025
Mathématiques

e Or:
P(Bs 4N B1) = P(Bs| A2 Bi) xP(42 N )

(car le mouvement du pion de [’étape 2 a
= P(Bg ‘ A2> X IP)(AQ N E) létape 3 ne dépend que de la position du
pion a l’étape 2)
1 _
= Z X IP(AQ N Bl)

De maniére similaire :

P(Bsn C:NB1) = P(Bs|Con By) xP(Con By)

(car le mouvement du pion de l’étape 2 &
= P(Bg ‘ Cg) X ]P’(CQ N E) Uétape 3 ne dépend que de la position du
pion a 'étape 2)

= ixP(C’QﬂBiO

« Finalement :

. 1 — 1 —
IP’(BgﬁBzﬁB1> = 1% IP(AQ N Bl) + 3 xIP’(Cg N Bl)
1 — _
= 1% (P4 N B) + P(C2 N By))
1 — (car les événements As N By
T4 % P<(A2 N Bl) J (02 4 Bl)) et Cy N By sont incompatibles)
1
= = IP( A, UC) N B )
1 X ( 2 2) 1
1 — .
= X P(BQ N B1> (d’apres la question 37)

P(Bg mEmE) = i xP(E N E)

« Enfin :
o IP’(B;:,HEHE) %xP(EﬁE)
P(Bg|BQﬂBl> = ——— = — =
IP(B2 n Bl) IP’(BQ n Bl)

W=

— N 1
]P(Bg|BgﬁBl) -3

Dans la suite, on admet la relation :

n_\ 1
Vn S N*, P (Bn+1 | ﬂ Bk;> = —
k=1 4
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39. Pour k € N*, calculer P({Tz = k}). Que vaut P({Tp =0})?

Démonstration.
« Tout d’abord :

L’événément {Tp = k} est réalisé

< La variable aléatoire Ts prend la valeur k

< Le pion passe pour la premiére fois en B & I'étape k
& Le pion n’était pas en B a I'étape 1
ET Le pion n’était pas en B a ’étape 2
ET Le pion n’était pas en B a 'étape k — 1
ET Le pion est en B a I’étape k
= L’événement By est réalisé
ET L’événement Bs est réalisé
ET L’événement Bj_; est réalisé
ET L’événement B} est réalisé
& Lévénement By N ... N Bi_1 N By est réalisé

{TB:k}:E N ... N Br_1 N By

o Par formule des probabilités composées :

P({Tp = k})

e Or, d’aprés I’énoncé,

On a donc de plus :

P

o Enfin, d’aprés 29 :

= P(Em...meBk)

= P(Bk N Bp_1 N ...N E)
k=1 __ k=2 o _
i=1 i=1

pour tout n € [2,4o00] :

n—1__ 1
]P’(Bn] N Bi) =1
=1

_ n—=1__ n-1___ 1 3
=1 i=1
1 3
P(B1) = 1-P(By) = 1-- = 1
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e On en déduit :

P({Tp=Fk}) = i

Vk € N*, P({Tp = k}) = i <3>k_1

o La famille ({Tp = k} )k ¢y forme un systéme complet d’événements. On en déduit :

P({Ip=0}) = 1—%@({@3:1{:})

k=1
+oo 1 /3\F 1

= 1-> - <4> (d’apres ce qui précéde)
k=1
1 too 3 k-1

- 1-= 2
12 ()
1t /3)\"

= 1-—- <> (par décalage d’indice)
4 = \4

=1 ]][ X !
LA

= 1-1

=0

Finalement : P({T =0} ) = 0. -
40. Justifier que la variable aléatoire Tp admet une espérance. Quelle est I'espérance de T 7
Démonstration.
o D’aprés la question précédente :
k—1 k—1
1/3 1 1
v e =307 - 362
i 1
On en déduit : Tg ~ G <4>
) . 1
On en conclut que la v.a.r. T est d’espérance finie et : E(T5) = 1 = 4.
1 O
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Commentaire

o Le probléme traite de I’évolution d’une grandeur aléatoire qui varie dans le temps discret. Plus pré-
cisément, il s’agit ici de I’évolution de la position d’un pion. Cette évolution se fait selon un schéma
classique en mathématiques : le futur (c’est-a-dire la position du pion a la fin de I’étape k + 1) ne dé-
pend du passé (position du pion de I’étape 0 jusqu’a la fin de I’étape k) que par le présent (c’est-a-dire
la position du pion a la fin de 'étape k). Généralement, on introduit une suite de variable (Yj)ren
pour décrire cette évolution. Pour tout k € N, on pourrait définir Y; comme la variable :

x qui prend la valeur 1 si le pion est en position A aprés la k™€ étape.
x qui prend la valeur 2 si le pion est en position B aprés la k™€ étape.
x qui prend la valeur 3 si le pion est en position C' aprés la k™€ étape.

La suite (Yy) qui décrit la position du pion et qui vérifie les points listés ci-dessus, est appelée une
chaine de Markov.

« L’évolution de la suite (Y}) de la fin de I’étape k a la fine de I'étape k + 1 peut étre représentée par
le schéma suivant.

1
2

(SIS

1
4
« On obtient un graphe possédant un nombre d’états fini (en 'occurrence 3).

On dit que (Yy) est une chaine de Markov & espace d’états fini.

o L’étiquette d’un arc est la probabilité pour la suite de v.a.r. (Y;) de passer de la valeur de départ a
la valeur d’arrivée de I'instant k£ & 'instant k& + 1. Autrement dit, I’étiquette d’un arc menant de la
position j a la position i a pour valeur : Pyy, —jy ({Ye1 = i}).

Ces étiquettes ne dépendent pas de k.
On dit que la chaine de Markov est homogéne.

e Le contenu de ce schéma peut étre résumé par la matrice A définie par :

V(%]) € [[173]]27 Mz,j = P{Yij}({quLl = Z})

Cette matrice est appelée matrice de transition. Ici :
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On reconnait la matrice M de 1’énoncé.

« Tout ce vocabulaire n’est pas & proprement parler au programme méme s’il peut arriver que ces termes
soient présents dans un énoncé.
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