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Exercice 1

On considére dans cet exercice la fonction définie pour tout réel = > 0 par :

+o0 _
0

u2

Etude d’une fonction auxiliaire f

On considere la fonction f définie de R* dans R par :

1 — cos(u)
f(u) - ’LL2
- . . . 2
1. Etablir que f est continue sur ]0, +oo[, et vérifier : Vu >0, 0 < f(u) < —.
u
Démonstration.
« La fonction f est continue sur |0, +oo] car elle est le quotient f = h ou :
2
x f1:uw 1 —cos(u) est continue sur ]0, 4o0].
x foru—u®:
» est continue sur ]0, +ool.
» NE S’ANNULE PAS sur |0, 4oo].
« Pour tout u € ]0, +oo[, —1 < cos(u) < 1. Ainsi :
1 > —cos(u) > -1
donc 2 > 1—cos(u) > 0O
2 1-—
donc — = ci(zs(u) > 0
u u
o 2
Ainsi : Vu € ]0,4+00[, 0 < f(u) < —.
u
2. Etablir que f admet une limite ¢ (dont on précisera la valeur) en 0.
Démonstration.
« Tout d’abord : )
u 4
cos(u) = 1-— o7 + uQO (u)
u? 4
donc —cos(u) = —1+4 1 + ugo (u®)
u? 4
donc 1 —cos(u) = = + ugo (u*)
1 — cos(u) 1 9
done 57— = 3+ .9,()
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« Finalement :

u2 u'::O 5
Ainsi, i f(u) = =
insi, im f(u) = 5. .

Dans la suite, on posera f(0) = ¢, et on notera encore f ce prolongement par continuité de f a Ry.

o0 1 — cos(u)

5 du est convergente.

3. En déduire que l'intégrale L(0) = /
0 u

Démonstration.

« La fonction f est continue sur [0, +o0].

+oo
Ainsi, Uintégrale / f(u) du est impropre seulement en +oo.
0

2
e x Yu € ]0,+00[, 0 < f(u) gﬁ

+00
x L’intégrale / — du est convergente en tant qu’intégrale de Riemann d’exposant 2 (>1).
1 u

Ainsi, par théoréme de comparaison des intégrales généralisées de fonctions continues

+oo
positives, 'intégrale / f(u) du est (absolument) convergente.
0

4. En déduire que l'intégrale L(x) est convergente pour tout réel positif .

Démonstration.
Soit z > 0.

« La fonction f est continue sur [0, +o0].

oo 1 — cos(u
Ainsi, 'intégrale / # e~ ™ du est impropre seulement en +o00.
0 u
. 1—cos(u) _ . L 1
(la fonction h : u+— —————= =" est prolongée par continuité en 0 en posant h(0) = 5)
u

« Par ailleurs, pour tout u > 0 :

1- 1-
w U
1 —cos(u) __.
— 5 e
U
1 —
< (;025(71) (car e ** < 1 puisque —xu < 0)
c 2

Par le méme raisonnement que dans la question précédente (théoréme de comparaison des in-

. e : , . o T 1 —cos(u)
tégrales généralisées de fonctions continues positives), U'intégrale —5 € du est
0 u

(absolument) convergente.

Ainsi, pour tout z > 0, l'intégrale L(x) est convergente.
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Propriétés de la fonction L
5. Démontrer que la fonction L est continue sur R .

Démonstration.

(i) | Caractére €V - étude « en z »

1 — cos(up)

5 e"u0? est de classe €0 sur Ry

Pour tout ug € [0, +o0], la fonction A, : z
Uo

(it) | Intégrabilité (par domination) - étude « en u »

1 — cos(u
» Pour tout z € R4, la fonction u — # e “? est continue par morceaux sur l'intervalle
u
[0, +o0].
» Soit z € Ry Soit u € [0, +00.
1 —cos(u) _ 1 — cos(u) _
) | 22 o] < )| = fw) (¥
Et la fonction ¢ : u +— f(u) est intégrable sur [0, 4-00[ par ’étude précédente.
1 — cos(u
(Uinégalité (x) démontre au passage que pour tout © € Ry, la fonction u — # e T est
u
intégrable sur [0, +00|)
Ainsi, par théoréme de régularité des intégrales & paramétre, la fonction L est de
classe €0 sur R,. m

2
6. Vérifier l'inégalité : Vu € R, 1 — cos(u) < %, et en déduire : Vu > 0, 0 < f(u) <

N =

1
En déduire : Vo > 0, 0 < L(z) < o et préciser la limite de L en +ooc.
x

Démonstration.
« Rappelons tout d’abord que pour tout t € R :

cos(2t) = ( cos(t) )2 — ( sin(2) )2
= (1= (sin®)*) - (sin())*

— 1-2(sin(t))?

Vt € R, 1 —cos(2t) =2 ( sin(t) )2

1 —cos(u) = 1—cos(2 )

2
= 2 (sin(5))
’2 (car : ¥t € R, |sin(t)| < |t| et par croissance
de la fonction élévation au carré)

o Ainsi, pour tout u € R :

|
— ol

N

? |

IS

u2

- 9
4

2
1
On a bien : Vu € R, 1 — cos(u) < % et pour tout u > 0, f(u) <

('inégalité reste valable en 0 puisque f(0)

1
en multipliant par — > 0.
u
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e On en déduit, pour tout x > 0 :

1
0 < f(u) e7™® < 3 e " (en multipliant par e "% > 0)
+o0 1 +oo
donc 0 < / flu) e " du < B / e " du (par croissance de l'intégrale)
0 0
“+oo
La derniére ligne est licite car l'intégrale e " du est convergente comme intégrale de
0
référence de parameétre x > 0. De plus :
+o0 —zu
e -1 +oo -1 1
/ e T duy = |: [ [e*ffu] - <( lim exu)_exXO> _ =
0 —x 1, x 0 x u——+00 x
1
Pour tout > 0, 0 < L(z) < o
x
« Enfin, comme :
x 0 — 0,
T—>—+00
1
X — — 0,
2x z—+oo
alors, par théoréme d’encadrement, L. admet une limite finie en 400 égale a 0.
L(z) — 0
T—>+00 O

7. Etablir que la fonction L est de classe 4 sur R* et préciser L”(z) sous forme d’une intégrale.

Démonstration.

(@)

Caractére €2 - étude « en x »

« Pour tout ug € [0, 4+o0, la fonction A, : z

e De plus, pour tout z > 0 :

1 — cos(ug)
hy'(7) = T u?
1 — cos(ug)
huoll(x) — T

1—
w e""0Z est de classe €2 sur |0, +oo|.

Uuo

(—up) e 0% = —f(u) X u e ¥0?

(—ug)? e7%0® = f(u) x u? e" w07

(%)

Intégrabilité (par domination) - étude « en ¢ »

o Intégrabilité (sans forcément dominer)

(démontré en question 5.).

(1) Démontrons que pour tout = € ]0,+oo|, la fonction u — h,'(z)

intégrable sur [0, +oo.
Tout d’abord, la fonction u — — f(u)
Par ailleurs, pout tout = > 0 :

| = f(u) x ue "]

f(u) e ™" est intégrable sur [0, +oof

—f(u) x ue ™" est

X ue "™ est continue par morceaux sur [0, +00].

(car fu) =

est bornée comme démontré en question 6)

O (1) puisque la fonction f
— o0
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Finalement :

>V:U>O,|—f(u)><ue_“”“}: 0 (e_%x“).

u——+00

“+oo
. . _Zz . ’ 202 <
» L’intégrale / e 2" du est convergente comme intégrale de référence de parameétre
0
x
3 >0.
Ainsi, par théoréme de négligeabilité des intégrales généralisées de fonctions continues

+o0
positives, l'intégrale / (= f(u) x ue™") du est (absolument) convergente.
0

o Intégrabilité par domination

2) » Pour tout z > 0, la fonction u — h,” (z) = f(u) x u? e"“% est continue par morceaux sur
U p
I'intervalle [0, 4-o00].

» Soit (a,b) € ]0,+o0[ x ]0,+00[. On suppose a < b. Soit = € [a, b].

a < x < b
donc -a = —-x = —b
donc —au > —zxzu > —-bu (car u>0)
donc ¢t > owu > bu (par croissance de

la fonction exp sur R)
On en déduit alors, pour tout = € [a, b] et pour tout u € [0, 4o0] :
Vz € [a,b], }f(u) X u26_$“’ = f(u) x u?e™®* < f(u) x u? e704

Et la fonction ¢ : u +— f(u) x u? e %% est intégrable sur [0, +oo[ car continue (par
morceaux) sur cet intervalle et vérifiant :

flu) xu?e @ = O (e_%“)
+0o0 a
L’intégrale e 2" du est convergente comme intégrale de référence de paramétre

0
5 > 0 ce qui permet de conclure par théoreme de domination des intégrales généralisées
de fonctions continues positives.

Ainsi, par théoréme de régularité des intégrales & paramétre, la fonction L est de
classe €2 sur tout segment [a, b] de ]0, +oo| et donc sur 0, +o0.

De plus :
+oo
Vo >0, L'(z) = / W (x) du
0

+oo
= / fu) x u?e " du
0

+oo
Vo >0, L"(z) = / (1—cos(u))e ™" du
0
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Expression de L(x) sans symbole intégral

+00 , +oo
8. a) Calculer pour z > 0 l'intégrale / T gy, et en déduire / cos(u)e " du.
0 0
En déduire expression sans symbole intégral de L (x) pour x > 0.

Démonstration.
Soit « > 0.

« Sous réserve de convergence :

400 ) (—z+i)u
/ TN gy, = [ 67.
0 —x+1

+oo

0

— 1 [ el=z+i)u ]

—x+1

+oo

0

1 : —x+i)u —x+1
= o (i o) —elmrwi)

« Par ailleurs :
. . — — -
‘e(_”’)“‘ = ‘e_“”“‘x‘e’“’ =e*™x1 — 0 (car T e
u—+00 puisque x > 0)

Cela permet de lever la réserve de convergence.

1 T+ x 1

+oo
De plus : (et u gy, — — _ _
¢ P /0 ¢ A (x —1) (z+1) x2+1+zx2+1

o Par ailleurs :

+o0 +oo
(—z+i)u d _ / (—z+i)u d
/0 e u ; (e ) u
+o0 )
= / (e*x“xe’“) du
0
+00
= / (e7™" x ( cos(u) +isin(u)) ) du
0

_ /0+oo (e~ cos(u)) du+i /0+oo (e~ sin(u)) du

On en conclut, par identification des parties réelles et imaginaires :

+oo J T +oo J
/0 (e cos(u) ) du i1 © /0 (e sin(u) ) du

« Enfin, d’aprés la question précédente, pour tout > 0 :

+oo
L'(z) = /0 (1—cos(u)) e ™" du

1
241

_ Feo o TU gy teo cos(u) e du (par linéarité de l'intégrale, les intégrales
0 0 en présence étant convergentes)

1 T
Pour tout z > 0, L' () = = — ———
our tout x (x) pel
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b) En déduire qu’il existe des réels C et D tels que pour tout x > 0 :
T 1
L(z) = -3 In (1 + 2> —arctan(z) + Cx + D
x

Démonstration.
« Tout d’abord, pour tout > 0 :

L'(z)-L'(1) = /j L'(t) dt
(et
_ /jidt—/lxﬂildt
N /j t /1 t2+1
= [m()] - %[lnumu)}

= (@) - 167) =5 (I (e2+1) —m (12+1) )

N

On en conclut : . )
L'(z) = In(z) — 5 In(z*+1) + L'(1) + 3 In(2)

1
En notant C'= L'(1) + 3 In(2), on obtient, pour tout z > 0 : L'(z) = In(z) — In (2* + 1) + C.

1
« Notons g : z +— —g In <1 + 2) —arctan(z) + C x.
x

La fonction g est dérivable sur 0, 4+o00|. De plus :

-1 1 T 1 -2 1
/ = —  Inl1+= i B
7() <2 “< %2))*( zX1+;2xx3> 2r1 ¢

1 1 x 1
= ——In(l+— - C
2 n<+m2>+x3+x x2+1+

_1] @ + 1 _ 1 _|_C
G T W Z+1 2241

1
= -3 (In(z*+1) —In(2?)) + C

= —% In(z? +1) +Z (Z2In(z)) +C
-~ D)

Les fonctions L et ¢’ coincident sur I'intervalle ]0, +oo].
On en déduit que L et g sont égales & une constante prés.

Autrement dit, il existe une constante D € R telle que : Vo > 0, L(x) = g(z) + D.
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¢) Déterminer les constantes C et D.
En déduire enfin la valeur de l'intégrale L(0).

Démonstration.

o Remarquons :

T n(1ed r o1y
—— In R ~ — — _— = —
9 2 2 x2 20 =z

T —~+00 —+00
T
x —arctan(z) — ——
T—>+00 2

o Deux cas se présentent alors.

x Si C'# 0 alors :

1
L(q:):—g ln(1+ﬁ>—arctan(x)+0x+D ~ Czx

xr—r+00

Or, d’apres la question 6 : lim L(x) = 0. On en conclut que le cas C' # 0 est impossible.

T—+00
x S1 C' =0 alors :

1
L(z) = —g In <1 + 952> —arctan(z) + D — —g + D

T——+00

Comme lim L(z)=0 alors D = T
T—>+00 2

: tan(z)
— | —ar + -
= arcta 5

Finalement : Vx > 0, L(z) = —g In (1 +

« D’aprés la question 5., la fonction L est continue sur [0, +oo[. En particulier :

L(0) = lim L(x)

x—0
T (14 1 €T | 241
—— In = —— In
2 2 2 2

= 5 (xln(mQ—i-l)—l“ln(fEQ))

1
= —azln($2+1)+§$x21n(a:)

2
-1
— 7><0><1n(1)—|—0 (car:rln(:v)mO)
Finalement :
L) = lim L(z) = 0-0+ —
z—0 2
o0 1—
On en conclut : L(0) = / 07(2)8(@ du="_.
0 u 2 O
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Exercice 2

Pour tout n € N* et tout = € R, on pose u,(z) = e~ V7",

9.

Déterminer 'ensemble D des x € R pour lesquels la série > uy(z) converge.
n=1

Démonstration.
Soit zg € R. Trois cas se présentent.

e Sixg=0 alors:

Up(0) = e VP =0 =1 — 140

n—-+oo

Ainsi, la série > u,(0) est grossérement divergente.

e Sizg€]—00,0[ alors :
par composition de limites et car
_ 7.’EO><\/E
un(zo) =€ n_>_+>oo + 0 < —20 X \/n —+> + o0 puisque —xg > 0
n—-+0oo

e Sizg € ]0,+o00] alors :

1
x La série ) — est convergente en tant que série de Riemann d’exposant 2 (> 1).
n

Ainsi, par théoréme de domination des séries a termes positifs, la série Y u,(xg) est (absolument)
convergente.

Finalement, la série Y u,(z) est convergente pour tout = € |0, +oo.

Ainsi la fonction f est définie sur D = |0, +o0[.

Commentaire

« Il est important de bien comprendre les objets et en particulier de différencier les séries > f,
et > fn(xo) qui représentent des objets différents.

C’est une série de fonctions. Autrement C’est une série numérique. Autrement

dit, c’est la suite de fonctions (S,,) de dit, c’est la suite numérique (Sn(azo))
n n

terme général S, : x — Y fr(z). de terme général Sy, (zo) = > fr(zo).
k=1 k=1

La notation zy a un intérét pédagogique (utilisée dans le corrigé mais pas dans I’énoncé qui
préfére la notation z). Elle a pour but d’insister sur le fait que cet élément est fixé ce qui permet
de mettre en avant que ) f,(zo) est une série numérique et pas une série de fonctions.

« Etudier la convergence simple d’une série de fonctions sur un intervalle I, ¢’est étudier la nature
de la série numérique > f,(x¢) pour tout xy élément de I. Il est donc logique qu’une telle
étude donne lieu a l'utilisation des méthodes listées dans le chapitre sur les séries numériques
(notamment les théorémes de comparaison des séries a termes positifs).

O

\.

+o00o

On note alors, pour tout x € D, f(z) = > uy(x).

n=1
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10. Montrer, sans calculer sa dérivée, que la fonction f est décroissante sur D.

11.

Démonstration.
Soit (z,y) € ]0,+00[ x |0, +o00[. On suppose : z < y.
e Soit n € N*.
x < Y
donc - > —y
donc —xyn = —yn (car \/n>0)
donc e TVE > ouvVA (car la fonction exp est

croissante sur R)

Vn € N* u,(x) = un(y)

o En sommant toutes ces inégalités, on obtient :
+00

f@) = S un(@) > gun@) — f)

n=1

Ainsi : V(z,y) € ]0,+00[%, (2 <y = f(z) > f(y)).

La fonction f est donc décroissante sur |0, 4+o00]. O

Montrer que la série de fonctions > w, converge normalement sur [1, 4+00].

n=1
Démonstration.
« Soit n € N. Soit = € [1,4o0].
1 < =z
donc -1 > —=
donc -1vn > —zvn (car /n>0)
‘ de
d NV (par croissance
one ¢ Z ¢ la fonction exp sur R)
« Ainsi, pour tout x € [1, +00] :
’e_’”\/ﬁ = e TV L VR

On en déduit que, pour tout n € N*, la fonction u, : © — e~*V™ est bornée sur [1, +o0[. De plus :

VTLGN*, 0 < ||unHOO,[1,+OO[ < ei\/ﬁ (*)
1
x VnEN*,e_\/H > Oet—2 >0
n

1
X e_ﬁ = O (2>
n——+oo mn

1
x La série ) — est convergente en tant que série de Riemann d’exposant 2 (> 1).
n

Ainsi, par théoréme de domination des séries a termes positifs, la série 3. e~V est (absolument)
convergente.

10
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L’inégalité (*) permet alors de conclure, par critére de comparaison des séries a termes positifs,
que la série D |[unl[oo[1,400[ €St cOnvergente.

On en conclut que la série de fonctions ) wu, converge normalement sur [1, +0o0[. ]

12. Déterminer alors lim f(z).
T——+00

Démonstration.

(i) | Existence d’une limite finie

Soit n € N*.

fn(x):e_x\/ﬁ — 0

£ tmo car —x \/n —» —00

T—+00

( par composition de limite et )

On note ¥¢,, cette limite.

(ii) | Convergence uniforme (par convergence normale)

D’aprés la question précédente, la série > w, converge normalement sur [1, +ool.

+oo
Par théoréme de la double limite, la fonction Y f, admet une limite finie en +o0o donnée par :

=1
+oo +o?; +o00
m <n21 fn($)> n; <x;glm fn(w)> n; b, =0 -
+oo +o0 ef\/ﬁ
13. Soit J = / f(t) dt. Montrer que 'intégrale J converge et prouver : J = > .
1 n=1 \/ﬁ
Démonstration.
+o00 “+oo
On utilise le théoréme d’intégration terme a terme afin d’intervertir les symboles > et
n=1 1
(i) | Existence d’une limite finie - étude « en n »
» D’apreés la question 1., la série de fonctions Y w, converge simplement sur [1, +oo[.
+00
» De plus, la fonction f = ) wu, est continue sur [1, 400 par théoréme de régularité des séries
n=1

de fonctions. En effet :
x pour tout n € N*, la fonction u, est continue sur [1,+oo[.

x la série de fonctions > w, converge normalement sur [1, +oo].

(i) | Intégrabilité - étude « en ¢ »

Soit ng € N*.
o La fonction u,, : t — e V™! est continue sur [1, +o0].

—+00
Ainsi, I'intégrale / Uny (t) dt est impropre seulement en +oo.
1
1
e x Vte[l,4o0], ’e_\/%t| =e V0l = o <>
t—stoo \ 12

+oo
x L’intégrale / -5 dt est convergente en tant qu'intégrale de Riemann, impropre en o0,
1

d’exposant 2 (> 1).
Ainsi, par théoréme de négligeabilité des intégrales généralisées de fonctions continues posi-

+o0o
tives, 'intégrale / Un, (t) dt est convergente.
1

11
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(i) | Hypothése spécifique

1
Démontrons que la série numérique » / | fn(t) | dt converge.
0

« Tout d’abord, pour tout n € N*, sous réserve de convergence :

400 400
/ un(t) | dt = / eVt dt
1 1

+oo
= / e Vil gt
1

) it +o00
- | ]

Rl §\H

( lim e V7t — e\/ﬁl>
t—+o0

$

vn

Comme lim e V™" =0, la réserve de convergence est levée.
t—-+o0

—vn
¢ Det - > 0
NG

n2 =
—vn
L o (X
\/ﬁ n—-+oo n2

1
x La série ) — est convergente en tant que série de Riemann d’exposant 2 (> 1).
n

L - o L . . e V"
Ainsi, par théoréme de domination des séries a termes positifs, la série > T est (absolu-
n

® X VTLEN*,

WV

ment) convergente.

On en conclut, par théoréme d’intégration terme a terme que la fonction f est intégrable sur [1, 4+-00].

De plus :
400 400 +o00
/ f(t) dt = / (Ze\“) dt
1 1 n=1

400 +00
= > (/ eVt dt>
n=0 1

+o0 e_\/ﬁ
S L
n=1 n

+o0o e_\/ﬁ
5
n=1 n 0

“+oo
Ainsi, l'intégrale J est convergente et J = / f@t) dt =
1

12
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Exercice 3
On considére ’équation (F) :
vz € R,2%y" () +2y'(z) — (2* + 2+ 1) y(z) = 0
ol y est une fonction inconnue de classe ¢ sur R.

14. Soit y de classe € une solution de (E). Calculer y(0).

15. On cherche une solution f de (F) développable en série entiére et telle que f/(0) = 1.

+oo
On suppose qu’il existe R > 0 tel que, Vo € | — R, R[, f(z) = > ana™.
n=0

ag =20
16. a) Montrer que l'ona: ¢ a; =1
Vn > 2, (712 — 1)an —Qp-1—ap9=2~0
1
b) Montrer, en utilisant un raisonnement par récurrence : Vn > 1, |a,| < W
n—1)!

¢) Justifier alors que la fonction f est définie sur R.

17. Soit y une fonction de classe € sur R solution de (E). On pose, pour tout x réel, z(x) = zy(z) e®.

a) Calculer 2(0) et 2/(0).
b) Prouver que 2’ est solution sur R de I’équation

zu'(x) — (22 + Du(z) =0

d’inconnue la fonction u de classe €! sur R.

Une équation différentielle

18. a) Résoudre sur R’ I'équation différentielle :

, 1
u—(2+—Ju=0
T

b) Justifier que les solutions sont prolongeables par continuité en 0.

19. Démontrer que, pour tout réel ¢, la fonction x + cze®® est solution de (F) sur R.
On admet que ce sont les seules solutions de (F') sur R tout entier.

20. Démontrer qu’il existe un réel a tel que :
Ve € R, z(z) = a(2z — 1)e* + a

21. Déterminer alors une expression de f a ’aide des fonctions usuelles.

Exercice 4
Notations / vocabulaire

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.

On utilisera les notations matricielles classiques :

xT

- My p(R) désigne 'ensemble des matrices a n lignes et p colonnes & coefficients réels et ., (R)

I’ensemble des matrices carrées réelles a n lignes;

- 0,, désigne la matrice de ., (R) dont tous les coefficients sont nuls;
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- 8, (R) désigne le sous-espace vectoriel de ., (R) formé par les matrices symétriques;

- AT deésigne la transposée de la matrice A ;

Une matrice A de .#,(R) est dite orthodiagonalisable s’il existe une matrice diagonale D € Z,(R) et
une matrice orthogonale P € O, (R) telles que : A= PDPT.

Les éléments de ., (R) sont assimilés a des réels.

Avec ces notations, le produit scalaire canonique de .4, 1(R) est donné par (U | V) =UTV.

On note [|U|| la norme euclidienne de U € ., 1(R).

I.A - Un exemple dans .#5(R)

3 -2 4
Onpose Ay =(-2 6 2.

22.

23.
24.

4 2 3

En observant la premiére et la derniére colonne de A, déterminer un vecteur propre de A et la
valeur propre A; associée.

Déterminer le sous-espace propre de A; associé a la valeur propre A et en déduire le spectre de A;.

Orthodiagonaliser A;.

I.B - Un exemple dans .#,(R)

25.

26.

27.
28.

1

Montrer que l'application ¢ : (P, Q) — ¢(P,Q) = / P(t)Q(t) dt définit un produit scalaire sur
0

R,—1[X].

Ecrire la matrice H de ce produit scalaire dans la base canonique de R,,_1[X], c’est-a-dire la matrice
de terme général h; ; = ¢ (X X J) ol les indices i et j varient entre 0 et n — 1.

Soit U € A1 (R). Exprimer le produit UTHU al'aide de ¢ et des coefficients de U.

Montrer que H appartient & S,,(R) et que ses valeurs propres sont strictement positives.

I.C - Rayon spectral

Pour toute matrice A € ., (R) de spectre non vide, le rayon spectral de A, noté p(A), est défini par

29.

30.
31.
32.

A) = A
p(A) \Jax Al

Montrer que, si A est nilpotente, c’est-a-dire qu’il existe p € N* tel que AP = 0,,, alors le rayon
spectral de A est nul.

On note C = {U € #,1(R) | UTU = 1}. Démontrer que C est une partie fermée de .#,1(R).
En déduire que l'application : U |U TAU ‘ admet un maximum sur C.
M A) < TAU.

ontrer que p(A) max |UTAU|

I.D - Rayon spectral d’'une matrice symétrique

Soit A € S, (R).

33.

Démont A) = UTAU|.
émontrer que p(A) max ‘ ‘

On suppose de plus que les valeurs propres de A sont toutes positives.

34.
35.

Montrer al A) = TAU).
ontrer alors que p(A) max (UTAU)

Démontrer que I'application p définit une norme sur S, (R).

14



PSI 28 MARS 2026
Mathématiques

Exercice 5
Temps d’attente avant une collision

Présentation générale

On considére un entier n € N*. On dispose d’une urne contenant n boules numérotées par les entiers
de 1 & n. On procéde a une succession de tirages avec remise dans cette urne. On s’intéresse au nombre
de tirages nécessaires pour tirer pour la seconde fois une boule déja tirée auparavant.

Pour modéliser cette situation, on se place sur un espace probabilisé ( 2,4, P ) et on considére une
suite (Xy),cn- de variables aléatoires réelles indépendantes de loi uniforme sur [1,n]. On considére
la variable aléatoire T}, définie de la fagon suivante :

T, =min{j € [2,n+1] | Fi e [1,j - 1], X; = X;}
Par exemple, si on suppose que n = 4 et que I’événement :
{X1:1}ﬂ{X2:3}Q{X3:2}0{X4:3}Q{X5:4}

est réalisé, alors T;, = 4, car c’est au quatriéme tirage que pour la premiére fois réapparait un résultat
déja obtenu.

L’objectif de cet exercice est de déterminer un équivalent de I’espérance de la variable aléatoire T,
lorsque n — 400.

Partie I- Une expression de ’espérance de T,
36. Déterminer les valeurs prises par la variable aléatoire T,,.
Dans la suite de cette partie, on considére un entier k € [1, n] et la variable aléatoire Z = (X1, ..., Xg).
87. Justifier que Z suit la loi uniforme sur [1,n]*.
38. Dans cette question, on considére ’événement :

A= { (a1,...,a;) € [1,n]* | les éléments ay, ..., a; sont deux a deux distincts }

Exprimer le cardinal de A en fonction de n et de k, puis en déduire :
n! 1
(n—k)! nk

On remarque que le résultat de la question précédente est encore valable pour k£ = 0.

P({T > k})=P({Z € A}) =

39. Justifier que la variable aléatoire T, est d’espérance finie et :

n n! 1
E(T) :go (n—0) nf

Partie II - Une expression intégrale de I’espérance

Dans cette partie, on détermine une expression de I’espérance de T,, sous la forme d’une intégrale.

Pour tout k € N, on considére l'intégrale :
+oo
I = / the™t dt
0

40. Soit k € N. Montrer que U'intégrale [Ij est convergente.
41. Montrer que pour tout k € N, I, = k.

+00 n
t
42. En déduire que l'intégrale / <1 + ) et dt converge, puis :
0 n

+oo t n
E(T,) = / <1 + > el dt
0 n
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Partie III - Un équivalent de I’espérance

Dans cette partie, on détermine un équivalent de 'intégrale obtenue & la question 42 lorsque n — +oc.
Pour tout entier n € N*| on considére les intégrales :

n t n 4 —+oco t n 7t
I, = 1+ — e dt et J,= 1+ — e " dt
0 n n n

Les résultats de la partie précédente impliquent la convergence de ces deux intégrales.

III. 1 - Etude de la suite (J,,)

neN*

438. Soit n € N*. En utilisant un changement de variable, établir :

+o0 v\
Jp =" / (2+2)" e av
0 n
44. Montrer que la suite (Kj), - définie par :
+o00 VAT
Yn € N*, Kn:/ (14 ) e v
0 2n

est bornée. On pourra utiliser librement I'inégalité 1 + x < e” valable pour tout z € R.

45. En déduire que la suite (J,,),, oy converge et préciser sa limite.

16



