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DS3 (version A)

I. Exercice 1

On considére un endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base canonique Z de R? est la

matrice :
6 10 11
A=|2 6 5
-4 -8 -8

1. a) Déterminer le noyau de f. En déduire le rang de f.

Démonstration.
o Soit u € R3. 1l existe donc (z,y, z) € R? tel que u = (x,y, 2).
x
Notons U =Matg(u) = [y | € #31(R
z
u € Ker(f = f(u) = Ogs
< AxU= 0(//3‘1(]1@)
6 10 11 T 0
— 2 6 5 yl =10
-4 -8 - z 0
6z + 10y + 11z = 0
= 2z + 6y + 5z =0
—4r — 8y — 8z = 0
.
= 8y + 4z = 0
- 4y — 2z =0
L 20s— Ly + 10y 4+ 11z = 0
= 8y + 4z = 0
0 =0
— 6x + 10y = -—11z
8y = —4z
Liedly =51y {24x = —24z
<~
= -4z
On obtient alors :
Ker(f) = {(x,y,z)éRﬂazz—zety:—%z}

= {(-z, —%z,z) | z € R}
= {z-(-1,-3,1) | zeR}
= Vect ((-1,-1,1))

= Vect((2,1,-2))

On en conclut : Ker(f) = Vect ((2,1, —2)).
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Commentaire .

Il faut faire attention aux objets manipulés. On doit déterminer Ey(f) = Ker(f), noyau
d'un endomorphisme de R3. On doit donc obtenir un sous-espace vectoriel de R3. Si u et
U = Matg(u) sont deux représentations différentes du méme triplet u, cela n’autorise pas
pour autant a écrire ’égalité entre ces deux éléments :

T 2
T-e1+y-es+z-e3 >< (y) Vect ((2,1,-2)) >< Vect (1)

Z et —2
N — N——— N——e——
e R3 € #31(R) Eo(f) Ey(A)

\. J

o La famille F = ((2,1,-2)) est :

x génératrice de Ker(f),
x libre car constituée uniquement d’un vecteur non nul.

On en conclut que la famille F est une base de Ker(f).

Ainsi : dim (Ker(f)) = Card (F) = 1.

Commentaire \

o Le terme cardinal est réservé aux ensembles finis. La famille ((2,
seulement 1 vecteur. Cette famille est donc finie, de cardinal 1

Card ((2,1,-2)) = 1).

« L’ensemble Vect ((2,1,—2)) est I'espace vectoriel constitué de toutes les combinaisons
linéaires du vecteur (2,1, —2). C’est un ensemble infini de vecteurs, on ne peut parler
de son cardinal. Par contre, si ’on dispose d’une base d’un espace vectoriel, tout vecteur

de cet espace vectoriel se décompose de maniére unique sur cette base. Ceci permet de
donner une représentation finie de cet ensemble infini.

o Les notations : Card = et W n’ont aucun sens !

1,—2)) contient
(ce qu’'on note

\. J

o D’aprés le théoréme du rang :

dim(R3) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f))

3 1

On en déduit : dim (Im(f)) =3—-1=2.

b) L’endomorphisme f est-il un automorphisme de R3 ?

Démonstration.
D’aprés la question précédente : Ker(f) = Vect ((2,1,—2)) # {Ops}.
On en déduit que 'application f n’est pas injective. Elle n’est donc pas bijective.

L’endomorphisme f n’est donc pas un automorphisme de FE.
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¢) On consideére les vecteurs u = (2,1, —-2) et v = (3,1, —2).
Calculer f(u) et exprimer f(v) en fonction de v.

Démonstration.

« D’aprés la question précédente, u € Ker(f).

On en déduit : f(u) = Ops.

Commentaire \

On peut aussi faire ce calcul a 'aide de la matrice représentative de f dans la base
2. Plus précisément, en notant U = Matg(u) :

Matz(f(u)) = Matg(f) Matsg(u)

6 10 11\ /2 0
= AU=[2 6 5 1| = (0] = Matg(Ops)
—4 -8 —8) \-2 0

L’application Mat(.) étant bijective, on en déduit : f(u) = Ogs.

\. J

« Par ailleurs, en notant V- = Matg(v) :

Matg(f(v)) = Matg(f) Matg(v)

6 10 11\ /3
= AV=1_2 6 5 ||1
-4 -8 -8/ \-2
6 3
= (2) = 2 (1) = Matg(2v)
—4 ~2

L’application Matg(.) étant bijective, on en déduit : f(v) = 2wv.

Commentaire

L’énoncé ne donne pas directement accés a f mais & A, sa matrice représentative dans la base
A. La base A étant fixée, application Mat 4(.), appelée parfois isomorphisme de représenta-
tion, permet de traduire les propriétés énoncées dans le monde des espaces vectoriels en des
propriétés énoncées dans le monde matriciel.

Voici quelques correspondances dans le cas général :

E espace vectoriel de dimension n <— ., 1(R)
f: E — E endomorphisme <+— Matg(f) € #,(R)
f bijectif <+— Matg(f) inversible
Ou encore, dans le cas précis de ’exercice :
[ +— A
flu) +— AxU
flv) +— AXxV

Il est trés fréquent que les énoncés de concours requiérent de savoir traduire une propriété d’un
monde & 'autre. Il est donc indispensable d’étre & 'aise sur ce mécanisme. O
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2. On considére le vecteur w = (—2,0,1).

a) Montrer que %’ = (u,v,w) est une base de R3.

Démonstration.

« Montrons que la famille ((2,1,-2), (3,1, -2),(—2,0,1)) est libre.
Soit (A1, A2, A3) € R3. Supposons :

A (2,1,-2) + Ao (3,1,-2) + Az - (—=2,0,1) = (0,0,0) (%)

2M + 3X — 2X3 =0

(*) — A+ A2 = 0
—2XN — 2X + A3 = 0
éi:ifi;fl 2X + 3 X — 2)\3 = 0
< — A + 2Xx3 = 0
A — A3 =0
s Ly + Ly 2M + 3 — 2X3 = 0
<~ — Ao+ A3 = 0
A3 = 0
< { A=Ay = )\3 =0
(par remontées successives)
La famille (u,v,w) est donc libre.
o De plus : Card ((u, v, w)) = 3 = dim(R?).
La famille (u,v,w) est donc une base de R3. ]

b) Exprimer f(w) comme combinaison linéaire de v et w puis vérifier que la matrice de f dans la

000
base (u,v,w) est T' = .

0 2 1
0 0 2
Démonstration.

« Tout d’abord, en notant W = Matg(w) :

Matg(f(w)) = Matg(f) Maty
(6 10 11) (2)
= 2 0
4 -8 — 1
( )=o) ()
— | 1] =1- +2.( 0
0 -2 1

= 1-V4+2-W
= 1-Matgg(’l})+2'Matgg(’w>

(par linéarité

= Matgg(l v+ 2- w) de Matg(.))

L’application Matz(.) étant bijective, on en déduit : f(w) =1 v+ 2-w.
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Commentaire

rtrt

!

Ly 3Ly— 1L
L3 + §L;+2L1

L3<—2L3+L2

LleL1+L2

\.

flw)y=8-v+y-w
Mat g (f(w))

Matg(f) Matg(w)

AW =8-W+~-W
B-W+~-W=AW

(3 (1)

386 — 24 = -1
g =1
-26 + v = 0
3 — 24 = -1
2v = 4
—y = =2
3 — 24 = -1
2y = 4
0 =0
30 = 3
= 4

On en déduit : f(w)=1-v+2-w.

o Plus précisément, on cherche (3,7) € R? tel que :
nouvelle fois de traduire cette relation dans le monde matriciel. On procéde comme suit :

:Mat@(ﬁ-v—l—fy-w)

= [ -Matgz(v) + v - Matg(w)

e On aremarquéici: AW = 1-U+2-V ce qui nous a permis de conclure sur cette question.
Il était aussi possible d’obtenir ce résultat par résolution de systéme linéaire.

f(w) = B-v+~-w. Il sagit une

(par linéarité

de Matg(.))

o D’aprés les questions précédentes :

0
x flu)=0-u+0-v4+0-w donc Mat(um,w)(f(u)):(O).
0

0
x flo)=0-u+2-v+0-w donc M&t(uw’w)(f(v)):(Q),
0

0
x flw)=0-u+1-v+2-w donc Mat(uw’w)(f(w)):(l)
2

Finalement : T' = Maty, ,, ) (f)

000
0 2 1].
0 0 2
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Commentaire

o Pour résoudre la question, on se sert ici une nouvelle fois de la correspondance entre le
monde des espaces vectoriels et le monde matriciel.
Ou peut ajouter la correspondance suivante & celle déja évoquée :

expression de f(u) dans (u,v,w) <— expression de AU dans (U, V, W)

o L’énoncé fournit le résultat de la question (la valeur de la matrice T' = Mat,,, )(f) &
trouver). Rappelons tout d’abord que cette matrice est obtenue par concaténation des
matrices représentatives de f(u), f(v) et f(w) dans la base %’. Autrement dit :

T= Mat(u,v,w) (f) = (Mat(u,v,w) (f(u)) Mat(u,v,w) (f(’U)) Mat(u,v,w) (f(w)))

Ainsi, la lecture de T nous fournit directement les égalités :
flw)=0-u+0-v+0-w, fW)=0-u+2-v+0-w, Fw)=0-u+1l-v+2-w

Cela ne signifie pas que 'on peut rédiger la question 1.¢) avec comme argument : « d’apreés
la question 2.b) ... ». Par contre, cette matrice permet de vérifier le résultat des questions

précédentes et de corriger une éventuelle erreur que l'on aurait pu commettre.
-

J

0 0 2 0 00

0 00 0 00
3.a)OnposeT=D+N,ouD=|0 2 0)Jet N=[0 0 1].

Déterminer N2 puis utiliser la formule du binéme pour montrer que, pour tout entier naturel n
non nul, on a: 7" = D" +n D" 'N.

Démonstration.

Tout d’abord :

N? = 0.25()

On en déduit, par une récurrence immédiate : Vk > 2, N¥ = 0.5(R)-
(ou alors on remarque : Vk > 2, N¥ = N2 N+¥=2 = 0.z5(R) Nk=2 = 0.(r))

el -G
el

Ainsi, les matrices D et N commutent.

Par ailleurs :

o O o O O
S O O S N O
S O O o O O
O N O o O O
o O O o O O
o O O o O O
S N O S N O

N OO o = O
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o D’aprés la formule du binéme de Newton, pout tout n € N* :

™ = (D+N)"
— i <n> pn—k Nk
k=0 \k
L /n noin (ce découpage est valable
— Dn—k Nk Dn—k Nk
kgo <k> i k§2 <k> carn >1)
1
= ¥ (Z) Dk NF (car :Vk 22, N* =0 4,®))
k=0
- (75) D" NO 4 G) DN = Dnyp DN

Ainsi, pour tout n € N*, 7" = D" +n D"~! N.

Commentaire \

« La relation de Chasles stipule que pour tout (m,p,n) € N3 tel que m <p < n :

n p

Yooup= Y, up+ i ug,

k=m k=m k=p+1

(la somme la plus a droite est nulle si p=n)
ou (uy,) est une suite quelconque de réels ou de matrices.

o Dans cette question, on est dans le casoum =0et p = 1.
L’argument n > 1 est donc essentiel pour découper la somme.
Le cas n = 0 doit donc étre traité a part.

o Ici, la matrice N vérifie : Vk > 2, N* = 0 w5 (®r)- Elle est dite nilpotente d’indice 2 (ce
terme n’est pas au programme et il est préférable de ne pas 'utiliser dans une copie). Si
elle avait été nilpotente d’ordre 3, il aurait fallu traiter & part les casn =0et n =1 (le
découpage de la somme est alors valable pour n > 2). ]

\. J

b) Donner explicitement, pour tout entier naturel n non nul, la matrice 7™ en fonction de n.

Démonstration.

Soit n € N*.
0 0 O

« Tout d’abord, pour tout k € N : DF = (O ok 0) )
0 0 2F

e On en déduit :
™ = D"4+nD" 1N

0 0 0 0 0 0
= |02 0)4+nl0 2 0
0 0 2" 0o o0 2n!
0 0 0 00 0 0 0 0
= (0 on 0)+n<0 0 2”1) = (0 on n2”1)
0 0 2" 00 0 0o 0o 2

00 0 00
On en déduit : Yn € N*, T" = (0 on ngn—l) — on-1 (O 9
0 00

0
0
0

o oo
o = o
\—/

0 2m
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4. On note P = Py g la matrice de passage de la base Z a la base %'

a) Déterminer P et son inverse P~ 1.

Démonstration.
o Par définition :
Py g = <Matzog (u) Mateag(v) Mat (w))

(la matrice Pg g est obtenue par concaténation des matrices colonnes représentatives des
vecteurs de B’ dans la base B)

2 3 =2
Ainsi:P=[1 1 0
-2 =2 1
o On applique 'algorithme du pivot de Gauss.

2 3 -2 1 00
1 1 0 010
-2 -2 1 0 0 1

s L . L2 — 2 LQ — L1 . .

On effectue 'opération { Lo Lyt L, ° On obtient :
2 3 =2 1 0 0
0 -1 2 -1 2 0
0o 1 -1 1 01

2 3 =2 1 00
0 -1 2 -1 2 0
0 0 1 0 21

o La réduite obtenue est triangulaire supérieure. De plus, ses coefficients diagonaux sont tous
non nuls. Ainsi, cette réduite est inversible et il en est de méme de la matrice initiale P.
(c’est toujours le cas d’une matrice de passage d’une base B & une base B'!)

. , . . L1+ Li1+2L;3 . .

o On effectue les opérations { Lot Ly—2Ls " On obtient :
2 3 0 1 4 2
0 -1 0 -1 -2 -2

0 0 1 0 2 1

On effectue 'opération { L+ L1 +3Ly . On obtient :

2 0 O -2 -2 -4
0 -1 0 -1 -2 =2
0 0 1 0 2 1
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Ly« iL
On effectue les opérations 172%™ On obtient :
L2 — —L2

1 00 -1 -1 -2
010 1 2 2
001 0 2 1

-1 -1 =2
Ainsi P est inversible et P~ = ( 1 2 2 ) )

0 2 1

Commentaire \

« Profitons-en pour rappeler quelques propriétés des matrices de passage.
Si % et %' sont deux bases d’'un espace vectoriel E de dimension finie :

x Pg g est alors une matrice inversible.

X P%/@: (ng%/)_l.

« En particulier, si on note % (61, €2, e3) la base canonique de R3, on a :
< ep=(1,0,0) = —1-(2,1,-2)+1-(3,1,-2)+0-(—2,0,1)
Ainsi : Mat g (eq :< )
« ea=(0,1,0) = —1-(2,1,-2)+2-(3,1,-2) +2-(~2,0,1)
Ainsi : Mat g (e2) ( )
« e3=1(0,0,1) = —2- (2,1, 2.(3,1,-2) +1-(—2,0,1)
Ainsi : Mat g (e3) (

On retrouve ainsi : Py g =

L O

b) Justifier sans calcul : A = PTP~!,

Démonstration.
D’aprés la formule de changement de base :

Matz(f) = Ppm Mate(f) Pz
I I I
P T P!
On a bien : A = PTP~1L. 0
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¢) Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, on a : A" = PT"P~1,

Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vn € N*| P(n)
ot P(n): A" =PT" P~ L
» Initialisation :

D’aprés la question précédente, on a : A = PT P~1.

Dot P(1).
» Hérédité : soit n € N*,

Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. : AT = pTntl p=1),

Alors :

ATl = A x A"

(par hypotheése
de récurrence)
(d’apres la
question 4.b))

= AxPT"P!

= PTP!'xpPrnpP!
= PT(P'P)T" P!
= PTI;T" P!
= PTT"P!
— PTnJrlel

D’out P(n + 1).

Par principe de récurrence : Vn € N, A" = PT"P~1. 0

d) Déterminer explicitement A™ pour tout entier n supérieur ou égal a 1.

Démonstration.
Soit n € N*. Déterminons

A" = pT" Pt

2 3 -2 0 -1 -1 -2
= 1 1 0| x2ond nlx|1 2 2
-2 -2 1 2 0o 2 1
0 6 3n—4 -1 -1 -2
= 2n=11g 2 n x| 1 2 2
0 —4 —2n+2 0o 2 1
6 6n + 4 3n+8
= 9n-l 2 n+4 n+4
—4 —4n—-4 —-2n—6
6 203n+2) 3n+8
= 21|l 2 2(n+2) n+4

-4 —4(n+1) —2(n+3)

S O O
O N O

6 2(3n+2) 3n+8
Vne N, A" =2""1 | 2 2(n+2) n+4
-4 —4(n+1) —-2(n+3)

10
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II. Exercice 2

On considére une piéce de monnaie qui ameéne Pile avec probabilité p € ]0,1[ et Face avec probabilité
1 — p. On effectue des lancers successifs avec cette piéce. Dans la suite, on note :

x INp la variable aléatoire égale au nombre de lancers nécessaires pour obtenir le premier Pile,
x N la variable aléatoire égale au nombre de lancers nécessaires pour obtenir le premier Face.

1. a) Quelles sont les lois des variables aléatoires Np et Np 7

Démonstration.

« L’expérience aléatoire consiste en une succession infinie d’épreuves de Bernoulli (lancer d’une
piéce) indépendantes et de méme paramétre de succés p (probabilité d’obtenir Pile).

e La v.a.r. Np est le rang d’apparition du premier succés de 'expérience.

Ainsi : Np < G (p).

En raisonnant de méme et remplagant Pile par Face, on obtient : Np < G (1 — p). O

b) Les variables aléatoires Np et Ng sont-elles indépendantes ?

Démonstration.
« Remarquons tout d’abord : [Np = 1]N[Np =1] = @.
En effet, événement [Np = 1] N [Np = 1] est réalisé si et seulement si on obtient a la fois le

premier Pile au rang 1 et le premier Face au rang 1. C’est impossible car on ne peut obtenir
qu’un résultat lors du premier lancer.

En particulier : P([Np =1]N[Np =1]) = 0.

« Onobtient alors : P([Np=1]N[Np=1]) # P([Np=1]) x P([Np=1])

0 p (1-p)

Ainsi, les v.a.r. Np et Np ne sont pas indépendantes.

Commentaire

o Dans les énoncés, on trouvera souvent la question : « les v.a.r. X et Y sont-elles indépen-
dantes 7 ». Ainsi énoncée, cette question attend généralement la réponse : NON.

« Il s’agit alors de démontrer la négation de la propriété d’indépendance. Or :

NON( Vo € X (), Vy € Y(Q), P(X =z] N [Y =y]) =P(X =z]) xP([Y =y]) )
& GreX(Q), eY(®), P(X=1]n[Y=y)+P(X =a]) x (Y =y))
Pour démontrer que deux v.a.r. ne sont pas indépendantes, il s’agit d’exhiber un couple
(0, y0) € X (2) x Y(Q) tel que : P([X = zo] N [Y = yo]) # P([X = z0]) x P([Y" = yo]).
« En particulier, on pourra chercher (zg,yp) € X(Q) x Y(2) tel que :

P([X =zo]N[Y =w0]) # P([X=u0]) x P([Y =)
I N S
0 0 0

11
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On appelle chaine toute séquence constituée uniquement de Pile ou uniquement de Face. On définit
alors les v.a.r. X et Y de la maniére suivante :

x on note X la v.a.r. égale a la longueur de la premiére chaine obtenue,

x on note Y la v.a.r. égale a la longueur de la deuxiéme chaine obtenue.

Par exemple, si 'expérience a pour résultat w; = (Pile, Pile, Pile, Face, Face, Pile, Face, Face, Pile, . . .) :
x la premiére chaine est constituée de 3 Pile. On a ainsi : X (w;) = 3.

x la deuxiéme chaine commence avec le Face suivant. Elle est de taille 2. On a ainsi : Y (w;) = 2.

x la chaine suivante est de taille 1 (elle est constituée d’un seul Pile).

x celle qui suit est de taille 2 (elle est constituée de deux Face)

X .

De méme, si 'expérience a pour résultat we = (Face, Pile, Pile, Face, Face, Face, Face, Pile, Face, . . .)
alors X (wz) =1 et Y(wg) = 2.

Commentaire \

Dans un énoncé de probabilités discrétes, on manipule différents niveaux d’objets.

1) Au premier niveau, on trouve I’expérience aléatoire considérée.
On note Q l'univers des possibles : c’est I’ensemble des résultats possibles (appelés
aussi issues) de l'expérience. Ici, Q est 'ensemble de tous les oo-lancers possibles de
lexpérience (car l'expérience consiste a lancer indéfiniment une piéce). Par exemple,
w = (Face, Pile, Pile, ...) (évidemment, on ne peut décrire I’'co-lancer en entier !) est un

oo-lancer qui est un résultat possible de 'expérience. Ce résultat est obtenu si le 1 lancer
fournit Face, le 2¢™¢ Pile, le 3°™¢ Pile, ...

2) Au deuxiéme niveau, on trouve les événements : un événement A n’est rien d’autre qu'un
ensemble qui regroupe certaines issues de l'expérience. Ainsi : A C Q.
Par exemple, I’événement A : « obtenir Pile au premier lancer » regroupe tous les oo-lancers
dont le premier coefficient vaut Pile. Ainis, w = (Pile, Face, Face, ...) € A.

Lorsque w € A, on dit que w réalise ’événement A.

3) Au troisiéme niveau, on trouve les v.a.r. . Ce sont des applications particuliéres :

— elles prennent comme argument un résultat possible de l'expérience et renvoient une
valeur réelle. Par exemple, avec ’'oo-lancer w précédent :

X (w) = X ((Pile, Face, Face,...)) =1

En effet, d’apres I’énoncé, X prend pour valeur la longueur de la premiére chaine (consti-
tuée ici d’un seul Pile).

elles sont des machines a créer des événements. Par exemple, [X = 2] est un événement.
Il regroupe tous les co-lancers w tels que : X (w) = 2.

Autrement dit : [X =2] ={w € Q| X(w) = 2}.

(c’est l’ensemble des oo-lancers dont la premiére chaine est de longueur 2)

Ce deuxiéme point nous replonge au deuxiéme niveau. Ainsi, pour comprendre le chapitre
sur les v.a.r. , il est donc essentiel de maitriser celui sur les probabilités générales.

12



ECE2 21 novembre 2020
Mathématiques

2. a) Déterminer la loi de la variable aléatoire X.

Démonstration.
Dans la suite du probléme, pour tout k € N*, on considére les événements :

x Py : «on a obtenu Pile lors du k™€ lancer »,
x Fj : «on a obtenu Face lors du k%™ lancer ».
« Remarquons tout d’abord : X (Q2) C N*.

En effet, la premiére chaine est de longueur au moins 1 (si elle n’est constituée que d’un Pile
ou que d’'un Face) et peut étre plus grande.

e Soit 7 € N*.
L’événement [X = i] est réalisé si et seulement si la premiére chaine est de longueur i. C’est
le cas si et seulement si on a obtenu ¢ Face suivi de Pile ou 7 Pile suivi de Face.

Onen déduit : [X =i] = (FiN...NENP4) U (PN...NPNF).

e On a alors :

= P((Flm...mFmB+1) U (Pm...sz-mFiH))
(car les événements

= P(Fl N...NEN Pi+1) + ]P’(Pl Nn...NnEgN Fi+1) considérés sont
incompatibles)

(car les lancers
sont indépendants)

= P(F) % ... < P(F) x P(Piy1) + P(P) % ... x P(P) x P(Fj1)

= p(1-p' + (1-p)p

X(©2) ¢ N*

On en conclut :{ . ) . .
Vie N, P([X =d])=p(1-p) + (1-p)p

Commentaire |

o On peut remarquer :
Fn...nFNPy = [Np=i+1]

Pn...NnPNF41 = [Np=i+1]
Et ainsi : [X =i = [Ny =i+ 1] U[Np =i+1].
o On pouvait alors rédiger comme suit :

P([X =i]) = P([N,=i+1U[Np=i+1])

= P([Np=i+1])+P([Np=i+1])

C p-p)i 4 (1—p)p )
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b) Montrer que la variable aléatoire X admet une espérance et que E(X) = % + J.
-p p
Démonstration.

c)

« La v.a.r. X admet une espérance ssi la série > i P([X = i]) est absolument convergente.
i>1
Cette série étant a termes positifs, cela revient & démontrer qu’elle est convergente.

« Notons N € N*.

N N .
LiP(X=i) = Rie@-p' + Q-p)p)
N ] N
= ;Zp(l—p)“r ;z(l_p)pz
N . N
= pyill=p + (1-p) L i
N . N
= 2?(1—17);1Z(1—p)“1 +p(1_p).:2171p271

On reconnait les sommes partielles de séries géométriques dérivées premiéres convergentes car

de raisons respectives (1 —p) € | —1,1[et pe | —1,1].
« Ainsi, la série ) i P([X = i]) est convergente.
i>1
La v.a.r. X admet donc une espérance donnée par :

E(X) = g:fm([X:i])
+00 . +o0 .
= p(1-p) ;i(l—p)l‘1 + p(1—p) ;ip"l
1 1

= P(lfp)m +P(1*P)W

= P(lp)plerpQ//Pj(l_lp)z

1_
_ P, P
P 1—p
L—p p
EX)=—+—
P 1—p
. 1 .
Montrer que E(X) est minimale lorsque p = 3 et calculer cette valeur minimale.
Démonstration.
1
o La fonction f : z +— T4 I ¥ est dérivable sur 10, 1] car est la somme f = f; + f2 ol :
-

1—
x f1ix— =~ Jerivable sur 10, 1] car elle est le quotient f; = % ou :
x
— g :x+— 1 —x est dérivable sur |0, 1[ car polynomiale.
— h:x—zest:

» dérivable sur ]0, 1] car polynomiale.
» NE S’ANNULE PAS sur |0, 1[.

x
x farx— T est dérivable sur |0, 1[ par une démonstration analogue.

14
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e Soit x 0,1}.
tee ol , —zx—(1—-2z) (1—-2z)—x(-1)
ra) = === B

x
—1 1
PER Y
—(1—2)? + 22
22 (1 —x)?
—(1—2z+2%)— 2%
2?2 (1 —x)?

2z —1
22 (1 —x)?

Comme 22 (1 — x)? > 0, le signe de f’(x) est celui de 2z — 1. Enfin :

2r —1 <0 & 2x<1

= < 1
< =
2
e On en déduit le tableau de variation de f :
T 0 3 1
Signe de f'(z) - 0 +
400 —+00
Variations de f \ /
2
Détaillons les différents éléments de ce tableau :
1—=x 1 T
x ~ — — 400 et — 0
T  z—0 I z—0 1—2 z—0
D'ou : lim f(z) = +oo0.
z—0
1-1 3 11
x f(%)— T 2 4 2 T=2-+52=2
! 1-1 2
1—z x
X — 0 et ~ — +o00.
T z—1 l—z o01- 1—2 z51-

D’ou : lim f(z) = +o0.
z—1

« La fonction f est décroissante sur ]0, 3| puis croissante sur [, 1[.

DO

Elle admet donc un minimum en z =

Ainsi, E(X) = f(p) est minimale lorsque p = 1, de minimum f(3) = 2.
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3. Montrer, pour tout (i,7) de (N*)2 :

Démonstration.
« Soit (i,7) € (N*)Q.

L’événément [X =i N[Y = j] est réalisé

& L’événément [X = i] est réalisé et DPévénement [Y = j] est réalisé
& La 1% chaine est de longueur 4 et la 2°™° chaine est de longueur j
& La premiére chaine est constituée de i Pile et la deuxiéme de j Face

0U la premiére chaine est constituée de ¢ Face et la deuxiéme de j Pile
& On a obtenu ¢ Pile, suivi de j Face, suivi d'un Pile
0U on a obtenu ¢ Face, suivi de j Pile, suivi d'un Face

o Ainsi :
[X:Z]Q[Y:]] = (P1ﬂ...ﬂPiﬁFiHﬂ...OFH]-HPZ-HH)
U (Flﬂ...mFZ‘ﬂPH_lﬂ...ﬂpi+jﬁFi+j+1)
7

J
= N Pk) N ( N Fz‘+k) N Piyjr1
k=1 k=1

i J
U (ﬂ Fk;) N ( N Pi-i—k:) NFiij
k=1 k=1

L’événement [X =i N[Y = j] est la réunion de deux événements incompatibles. En effet :

(kﬁl P) N (kﬁl Fitk) N Prgj 0 <kﬂ1 Fi) N (kﬁl Pik) N Fissin
= <kél Pk) N (kél Fi+k) N <kél Fk) N ( ﬁl Pi—l—k) N (B+j+1 N Fi+j+1> =g

k=

%)

e On en déduit :
P(X =dn[Y =]

=P (((kﬁl Pk) N <kﬁ1 Fi—i—k) N Pi+j+1) U ((kﬁl Fk> N (kﬁl Pi+k> N Fi+j+1)>

= P((kﬁl Pk:) N (khl Fi+kz) N Pi+j+1> + IP((kﬁl Fk) N (kﬁl Pi+k) N Fi+j+1>>
i J i J
= LR x ( TTB(Fer) x B(Pryn) + TTBED x (11 P(Pis) ) x B(Fis i)
k=1 k=1 k=1 k=1
= kﬁl(l —p) X (kllllp) x(1-p) + kﬁlp x <kﬁ1(1 —p)> X p

= (1-p)ixp x(1—p) + px(1—p)xp

V(i,j) € (N2, P([X =4 N[Y =j]) = p*(1 — p)d + (1 — p)itip

(car les
événements
considérés sont
incompatibles)

(par indépendance
des lancers)
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4. a) En déduire la loi de la variable aléatoire Y.

Démonstration.

« Remarquons tout d’abord : Y (2) C N*.
En effet, la deuxiéme chaine est de longueur au moins 1 (si elle n’est constituée que d’un Pile
ou que d'un Face) et peut étre plus grande.

o La famille ([X = i])jen+ est un systéme complet d’événements.
Ainsi, d’aprés la formule des probabilités totales, pour tout j € N* :

B(Y =j) = iP([Xzﬂn[Y:ﬂ)
- f (P (1= p) + (1 — p)*1 i)
- <1p>ﬂ§pf+1+pj§f<1p>f+l )

oo oo A
= p* (1—p) ;pz‘“r(l—p)QpJ ; (1—p)t

. too - too , (par décalage
— 2 (1—p) i —p)? —p) b g
PP (-p) L+ 1-p?p 3 (1-p) d'indice)
1 ‘ 1
2 2
= p2 (1 —p) +A=p)" P
(1=p) 1—p 1-p) 1-(1-p)

= P 1-p '+ (1-p?p!

(*) ce passage est justifié par le fait que les séries > p’ et S (1 — p)? sont convergentes en
tant que séries géométriques de raisons respectives p € ]0,1[ et 1 —p € ]0, 1].

Y(Q) Cc N*
VieN, B([Y=4])=p* A—p/ t+1-p?p"

On en conclut : {

Commentaire

Il n’est pas envisageable de ne pas savoir comment traiter cette question : déterminer une
loi marginale & partir d’une loi de couple est une méthode classique qu’il faut parfaitement
connaitre. Le résultat de la question 8. étant fourni par I’énoncé, cette question n’est pas
bloquante. Il n’y a donc aucune raison valable de ne pas faire la question 4.a).

b) Montrer que la variable aléatoire Y admet une espérance que l'on calculera.

Démonstration.

« La v.ar. Y admet une espérance ssi la série Y j P([Y = j]) est absolument convergente.
j=1
Cette série étant a termes positifs, cela revient & démontrer qu’elle est convergente.

« Notons N & N*,
SB[ =a) = X G 0-pp g (- )
" N , N '
= p? ;j (1—pYt4(1-p)? ;jp"l

On reconnait les sommes partielles de séries géométriques dérivées premiéres convergentes car
de raisons respectives (1 —p) € | —1,1[et pe | — 1,1[.
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o Ainsi, la série Y j P([Y = j]) est convergente.
j=1
La v.a.r. Y admet donc une espérance donnée par :

E(Y) = fé’j P(Y = j))

2+oo. 1—1 2+OO' 1—1
= p X jA=-p ) +1-p)?* X ip~
j=1 i=1

1

_ 9 1 N2
=P aaoe TP Ty
= 141
E(Y)=2 0

. 1
5. a) Etablir que, si p # —, les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes.
(On pourra envisager P ([X = 1]N[Y = 1]))

Démonstration.
Supposons que p # %
o D’aprés la question 3. :
P(X=1Nn[Y=1]) = p* (1—p)+p(1-p)?
= p(l-p)(p+(1-p)
= p(1—-p)

p(1—p) 2 2

& 1 =2 p"+(1—p car p(1 —p 0
Sy PP (car p(1=p) #0)

& 20+ (1-p?-1=0

& 222 -2p+1)-1=0

& 4p?—4p+1=0

& (2p-1)%=0

o oL

P=3

18
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1
Or comme p # > la derniére égalité n’est pas vérifiée. Il en est de méme de la premiére :

B(X = N[y =1)) # B(IX = 1)) x B(Y = 1])

1
Sip# 5 X et Y ne sont pas indépendantes.

O
1
b) Démontrer que, si p = 5 les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.
Démonstration.
1 ... 1
On suppose que p = 7 Ainsi, 1 —p = 7
Soit (i, ) € (N*)2.
o D’aprés la question 3. :
I\ 71\ I\ 71\ 1\ i+l 1\ i
P(lX = Y = = [ = - Z - N - N
peeanv-0 = (5) () +G) G 26 - ()
o Par ailleurs d’aprés la question 2.a) :
1/1\" 1/1Y\ 1 /1) 1\’
= =5() 2 G) -2 6) - 6)
et d’apres la question 4.a) :
N/ Ny 1\’ 1\’
P(lY = = (= - — - = 2= = (=
v-n-0) G GG G -6)
o Finalement :
. . 1\ 1\* (1}’ . .
px=in =i = (3) = (5) (5) = POx=x Py =)
. 1 .
Sip= 3 X et Y sont indépendantes. -

Commentaire \

L’énoncé rate 'occasion de poser une question intéressante : « déterminer E(XY') dans
ce cas ». On sait que X et Y sont indépendantes, et que ces deux v.a.r. admettent une
espérance. On en déduit que XY admet une espérance donnée par :

E(XY) = E(X)E(Y) = 2x2 = 4

(d’apreés les questions 2.¢) et 4.b))

\. J
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IT1. Exercice 3 (EDHEC 2009)

Dans cet exercice, p désigne un réel de ]0, 1] et on note ¢ = 1 — p.
On considére deux variables aléatoires X et Y définies sur le méme espace probabilisé (€2, 4, P), indé-
pendantes et suivant toutes deux la méme loi géométrique de paramétre p.

1. On pose Z = min(X,Y) et on admet que Z est une variable aléatoire, elle aussi définie sur 'espace
probabilisé (€2, A, P).
On rappelle que, pour tout entier naturel k, on a l'égalité : [Z > k] = [X > k] N[Y > k].

a) Pour tout entier naturel k, calculer P ([Z > k]).

Démonstration.
Soit k € N.
e D’aprés I’énoncé :
[Z >kl =[X>EkN[Y > k]
On obtient :
P(Z >k]) = P(X >k]N[Y >k])

(car les v.a.r. X et'Y
sont indépendantes)

2 (car les v.a.r. X etY
N (P( [X > H )) ont méme loi)

= (1-B(Ix <A))’

= P(X > k]) x P([Y > k])

e Or, comme X est & valeurs entiéres :
k
X <k=U [X=1
i=1

La famille ([X = 4]);cp1 k] est constituée d’événements 2 & 2 incompatibles. On obtient donc :

Il
NgES
Jas
>

I

=1
- Sp-pT (XS 00)
k .
= p;(l—p)H
-
= py (1-p)
=0
 1-(-p*
I
= 1-(1-p*

« En remplacant dans P([Z > k]), on obtient :
2

P(2>H)=(1-(1-0-p")) = (0-p*) = 0-p*

Vk €N, P([Z > k]) = ¢®*

20



ECE2

21 novembre 2020

Mathématiques

Commentaire

o Au cours de la démonstration, on a obtenu le résultat classique :

VkeN, P(X >k]) = (1-p)

Cette propriété est importante car elle caractérise la loi géométrique :

x La v.a.r. X est a valeurs entiéres

CVEEN, P(X>k)=(1-pl=¢ & X610

« Ce résultat peut aussi s’obtenir en décomposant I’événement [X > kJ.
On rédige comme suit. Tout d’abord, comme X est & valeurs entiéres :
+o0
X>kl= U [X=1]
i=k+1

La famille ([X = i]);>k+1 est consitituée d’événements incompatibles. On obtient donc :

P(X > k) = P (Uo X = i])
i=k+1
+0o0
= 2 P(X =)
i=k+1
= S p0-p7 (X 0()
i=k+1
400 .
=p X (1-p!
i=k+1
= p Ji: (1—p) (par décalage d’indice)
- 1  (-pt
B e R

Les manipulations sur les sommes infinies sont ici licites car ces sommes représentent des
probabilités d’événements. Les séries associéees sont donc convergentes.

o Cette démonstration se réalise trés facilement dans le cadre de I'expérience consistant a
effectuer indéfiniment un lancer de piéce qui améne Pile avec probabilité p € ]0,1].

On considére alor que la v.a.r. X donne le rang du premier Pile. Dans ce cas, on a bien :
X < G (p).

L’événement [X > k] est réalisé si et seulement si le premier Pile arrive a un rang stricte-
ment supérieur a k. C’est le cas si et seulement si les k premiers lancers ont amené Face.
Finalement, avec les notations habituelles, on obtient :

[X>k] = F N ...N Fg

Onendéduit: P([X >k]) = P(Fy N ... N Fy)
(par indépendance

= PR x ... x P(F) des lancers)

= (1-px...x(1-p = (1-p"*
Il est fortement conseillé de connaitre cette démonstration qui permet de retrouver le ré-
sultat rapidement en cas d’oubli. =

J
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b) Etablir que, pour tout entier naturel k supérieur ou égal a 1, on a :

P(Z=K)=P(Z>k-1)) - P(Z > k)

Démonstration.

Soit k > 1.

o Tout d’abord :

e On a alors :

P([Z>k-1]) = P([Z>kU[Z=Kk])
P

L'égalité

\.

Commentaire

Z>k—-1] = [Z>k]

= PB(1Z>K) +B([Z=H)

(car Z est a
valeurs entiéres)

(car les événements [Z > k]
et [Z = k] sont incompatibles)

VE>1,P(Z=k) = P(Z>k—1])—P(Z > k])

entre événements suivante :

(Z>k—1=[Z>kU[Z=k|

est valable pour toute variable & valeurs entiéres. Elle est extrémement classique et
utile dans les sujets. On s’efforcera donc de la retenir.

c¢) En déduire que Z suit la loi géométrique de paramétre (1 — ¢?).

Démonstration.

o Tout d’abord : X(Q) = N* et Y(2) = N* car les v.a.r. X et Y suivent une loi géométrique.

Comme Z = min(X,Y), on a alors : Z(Q2) C N*.

« Soit k € N*.

Z(Q) Cc N*

P(Z=K) = P(Z>k—1])-P(Z > )

.
— k2 2k
— g2 (1 _ q2)

(d’apres la
question 1.b))

(d’apres la
question 1.a))

On en conclut que Z suit la loi géométrique de paramétre (1 — ¢?).
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Commentaire \

o Ce résultat ne doit pas étre une surprise.
En effet, d’aprés les questions précédentes, on a :

x La v.a.r. Z est a valeurs entiéres
« VkeN, P((Z > k]) = (1 —p)% = ()"
On en déduit alors, par la caractérisation de la loi géométrique : Z — G (1 — qQ).

« Il ne s’agit pas de dire qu’on pouvait utiliser directement ici cet énoncé. Le but des
questions qui précédent est justement de démontrer comment on passe de :

VkeN, P([Z>k]) = ()"
a la propriété :

vikeN, P([Z=HK)= ()" 1-¢) =

\. J

2. On définit la variable aléatoire T' de la fagon suivante :

Pour tout w de € tel que X (w) est un entier naturel pair, on pose T(w) = ——=,

et, pour tout w de € tel que X (w) est un entier naturel impair, on pose T'(w)

On admet que T" est une variable aléatoire, elle aussi définie sur (2, 4, P).

a) Montrer que T prend des valeurs entiéres non nulles.

Démonstration.
Soit w € Q. Alors X (w) € X(Q2) = N*,
Deux cas se présentent alors :

- si X(w) est un entier pair : alors il existe k € N* tel que X (w) = 2k.

On note au passage que k # 0 car X(Q2) = N*, donc 0 ¢ X (Q).

X 2k
Alors T(w) = ;w) =5 = k, donc T'(w) est un entier naturel non nul.

- si X(w) est un entier impair : alors il existe k € N* tel que X (w) = 2k + 1.

X(w)+1 2k+2

Alors T(w) = 5 5

=k + 1, donc T'(w) est un entier naturel non nul.

T prend des valeurs entiers non nulles : T'(Q2) C N*. 0

b) Réciproquement, justifier que tout entier naturel k& non nul est élément de T'(€2) et en déduire
que T(92) = N*.

Démonstration.

Soit k € N*.

« Comme X () = N* et que 2k € N*, alors il existe w € Q tel que : X (w) = 2k.
Dans ce cas :
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Et ainsi, k = T'(w) € T(Q).

Tout entier naturel non nul est élément de 7'(2) ainsi : N* C T'(Q2).

e Or, d’aprés la question 2.a), T'(Q2) C N*.

On en conclut : T(Q2) = N*. 0

¢) Exprimer I'événement [T' = k| en fonction de certains événements [X = i] puis montrer que T'
suit la méme loi que Z.

Démonstration.
Soit k € N*.
L’événement [T' = k| est réalisé :
x si 'événement [X = 2k| est réalisé.
En effet, pour tout w € [X = 2k] (c’est-a-dire w tel que X (w) = 2k), X (w) est pair, et alors :
X(w) 2k
T = — = — = k
(W) =— 5
x ou si 'événement [X = 2k — 1] est réalisé.
En effet, pour tout w € [X = 2k — 1] (c’est-a-dire w tel que X (w) = 2k —1), X (w) est impair,
et alors :

X +1_2k—X+t

On rappelle : T(Q) = N* = Z(Q).

« Soit k € N*.
Les événements [X = 2k| et [X = 2k — 1] sont incompatibles. On en déduit :

P(T=k]) = P(X=2kU[X =2k 1))
= P([X = 2k]) + P([X = 2k — 1))

= " p+g*?p (car X = G (p))
= ¢ (p+p) = 7 (@l -9)+(1—9)
= (@) (1-¢)
= P([Z=k])
Ainsi, T suit bien la méme loi que Z. O

3. On rappelle que la fonction rand renvoie de fagon uniforme un réel aléatoire élément de [0, 1].
Par ailleurs, la commande modulo(x,2) permet de tester si x est pair. Plus précisément :

x x est pair si et seulement si modulo(x,2) vaut 0,
x X est impair si et seulement si modulo(x,2) vaut 1.

Compléter le programme suivant pour que, d'une part, il simule les lancers d’une piéce donnant
« pile » avec la probabilité p et calcule la valeur prise par la variable aléatoire X égale au rang du
premier « pile » obtenu lors de ces lancers (X suit bien la loi géométrique de paramétre p) et pour
que, d’autre part, il calcule et affiche la valeur prise par T', la variable aléatoire T" ayant été définie
dans la deuxiéme question.
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1 x =1
2 lancer = rand()
3 while lancer <= 1-p
4 X = i
5 lancer = rand()
6 end
7 if modulo(x,2) == 0 then
8 e e e
9 else
100 e e e e e
11 end
12 disp(t)
Démonstration.

« Le fonctionnement du programme est le suivant :

x on simule les résultats successifs d’épreuves de Bernoulli indépendantes de méme paramétre p.

Pour se fixer les idées, on introduit pour la suite de cette question la famille (Vi)gen+ de v.a.r.
indépendantes qui vérifie : Vk € N*, Vi, — G (p).

x on s’arréte dés le premier succés obtenu.

x on utilise une variable x afin de compter le nombre d’épreuves effectuées jusqu’a ’obtention du

premier succés. On obtient ainsi le rang d’apparition du premier succés.

Plus formellement, cette variable de sortie x est la simulation de la v.a.r. X (qui est telle que

X =G ()

« Début du programme

La variable x est initialisée a 1. Cela fait référence a la 1°® épreuve de Bernoulli qui n’a pas encore
eu lieu. La variable x compte ainsi avec avance le nombre d’épreuves de Bernoulli qui ont lieu au

cours du programme.

« Structure itérative

0o

»

1]
-

x Il s’agit alors d’itérer tant que le succés n’est pas obtenu. On choisit donc une boucle while.

e w

[N

while lancer <= 1-p
x =x+1
lancer = rand()

end

La variable lancer est mise & jour & chaque tour de boucle de sorte & recevoir le résultat de
I'instruction rand (). Rappelons que l'instruction rand() renvoie un réel choisi aléatoirement
dans [0, 1]. Plus formellement, il s’agit de simuler une v.a.r. U telle que U — U([0, 1]).

x L’instruction rand() <= 1-p permet de simuler une épreuve de Bernoulli de paramétre p. Plus
précisément, la valeur obtenue par ’appel rand() indique si I’épreuve de Bernoulli améne un

succés ou un échec.

]
1

25



ECE2 21 novembre 2020
Mathématiques

Considérons que l'on se trouve au £°™° tour de boucle et que la variable x contient, avec une
avance de 1, le nombre d’épreuves de Bernoulli qui ont eu lieu jusque la.

Deux cas se présentent.

— Sirand() > 1 —p : alors, on considére que la k™€ épreuve de Bernoulli améne un succés.

Ce cas se produit avec la probabilité attendue :
P(U>1-p)=B(L-p<U<1)=1-(1-p)=p=B(V=1)

Dans ce cas, la condition de continuation de la boucle n’est pas respectée et cela met fin
a l’itération. La variable x n’est pas mise a jour et contient alors exactement le nombre
d’épreuves qui ont eu lieu. Autrement dit, en sortie de boucle, la variable x contient le rang
d’apparition du premier succeés.

— Sirand() < 1—p : alors, on considére que la k™€ épreuve de Bernoulli améne un échec.
Ce cas se produit avec la probabilité attendue :

PULK1-p)=P((0<U<1-p))=1-p=P([Vk =0])

La k"¢ épreuve de Bernoulli ayant amené un échec, on incrémente la variable x de 1 afin
de signifier qu’une nouvelle épreuve a eu lieu. On continue alors I'itération et 'instruction
rand() va permettre d’effectuer un nouveau tirage aléatoire dans [0, 1].

La variable x permet de simuler la v.a.r. X.

Commentaire

o Afin de permettre une bonne compréhension des mécanismes en jeu, on a détaillé la réponse
a cette question. Cependant, compléter correctement le programme Scilab démontre la bonne
compréhension de la simulation demandée et permet certainement d’obtenir tous les points
alloués a cette question.

« Profitons-en pour rappeler que lors de ’écriture d’un programme, on se soumet généralement &
quelques régles de bonne conduite :

(1) utilisation de commentaires indiquant le but de chaque fonction,

(2) réflexion autour du découpage en sous-fonctions pouvant étre réutilisées,
(8) utilisation de nom explicites pour les fonctions et le variables,

(4) indentation du code (utilisation correcte d’espaces et sauts de lignes).

Le but de ces régles est de produire un code lisible, intelligible et facilement modifiable a 1’ave-
nir. Evidemment, on ne s’attend pas, dans un sujet de concours, & ce que soit commentée la
fonction dont il est demandé d’expliciter le calcul. Par contre, on s’attend a ce que les autres
régles de bonne conduite soient respectées. Ne pas le faire correspond & ce que 'on nomme
de 'obfuscation (pas forcément volontaire) de code. Sous ce terme, on désigne les méthodes
permettant de rendre un code difficile a déchiffrer. Le but de telles techniques est de protéger
son code. Typiquement, une entreprise ayant investi afin de développer un algorithme pourra
procéder & une obfuscation de code afin que ses concurrents industriels ne puissent comprendre
la maniére dont procéde cet algorithme.

\.

e Structure conditionnelle
On souhaite que t simule la v.a.r. T. Donc :
x si x est pair, alors t doit recevoir x/2.

x si x est impair, alors t doit recevoir (1+x)/2
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Il fallait donc modifier les lignes comme suit.

if modulo(x,2) == 0 then
t = x/2

else
t =1+ x)/2

Commentaire \

e On a traduit ici en Scilab une question qui était posée a 1’époque en Turbo-Pascal, langage
qui ne dispose pas d’une fonction de type grand.

@ loo I~

‘»—l
o

o En réalité, on aurait pu remplacer les 6 premiéres lignes du programme par :

x = grand(1, 1, geom, p)

ce qui semble plus en accord avec les attentes du programme actuel.
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IV. Exercice 4 (EDHEC 2011)

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal & 2. On dispose de n urnes, numérotées de 1 a n,

contenant chacune n boules. On répéte n épreuves, chacune consistant & choisir une urne au hasard et

& en extraire une boule au hasard. On suppose que les choix des urnes sont indépendants les uns des

autres.

Pour tout i de {1,2,...,n}, on note X; la variable aléatoire prenant la valeur 1 si I'urne numérotée i

contient toujours n boules au bout de ces n épreuves, et qui prend la valeur 0 sinon.

1. a) Pour tout i et tout k, éléments de {1,2,...,n}, on note U; ; I'événement « I'urne numéro i est
choisie & la k™€ épreuve ».

Ecrire I'événement [X; = 1] a I'aide de certains des événements U; i, puis montrer :

. 1\"
Vie{l,2,...,n}, P([X;=1]) = (1 — n>
Démonstration.
Soit i € [1,n].
o L’urne 7 contienne n boules & la fin de n tirages si et seulement si elle n’est choisie & aucun ti-
rage. Ainsi 'événement [X; = 1] est réalisé si et seulement si, pour tout k € [1,n], 'événement
Ui i n'est pas réalisé.

On a donc : [X; =1] = Uik.

1

T\TD:

« Solent k € [1,n].
A chaque tirage, on choisit une urne de maniére équiprobable parmi les n urnes disponibles.

1
Ainsi : P(U; ;) = —. On en déduit :
n

On obtient :

) (car les choiz des urnes
sont indépendants)

(d’apres les calculs

n
= 1—-=
kl;ll < n> précédents)

<
~.
m
—
-
3
I\.:I
=
s
Il
—_
N
Il
N
—_
|
| =
N———
3
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b) Justifier également que, si i et j sont deux entiers distincts, éléments de {1,2,...,n}, on a :

P([X;=1Nn[X;=1]) = (1 - Z)"

Démonstration.
Soit (i,4) € [1,n]? tel que i # j.

o Remarquons tout d’abord :

L’événément [X; = 1] N [X; = 1] est réalisé

& L’événément [X; = 1] est réalisé et l'événement [X; = 1] est réalisé
- L’urne ¢ contient toujours n boules ot I'urne j contient toujours n boules
au bout des n épreuves au bout des n épreuves

- L’urne ¢ n’est jamais choisie au ¢ I'urne j n’est jamais choisie au
e

cours des n épreuves cours des n épreuves

Ainsi: [X; =1n[X;=1= N Ui NUjp = N Uix UUjp.
k=1 k=1

o Soit k € [[1,77,]]
Comme i # j, les événements U, , et Uj j, sont incompatibles (on ne peut pas choisir en méme
temps les urnes i et j sur un seul tirage). On en déduit :
1 1 2
P(Uik U Ujk) = B(Uig) + P(Ujp) = — + — = —

Enfin :
2

P(Ui,k U Uch) =1-PUipUUjx) =1~ -

o En combinant ces résultats, on obtient :

n

P(X; =1N[X;=1]) = P (kg Uix U Uj,k)

(car les choix des urnes
sont indépendants)

= klill]P)(Ui’k U Uj’k)

_ ﬁ 1_ 2 (d’apres les calculs
s n précédents)
e
n
.. ., 2\"
V(i,j) € [L,n]? i # 4, P((X; = 1IN [X; =1]) = (1_n> .
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n n
de {1,2,...,n}, alors les variables X; et X ne sont pas indépendantes.

2
2 1
¢) Comparer (1 — ) et (1 — ) et en déduire que, si i et j sont deux entiers distincts, éléments

Démonstration.

2 1\?
« Pour comparer (1 — ) et (1 - > , on étudie le signe de leur différence.
n n

2 1\?2 1 1
1-=—(1-= :x-%-z-%+——:——<o
n n n? n2

(1)
1-2<(1-=
n n

o Soit (i,4) € [1,n]? tel que i # j.
D’aprés la question 1.b), on sait :

2 1\?
e Or, d’aprés le point précédent : 1 — — < (1 — ) .
n n

Par stricte croissance de la fonction élévation a la puissance n sur R4, on obtient :
n
2\" 1\’
n n

P([Xs =110 [X; =1]) # P([Xi =1]) P([X; = 1])

e On en déduit :

Les v.a.r. X; et X; ne sont pas indépendantes.

n
2. Onpose Y, = > X,.
i=1

a) Déterminer I'espérance de Y,,, notée E(Y5,).

Démonstration.

« Pour tout i € [1,n], X; admet une espérance car c’est une v.a.r. finie (X;(Q2) = {0,1}).
La v.a.r. Y,, admet une espérance en tant que somme de v.a.r. qui en admettent.

o Par linéarité de I’espérance, on a :

B =B (3 X)) = £ B0

=1
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Or, pour tout i € [1,n] :

« On obtient alors :

O

E(Y,
b) En déduire lirf (Yo) et donner un équivalent de E(Y},) lorsque n est au voisinage de +o0.
n——+o0o n

Démonstration.

e Soit n € N*,

- en(u((-3))

« De plus, on sait que In(1 + ) ~ =x.

z—0

Or lim —1:0,doncln<1—1> ~ —l.D’oﬁ:

n——4oo n n n— 400 n

nln(l—l) ~ mX <—1> =-1
n n—-+o0o nw
. 1\"
Donc lim In ((1 — ) ) = —1.
n—-+oo n

Enfin, comme la fonction exp est continue en —1, donc, par composition de limites :

1 n
lim <1 — > =e !
n—4o0o n

E(G) _ 1

Ainsi : lim
n—4o0o n

E(Y, E(Y,
e On sait : lim (Yn) =e¢~ ! Donc lim (1n> =1.
n——+o0o n n—+oo €~ - n
Dou: E(Y,) ~ e ln.
n—+oo

Autrement dit : E(Y,) ~ n

n—+oco € ’
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3. Pour tout ¢ de {1,2,...,n}, on note N; la variable aléatoire égale au nombre de boules manquantes
dans 'urne numérotée 7 a la fin de ces n épreuves.

a) Donner sans calcul la loi de NV; ainsi que la valeur de E(XV;).

Démonstration.

Soit i € [1,n].

« L’expérience consiste a effectuer n épreuves de Bernoulli (choix de 'urne) indépendantes et
de méme parametre de succes % (probabilité de choisir 'urne 7).

o La v.a.r. N; compte le nombre de succés de cette expérience.

On en déduit que N; suit la loi binomiale de paramétre (n,p).

=1. 0

SRS

N; — B (n,i) et  E(N;) =nx

b) Que vaut le produit N; X;?

Démonstration.
Soit i € [1,n]. Deux cas se produisent.

e Sil'urne i contient encore n boules & la fin des n tirages, alors :
x IN; prend la valeur 0 puisqu’il n’y a aucune boule manquante dans 'urne .
x X; prend alors la valeur 1 par définition de X;.
Dans ce cas : N; X; prend la valeur 0.
o Sil'urne ¢ ne contient pas n boules a la fin des tirages, alors :
x IN; prend pour valeur le nombre de boules manquantes dans I'urne 3.
x X; prend pour valeur 0 car 'urne ¢ ne contient pas n boules & la fin des n épreuves.

Dans ce cas, la v.a.r. N; X; prend encore la valeur 0.

Ainsi, la v.a.r. N; X, est identiquement nulle (autrement dit : N; X; = 0). 0

¢) Les variables NV; et X; sont-elles indépendantes ?

Démonstration.

Soit i € [1,n].

o La v.ar. N;X; admet une espérance car c’est une v.a.r. finie (c’est en fait la v.a.r. constante
égale a 0). De plus : E(N; X;) = 0.

1 n
« D’apres la question 2.a), E(X;) = <1 - > .
n
D’aprés la question 3.a), E(N;) = 1.
1\" 1\"
n n

Comme E(N; X;) # E(N;) E(X;), les v.a.r. N; et X; ne sont pas indépendantes.
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Commentaire

On pouvait aussi revenir a la définition de 'indépendance. Par exemple :
« D’apreés la question 3.b) : N; X; = 0.
On remarque alors que comme N; et X; sont a valeurs entiéres positives :

[Ni =1]N[X; = 1] = [NiX; = 1]

Ainsi :

4. On rappelle que grand(1,1, 'uin',1,n) renvoie au hasard un entier de [1, n].
Compléter le programme informatique suivant pour qu’il simule I'expérience décrite au début de
cet exercice et affiche les valeurs prises par X7 et N1 pour une valeur de n entrée par 1'utilisateur.

n = input('Donnez un entier naturel n supérieur ou égal a 2')
nl =0
x1 =1
for k = 1:n
hasard = grand(1,1,'uin',1,n)
if hasard == 1 then
x1 = ... ...
nl = ..........

0 oo 1N o ot s jw N e

end
end
disp(x1)
disp(nl)

o
= =]

-
IV
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Démonstration.

« Le programme consiste & simuler les v.a.r. N1 et X7. Ainsi, les variables n1 et x1 doivent contenir
a la fin du programme une réalisation des v.a.r. Ny et Xj.

« La boucle for du programme permet de simuler les n tirages successifs. A chaque tour de boucle,
les variables x1 et n1 doivent étre mises & jour. Détaillons ce point :

x en ligne 5, la variable hasard contient une valeur entiére aléatoirement choisie entre 1 et n.
Cette instruction permet de simuler le choix aléatoire du numéro de I'urne dans laquelle on tire
une boule & chaque tirage.

x si I'urne choisie est la numéro 1 (ligne 6), alors :

- I'urne 1 ne contient plus n boules. La variable x1 doit donc étre affectée a 0 (ligne 7).

7 x1 =0

- il y a donc une boule manquante supplémentaire pour 'urne 1. La variable nl1 qui compte le
nombre de boules manquantes dans 1'urne 1 doit donc étre incrémentée de 1 (ligne 8).

8 nl =nl + 1

« Le programme se termine par affichage des variables n1 et x1 (lignes 11 et ligne 12).
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