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DS4 (version A)

Exercice 1

On note !B la transposée d’une matrice B et on rappelle que la transposition est une application
linéaire.

On dit qu'une matrice M de .#,(R) est antisymétrique lorsqu’elle vérifie 'M = —M, et on note A, (R)
I’ensemble des matrices antisymétriques.

1. Montrer que A, (R) est un sous-espace vectoriel de ., (R).

Démonstration.
Démontrons que A, (R) est un sous-espace vectoriel de ., (R).

(i) An(R) C 4, (R).
(i) An(R) # @ car 0 4, (®) € An(R). En effet : Y04 r) = 0.4,®) = —0.4.(®)-
(#i) Démontrons que A, (R) est stable par combinaisons linéaires.
Soit (A, ) € R? et soit (M, N) € A, (R)2.
« Comme M € A,(R), M vérifie : 'M = —M.
« Comme N € A,(R), N vérifie: 'N = —N.
Démontrons : A+ M + p- N € A, (R) (c’est-a-dire : *{(A-M +p-N) =—(A-M+p-N)).Ona:

t()\'M+M‘N) = AN'M+4p-tN
= A (=M)+p (=N)  (car (M,N) € A,(R)?
= —AM—-—u-N
= —(A-M+pu-N)
On abien: A- M+ pu- N € A,(R).

Ainsi, A, (R) est un sous-espace vectoriel de ., (R). 0

On considére une matrice A fixée de .4, (R) et 'application f, qui & toute matrice M de A, (R) associe :
f(M) = fAAM+MA
2. a) Soit M une matrice de A, (R). Etablir que f(M) est une matrice antisymétrique.

Démonstration.

Il s’agit de démontrer : f(M) € A, (R) (c’est-a-dire : *(f(M)) = —f(M)).
() = (A M+ M A)

= YCAM)+YMA) (par linéarité de la transposée)
= (‘M)("('4)) + (*4) ("M)
= (-M)A+ (*4)(-M) (car M € A,(R))

— —MA—("A)M = —f(M)

On a bien : f(M) € A,(R). O
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b) En déduire que f est un endomorphisme de A, (R).

Démonstration.

+ Démontrons que f est linéaire
fO-M+pu-N) = (PAAN-M+p-N)+AN-M+p-N)A
AN (CAMA+p-(PFAN+X-MA+p-NA
= A ((PA)M + MA) + - (FAM + MA)
)\.

M) + - f(N)

Ainsi, f est bien une application linéaire.

« Démontrons que f est a valeurs dans A, (R)

D’aprés la question précédente, pour tout M € A, (R), on a f(M) € A,(R).

L’application f est bien & valeurs dans A, (R).

On en conclut que f est un endomorphisme de A, (R). 0

0 0 1
Dans toute la suite, on étudie le cas n = 3 et on choisit : A = (0 -1 0).

0 0 O
0 10 0 01 0 0 O
3. On considére les trois matrices : J = -1 0 0|, K= 0 0 0]JetL=1]0 0 1].
0 00 -1 0 0 0 -1 0
a) Montrer que la famille 2 = (J, K, L) est une famille génératrice de A, (R).
Démonstration.
Soit M € #3(R). a b ¢
Il existe donc (a,b,c,d,e, f,g,h,i) €ER% telque : M = |d e f|. Ona:
g h i

Me A3(R) & 'M=-M

[ |
I
S S R

=0 o ok
I
|
a
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On en déduit :

a b c
As(R) = d e fledy,R)| a=0,d=-b, g=—-c,e=0, h=—f, i=0
g h i
0 b ¢
= ~b 0 f|€M(R)|(bec f)eR?
— —f 0

0 10 0 0 1 0 0 0
= b-[-1 0 0)+c- [0 0O0]+f-{0 0 1|ecp(R)]|(bef)ecR
0 00 -1 00 0 -1 0

= {b-J+c- K+ f-Lety(R)](bec f)eRY} = Vect(J,K,L)

Ains, # = (J, K, L) est bien une famille génératrice de A3(R).

Commentaire

« On présente ici A3(R) sous la forme d’un ensemble dont les éléments sont des matrices
écrites a 'aide de parameétres. Cette forme permet de pouvoir écrire Az(R) comme espace
vectoriel engendré par une partie.

o Il est relativement fréquent dans les sujets d’avoir & étudier des ensembles paramétrés.
La méthode illustrée ci-dessus posséde un double avantage. En effet, I'écriture A3(R) =
Vect (J, K, L) permet de conclure :

x que Ajs(R) est un espace vectoriel.
x que la famille (J, K, L) est génératrice de A3(R).

« Ce dernier point est important pour exhiber une base de A3(R).
x si la famille (J, K, L) est libre, c’est alors une base de A3(R).

x sinon, si la famille (J, K, L) est liée, on peut extraire de (J, K, L) une base G de A3(R).
La famille G n’est autre que la famille (J, K, L) dans laquelle on a retiré tout vecteur
qui s’écrit comme combinaison linéaire des autres vecteurs de (J, K, L). 0

b) Montrer que £ est une famille libre et en déduire la dimension de A, (R).

Démonstration.
e Soit (A1, A2, A3) € R3. Supposons : A\; - J + Ao - K+ - L = 0.5 (R)-

)
0 10 0 01 0O 0 O
Or : (*) < AN-|[-1 0 0]+ Ao~ 0 0 0]+A3-10 0 1
0 00 -1 0 0 0 0

—~
*
~—

) = 0w

0 A Ao
<~ -\ 0 A3 = 0.//3(R)
“Xs Az 0
A =0
=0
— ;Al 0 —= A =X=X=0
3 p—
X =0
\ _>‘3 -

On en conclut que la famille (J, K, L) est libre.
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« La famille Z = (J, K, L) est :
x génératrice de A3(R) (d’aprés la question précédente).

x libre.

On en déduit que c’est une base de A3(R).

: dim(A3(R)) = Card(#) = 3. O

Ainsi

4. a) Calculer f(J), f(K) et f(L), puis les exprimer comme combinaisons linéaires de J et L seule-
ment. Les calculs devront figurer sur la copie.

Démonstration.

e Ona: f(J)
° On a f(K)
e Ona: f(L)

= (tA)J+JA
0 0 0\/0 10 0 1.0\/0 0 1
= |0 -1 o0]{-t0o0|+(-100fJf0 -1 0
1 0o o/\o 00 0 00/\0o 0 o0
000 0 -1 0
= |1t 00]+(f0 0 -1
010 0 0
0 -1 0
= |1 0 -1
01 0

00 ON/0 01 0 0 1\/0 0 1
= (o -1 0]{o0o ool+[0 o0 o][o -1 0
1 0 0o/\-10 0 1 00/\0o 0 o
0 0 O 00 O
= (oo0oo]l+[0oo0 o
00 1 00 -1
00 0
= (00 o0
0 0 O
FK) =0 4w
= (*A)L+LA
0 0 0\/0 0 0 0 0 0\/0 0 1
= lo -1 0]{o o 1]+]o o 1]f[o -1 0
1 0 O 0 -1 0 0 -1 0 0O 0 O
00 0 000
= loo —1]+]0 00
00 0 010
00 0
= lo o -1
01 0
f(L)=-L 0
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b) En déduire une base de Im(f) ne contenant que des matrices de %.

Démonstration.

« On a démontré précédemment que f est un endomorphisme de A3(R) et (J, K, L) est en une
base. Par caractérisation de I'image d’une application linéaire, on a :

Im(f) = Vect(

= Vect (— = L,0_4w); —L) (d’apres la question précédente)
(
(

(on met a jour le 1" vecteur en lui
ajoutant ’opposé du 2°™¢)

(on met & jour les deux vecteurs en
les multipliant tous les deux par —1)

Im(f) = Vect (J, L)

« Ainsi la famille (J, L) :
x engendre Im(f),
x est libre car constituée de deux matrices non colinéaires.

On en conclut que la famille (J, L) est une base de Im(f).
On en déduit finalement : dim (Im(f)) = Card ((J,L)) = 2.

Commentaire \

o Comme Im(f) = Vect (—J — L, —L), la famille (—J— L, —L) est génératrice de Im(f).
On aurait ainsi pu terminer la question avec cette famille. Cependant, c¢’est plutét un
bon réflexe que de simplifier la famille génératrice obtenue. Pour se faire, il est pri-
mordial de connaitre précisément les opérations qui ne modifient pas ’espace vectoriel

engendré par la famille étudiée.

« L’énoncé stipule que la base obtenue ne doit que contenir des matrices de #A. C’est
donc certainement la forme (J, L) qui était attendue ici.

« Notons enfin que 'on pouvait démontrer le caractére libre en rappelant que (J, L) est

une sous-famille de la famille (J, K, L) qui est libre en tant que base de A3(R).
. 1]

c¢) Déterminer la dimension de Ker(f) puis en donner une base.

Démonstration.
o Tout d’abord, d’aprés le théoréme du rang :
dim(E) = dim (Ker(f)) + dim (Im(f))

I I
3 2

On en déduit : dim (Ker(f)) =3 -2=1.

« De plus, d’aprés ce qui précéde : f(K) =0 4 (r)-
D'ou : K € Ker(f).
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o Ainsi, la famille (K) est :
x une famille libre de Ker(f), car constituée uniquement d’une matrice non nulle,
x telle que : Card ((K)) = 1 = dim (Ker(f)).
On en déduit que la famille (K) est une base de Ker(f).

En particulier : Ker(f) = Vect (K). 0

5. a) Ecrire la matrice I de f dans la base 4. On vérifiera que ses coefficients sont tous dans {—1,0}.

Démonstration.
« D’apreés ce qui précede : f(J)=(-1)-J+0-K +(-1)- L.

On en conclut : Mat ;g 1) (f(J)) = ( 0

-1
« D’aprés ce qui préceéde : f(K)=0-J4+0-K+0-L.
0
On en conclut : Mat ;g 1 (f(K)) = (0)
0

« D’apres ce qui précéde : f(L)=0-J4+0- K+ (—1)-L.
0
On en conclut : Mat; x 1 (f(N)=1{o )

0 0
Finalement : F' = Mat; 1) (f) = ( 0 0 O )
0

b) En déduire les valeurs propres de f.

Démonstration.
La matrice F' étant triangulaire (inférieure), ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux.
Ainsi : Sp(F) = {-1,0}.

Comme F' = Matg(f), on en conclut : Sp(f) = Sp(F) = {-1,0}. O

¢) On note id 'endomorphisme identité de A, (R).
Déterminer le rang de f + id et dire si f est ou n’est pas diagonalisable.

Démonstration.
« Tout d’abord :
(car F' et I sont les représentations

rg(f+id) = rg(F+1) matricielles dans la base A des
endomorphismes f et id)
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0 0
La derniére égalité est vérifiée car la famille ( 0 ) , (1) est libre (constituée uniquement
—1
de deux vecteurs non colinéaires).

Ainsi : rg(f +id) = 2.

o Comme f + id est un endomorphisme de A3(R), on a, d’aprés le théoréme du rang :

dim (A3(R)) = dim (Ker(f+id)) + dim (Im(f+id))

3 2

Ainsi, dim (E_;(f)) = dim (Ker(f +id)) =3 -2 =1.

« On a démontré précédemment : Sp(f) = {—1,0}. Or :

dim (Eo(f)) 4+ dim (E_1(f)) =1+ 1 = 2 # dim (A3(R))

On en conclut que 'endomorphisme f n’est pas diagonalisable.

Commentaire

o Dans cette derniére question, on démontre que I’endomorphisme f n’est pas diagonalisable.
Il n’existe donc pas de base dans laquelle la matrice représentant f est diagonale.

« Dans ce cas, on se rabat sur une propriété plus faible : existe-t-il une base dans laquelle la
représentation matricielle de f serait triangulaire supérieure ? Cette propriété est beaucoup
plus simple & obtenir, notamment si I’on accepte d’utiliser des matrices dont les coefficients
sont complexes (hors de notre portée en ECE).

On parle alors de trigonaliser (on dit aussi triangulariser) la matrice A.

« Considérons un espace vectoriel £ de dimension finie.
Si un endomorphisme f : E — E est triangularisable, comment le triangularise-t-on ?
Notons A1, ..., Ay, les valeurs propres distinctes de f. On cherche alors une base de chaque
sous-espace propre Ey, (f) et on considére la famille obtenue en concaténant toutes ces bases.
Cette famille N’EST PAS une base de E. Si tel était le cas, on aurait formé une base de
vecteurs prores et donc F serait diagonalisable.
Par contre, cette famille est libre. On peut alors la compléter en une base de F.
Sans entrer dans les détails, on peut faire en sorte (en choisissant correctement les vecteurs
qu’on ajoute) que la matrice représentative de f dans la base %’ soit triangulaire supérieure.

o C’est la méthode développée dans cet exercice, méme si elle est un peu cachée. Ici, f a deux
valeurs propres : 0 et —1. De plus :

x le sous-espace propre Fy(f) a pour base la famille (K).

x le sous-espace propre F_1(f) a pour base la famille (L).

En effet, comme f(L) = —L,ona: L € E_i(f) et ainsi : Vect (L) C E_1(f).
On conclut : Vect (L) = E_1(f) par égalité des dimensions de ces deux espaces vectoriels
(puisqu’on a démontré : dim (E_1(f)) = 1).
La famille (K, L) est une famille libre de A3(R) car elle est constituée de deux vecteurs
propres associés a des valeurs propres distinctes.
On compléte alors cette famille en une base de A3(R) en lui adjoignant le vecteur J. La
matrice représentative de f dans la base (J, K, L) obtenue est triangulaire (inférieure).
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I. Exercice 2 (EML 2013)

Soit m un entier supérieur ou égal a 2.
On considére une urne U contenant n boules numérotées de 1 & n et indiscernables au toucher.
On effectue une suite de tirages d’une boule avec remise de la boule dans 'urne U.

Partie I
Soit k un entier supérieur ou égal a 1. Pour tout ¢ € [1,n], on note X; la variable aléatoire égale au
nombre d’obtentions de la boule numéro ¢ au cours des k premiers tirages.

1. Soit i € [1,n]. Donner la loi de X;. Rappeler 'espérance et la variance de Xj.

Démonstration.

« L’expérience consiste en la succession de k épreuves de Bernoulli (dont le succés est 'obtention de
la boule numérotée i) indépendantes et de méme paramétre % (on choisit une boule dans l'urne
U de maniére équiprobable parmi les n boules disponibles).

o La variable X; donne le nombre de succés obtenus lors de cette expérience.

Ainsi, X; — B (k:, 1>.
n

On en déduit que X; admet une espérance et une variance.

1k 1 1 k 1
Plus précisément : E(X;) =k x —=— et V(X;)=kx — <1 - ) =— <1 - >
n o n n n n n
O
2. Les variables aléatoires X1, Xo, ..., X,, sont-elles indépendantes ?

Démonstration.
Soit (i,4) € [1,n]? tel que i # j.
o On commence par noter que :

X;=kN[X; =k =02

En effet, en k tirages, on ne peut pas obtenir a la fois k fois la boule numéro i et k fois la boule
numéro j. On obtient donc :

Donc :

On obtient finalement que :

P([Xi = k| n[X; = k]) # P([Xi = K]) P([X; = K])

Les variables aléatoires X, Xo, ..., X,, ne sont pas indépendantes.
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Commentaire \

\.

e On cherche ici & démontrer que les v.a.r. Xy, ..., X, ne sont pas mutuellement indé-
pendantes. Si elles 'étaient, alors toute paire de variables X;, X; (avec i # j) serait
indépendante (I'indépendance mutuelle implique 'indépendance deux & deux).

« Ainsi, en démontrant que les v.a.r. X1, ..., X, ne sont pas deux a deux indépendantes,
on démontre qu’elles ne sont pas mutuellement indépendantes.

3. Soit (i,7) € [1,n]? tel que i # j.
a) Déterminer la loi de la variable X; + X;. Rappeler la variance de X; + Xj.

b)

Démonstration.

L’expérience consiste en la répétition de k épreuves de Bernoulli (dont le succés est I'obtention
de la boule numérotée i ou de la boule j) indépendantes et de méme paramétre % (le succes
se réalise si l'on tire la boule 7 ou la boule j et on peut tirer n boules différentes en tout).

La variable X; + X; est la v.a.r. qui donne le nombre de succes obtenu lors de cette expérience.

2
Ainsi, X; + Xj — B <k, )
n

On en déduit que X; + X; admet une espérance et une variance.

2 2 2 2
Plus précisément : V(X; + X;) =k x — <1 - ) _ 2 (1 - > O
n n

En déduire la covariance du couple (Xj;, X;).

Démonstration.
D’aprés la formule de la variance d’une somme de variables aléatoires, on obtient :

V(XZ + Xj) = V(Xl) + 2 COV(XZ',X]') + V(Xj)

Donc :
Cov(Xe, X;) = 5 (V(X+ ;) ~ V(X5) ~ V(X;)

= ;(an <1_72z> —Zf;(l—i)) (d’apres 1. et 3.a))
)

n n n
ok 1\ ok
- n <_n) T on?

COV(Xi,X]): % O
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Pour tout entier k supérieur ou égal & 1, on note Zj, la variable aléatoire égale au nombre de numéros
distincts obtenus au cours des k premiers tirages et on note E(Zy) l'espérance de Z.
Partie 11

4. Déterminer la loi de la variable Z; et la loi de la variable Z5.
En déduire E(Z) et E(Z3).

Démonstration.

o Si k=1, alors on effectue un unique tirage. Donc on ne peut obtenir qu'un seul numéro (celui de
la boule choisie & cet unique tirage). Donc :

{ 21 () = {1}

La v.a.r. Z; suit la loi certaine égale a 1, et E(Z;) = 1.

o Déterminons maintenant la loi de la variable Zs.

- On sait déja que : Zo(2) = {1, 2}.
En effet, en k = 2 tirages, on peut :

x soit obtenir deux fois la méme boule, on observe alors 1 seul numéro.
x soit obtenir deux boules différentes, on observe alors 2 numéros distincts.

- D’aprés le premier item du point précédent :

Ainsi, 'événement [Zy = 1] s’écrit comme une réunion d’événements 2 & 2 incompatibles.
On en déduit :

i) <1 _ ;)2_2 (dapres 1.)

1
n? n

1M
—— =
S
N
A~

- La famille ([Z2 = 1],[Z2 = 2]) est un systéme complet d’événements, donc :

P(Ze=1)+P(Z=2)=1 c B(Z=2)=1-PF(Z=1)=1-

P([Z = 1]) = % et P(Z=2)=1-—

{ Z5(92) ={1,2}

- Zs est une v.a.r. finie, elle admet donc une espérance.

E(Zy) =1xP([Za=1]) +2 x P([Zy = 2])—711+2(1—1>—2—1

E(Z)=2- 2+

n

10
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5. Soit k£ un entier supérieur ou égal a 1.

a) Déterminer P([Z; = 1]) et déterminer P([Z) = k]).

Démonstration.

o L’événement [Z) = 1] est réalisé si on a obtenu un seul numéro lors de k tirages. Cela signifie
que 'on a tiré la méme boule lors des k tirages. Ainsi :

Zi=1=U (X =4

L’événément [Z) = 1] étant une réunion d’événements 2 a 2 incompatibles, on obtient :

_ i (:) <711>k (1—i>kk (dapres 1.)

P([Zk =1]) = 5=

n

« Remarquons tout d’abord que si k > n alors [Z;, = k| = @.
En effet, on ne peut obtenir strictement plus de n boules différentes lors de k tirages successifs
dans une urne contenant n boules.

Si k > n alors P([Z, = k]) = 0.

o On considére maintenant le cas ou k < n.
L’univers €2 est muni de la probabilité uniforme P. On procéde alors par dénombrement.

L’univers est I'ensemble des k-uplets d’éléments de [1,n]. Ainsi, Card(Q) = nF.

Un k-tirage qui réalise I’événement [Z;, = k| est un k-tirage lors duquel on a obtenu k boules
distinctes. Un tel k-tirage est entiérement déterminé par :

x le choix de la premiére boule : n possibilités,
x le choix de la deuxiéme boule : n — 1 possibilités,

X v

« le choix de la k™€ boule : n — (k — 1) possibilités.
|

Hyadoncentout:nx(n—1)x---x(n—(k—1)) = ; tels k-tirages.

(n—k)!
n!

Card([Zr =k m—Fk)! n! 1

On en conclut que : P([Z; = k]) = C;[rdle) D =1 nk) = (n— k) nF’

11
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Commentaire \

o La premiére étape de la question consiste a écrire [Z; = 1] comme une réunion
d’événements plus simples. On ne raisonne sur les probabilités qu’aprés avoir effec-
tué cette étape primordiale de décomposition de 1’événement.

« On pouvait mettre en place un dénombrement pour répondre & la premiére question.
Détaillons cette rédaction.

Un k-tirage qui réalise [Z; = 1] est un k-tirage lors duquel la méme boule a toujours
été tirée. Un tel k-tirage est entiérement déterminé par :

x le numéro de la boule qui est toujours tirée : n possibilités.

Ainsi, il y a n tels k-tirages. . )
Card(|Z, =k n 1

On en conclut que : P([Z = 1]) = T Cad()nF nT

e On peut aussi faire la deuxiéme démonstration a l'aide des termes du chapitre
dénombrement. L’événement [Z) = k| est réalisé par tous les k-tirages lors desquels
on a obtenu k numéros distincts. Un tel k-tirage est un k-uplet d’éléments distincts
de [1,n].
Autrement dit, un tel k-tirage est un k-arrangement de [1,n].

o I
Ainsi, Card([Z, = k]) = A = (n— k)’

b) Montrer, pour tout ¢ € [1,n] : P([Zk+1 =4]) = 2 P([Z; = 1]) + n—Tﬂl P([Z = ¢ —1]).

Démonstration.

« On remarque que Z;(92) C [1,n].
En effet, en k tirages, on peut obtenir :
x au minimum 1 seule boule distincte (on obtient la méme boule aux k tirages),
x au maximum n boules distinctes (on a obtenu toutes les boules de I'urne).

Ce cas ne peut se produire que lorsque k > n.

« La famille ([Zk = 2]) o] est un systéme complet d’événements.
i€[1l,n
Ainsi, d’apreés la formule des probabilités totales, pour tout £ € [1,n] :

P((Zisr = 1) = 3 (2 =10 Zhe1 = )

« Soit £ € [1,n] et soit 4 € [1,n]. Etudions I'événement [Z), = i] N [Zp11 = 4].
Cet événement est réalisé si les événements [Z = i| et [Zx41 = ] sont tous les deux réalisés.
L’événement [Z), = ] est réalisé si on a obtenu ¢ numéros distincts lors des i tirages. Lorsqu’on
procéde a 1 tirage supplémentaire, deux cas se présentent :

x soit on tire un numéro de boule déja obtenu lors des k premiers tirages.
Dans ce cas, au cours de ces k + 1 premiers tirages, on a obtenu ¢ numéros distincts.
L’événement [Zj1 = i] est alors réalisé.

x soit on tire un numéro non obtenu lors des k premiers tirages.
Dans ce cas, au cours de ces k + 1 premiers tirages, on a obtenu ¢ numéros distincts.
L’événement [Zy11 =i + 1] est alors réalisé.

Ainsi, 'événement [Zy = i| N [Zi41 = ¢] n’est réalisé que sii = oui+ 1=~

Pour tout i # et i £ 0 —1, [Zy =i N [Zgs1 = (] = @.

12
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« Ainsi, pour tout ¢ € [2,n] (on écarte le cas £ = 2 pour assurer que £ —1 > 1) :

M=

P([Zkt1=1]) = P([Zk =i N [Zky1 = 1))

.

N.
Il Il Il
M~ P~

X P([Zk =i N [Zk41 = 1))

. _ (avec P([Z, = ¢ —1]) #0
. P([Zk’ - 'L]) P[Zk:i]([zk-‘rl - é]) et P([Zk :kg]) - 0)

= P([Zy =0 —1]) Pigy—i—1)([Zky1 = 1)) + P([Zk = 1]) Piz,—([Z111 = €])

.

Il reste alors & déterminer chacune de ces deux probabilités conditionnelles.
o Sil’événement [Z = ¢ — 1] est réalisé, alors I'événement [Zj11 = /] est réalisé si on a pioché
au (k + 1) tirage un numéro distinct des £ — 1 numéros déja obtenus lors les k tirages

précédents. Il y a n — (¢ — 1) tels numéros. Chacune des n boules ayant la méme probabilité
d’étre tirée, on obtient :

n—+~¢+1
n

Piz=—1)([Zkr1 = 1]) =

o Si événement [Z) = {] est réalisé, alors 'événement [Zj41 = ¢] est réalisé si on a pioché au
(k + 1)®™me tirage 'une des ¢ numéros déja obtenus lors des k tirages précédents. Il y a £ tels
numéros. Chacune des n boules ayant la méme probabilité d’étre tirée, on obtient :

14
Pize=q([Zkr1 =1]) = —

n

« En combinant ces deux résultats, on obtient la fomule souhaitée.

Pour tout £ € [2,n], P([Zj1 = £]) = % P(Z = )+ "= Bz, = - 1))

n

o Il reste alors & vérifier que la formule reste vraie si £ = 1. D’apreés la question 5.a) :

P((Zn =1) = g = 7 = 7 P(Zu= 1)

Enfin, comme [Z}, = 0] = @, P([Z; =0]) = 0.

Ainsi, la formule est aussi vérifiée pour £ = 1.
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—1
¢) En déduire : E(Z;41) = n

E(Zg) + 1.

Démonstration.
« D’apres la question 5.b), Z;(2) C [1,n], et Zp+1(2) C [1,n].
Ainsi, Zj, et Ziy1 sont des v.a.r. finies. Elles admettent donc une espérance.

« Par définition de I'espérance, on a :

E(Z41)
= S OP(Zisr = )
/=1
= i K(Z [p)([Zk:g])_FLM P([Zkzﬁ—l])> (d’aprés 5.b))
=1 \T n
= S Chze= e 3 D g gy
=1 "M =1 n
n  p2 n— n —
- £ S p(z -0+ T SN bz )
- > Lz -+ ENOD gz g
/=1 =0
n p2 n=1 np_ 2 n —
- SRz =0+ T T R(s = 1) (car (2= 0] = 2)
_ <n1 g B((Z, = 1) + ”ﬁ P([Z, = n})) +n§ (n—1)0—02+n P((Z, = 0])
=1 N n i—1 n
n2 n— n— — n
= TRz =)+ ezllﬁz” U E1 bz, = 1)
= nB(Zy=n)+ Z;lquk _ 1) +Z;1P<[zk — 1)

~ (-vP@z =)+ T erz =) + (P12 =)+ T B2 -

On en déduit que : E(Z;11) =

E(Z;) + 1

Démonstration.
Soit k > 1. D’aprés la question 5.¢), on obtient :

"z t1on=""LE(Z)-(n-1) = "L

Vg1 = E(Zk+1)—n = (E(Zk) - n) =

n

. . ) n—1
La suite (vg)g>1 est géométrique de raison )

6. a) Montrer que la suite (vg)r>1 de terme général vy = E(Zy) — n est une suite géométrique.

n—1

n

Uk

14
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Commentaire

Il faut faire bien attention aux notations ici. La suite est notée (vy).

La raison est bien indépendante de k, indice de la suite.

k
—1
b) En déduire, pour tout entier k supérieur ou égal a 1 : E(Z;) =n <1 — <n > )
n

Démonstration.
Soit k> 1.

n—
« D’apreés la question 6.a), la suite (vy) est géométrique de raison

(nﬁ_1>k—l
V = U1
n

Orvy =E(Z))—n=1-n=—(n—1) d’apres la question 4., donc :

e = B e o]

n nk—1 nk—1 nk n

, donc :

« Par définition, vy = E(Zy) — n, donc :

E(Z;) = v +n = —n <n;1>k+n:n (1—(”;1>k>

Partie 111

On suppose maintenant que n = 4; ainsi 'urne U contient 4 boules numérotées de 1 a 4.
Soit k un entier supérieur ou égal a 4. On se propose de déterminer la loi de Z.

7. Rappeler la valeur de P([Z) = 1]). Déterminer P([Z; > 5]).

Démonstration.

D’aprés la question 5.a), P([Z, =1]) =

qk—1"

Par ailleurs, 'urne U ne contenant que 4 boules, on peut obtenir au maximum 4 numéros différentes
en k tirages. Ainsi : [Z > 5] = @.

On en conclut que : P([Z; > 5]) =P(@) =0 O
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ok _ 9

8. Montrer : P([Z, =2]) =6 1

Démonstration.

o L’univers de cette expérience est I’ensemble des k-uplets de [1,4].
Donc, en particulier, Card(f2) = 4.

« Un k-tirage qui réalise I’événement [Z; = 2| est entiérement déterminé par :
4
x le choix des 2 numéros distincts parmi les 4 de 'urne : (2> possibilités,
x les positions possibles pour les boules portant le 1" numéro (sur les 2) :

k
- ¢’il n’y a qu'une unique boule portant le 1° numéro sur les k tirages : < 1) possibilités,

k
s’'il y a 2 boules portant le 1°" numéro sur les k tirages : <2) possibilités,

k
£> possibilités,

s’il y a £ boules portant le 1" numéro sur les k tirages : (

k
- ¢'il y a (k — 1) boules portant le 1°" numéro sur les k tirages : < i 1) possibilités.

s =» = ()2 ()
- OEO-0-0)
- OEO )

Or, d’aprés la formule du binéme de Newton, on a :

£ (Frwez

=0

On obtient donc :

On obtient alors : A

Card([Z =2]) = <2

>(2k—2):6(2k—2)

ar — K
On en déduit : P([Z, = 2]) = C géfl’z(}) 2]) _ 6 (24k 2)

Commentaire .

« On pouvait alléger cette présentation : une fois les deux numeéros choisis ((3) possibili-
tés), on peut affirmer qu’a chaque tirage, on a le choix entre I'une de ces deux boules.
Ce qui conduit a penser qu’il y a (;L) 2F k-tirages convenables.

« Attention : si I'on procéde ainsi, on peut ne tirer que la boule portant le 1* numéro
(resp. autre numéro). Il y a donc 2 k tirages a exclure. On retrouve bien les (3) (2F —2)
k-tirages convenables.
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9. On note, pour tout ¢ de [1,4], A; 'événement :
« la boule numéro ¢ n’a pas été obtenue au cours des k premiers tirages ».

a) Montrer : P([Zk < 3]) = 4P(A1) — GP(Al N AQ) -+ 4]P(A1 NAsN Ag)

Démonstration.
L’événement [Z), < 3| est réalisé si et seulement si au moins I'une des 4 boules n’a pas été obtenue
au cours des k premiers tirages. Donc :

[Zk<3]:A1 U Ay U A3 U Ay

« D’aprés la formule du crible :

P([Z) < 3])
= P(A; U Ay U A3 U Ay)
= P(A1) + P(Az) + P(A3) + P(A4)
— P(A1NAg) —P(A1 NA3) —P(A1 NAg) —P(A2 N A3) —P(As N Ay) — P(A3 N Ay)
+ P(AINAsNA3)+PATNANAY) +P(ATNAsNAy) + P(As N Az N Ay)
— P(A1NAsnA3N Ay)

« Les boules jouant un roéle similaire, la probabilité de ne pas en tirer une au cours de k tirages
est la méme, quelle que soit la boule considérée. Ainsi :

P(A1) =P(Az) = P(43) = P(A4)

De méme, la probabilité de ne pas en tirer deux au cours de k tirages est la méme, quelle que
soit les deux boules considérées. Ainsi :

P(A;NAg) =P(A1NAs) =P(A1NAy) =P(A2 N A3) =P(Aa N Ay) =P(A3 N Ay)
Et, par le méme raisonnement :
P(A1NA2NA3) =P(A1NAyNA) =P(AiNA3NAy) =P(Aa N A3 N Ay)
e On en déduit que :

P([Zk < 3]) = 4 P(Al) —6 P(Al N Ag) +4 P(Al NAsN Ag) — ]I'D(Al NAsNAsN A4)

« Enfin, on remarque que : AN AsNA3NAy =2
En effet, il n’est pas possible, lors des k tirages, de ne tirer aucune des boules de 'urne. Ainsi :

]P)(AlﬁAQHAgﬂAz;):O

On en déduit : P([Zk < 3]) = 4P(A1) - G]P)(Al N AQ) + 4]P(Al N Ay N Ag) O
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b)

Commentaire

Dans le programme, il est précisé que la formule du crible ne doit étre connu que jusqu’a l'ordre
3. Il faudrait donc, si on suit le programme a la lettre, adopter la rédaction suivante.
o D’aprés la formule du crible appliquée & Ay et As U A3 U Ay, on a :

P([Zk < 3]) = ]P(Al) + P(AQ UAszU A4) — P(Al N (A2 U Az U A4)
= ]P)(Al) + ]P(AQ U As U A4) — ]P((Al N AQ) U (Al N A3) U (Al N A4))

« D’aprés la formule du crible appliquée & As, Az et A4, on obtient :

P(A2UA3UAy) = P(Az) +P(A3) + P(A4)
— P(A2 N As) —P(A2 N Ay) — P(A3 N Ay)
+ P(A3N AsNAy)
= 3P(4;) — 3P(A; N Ag) + P(A; N Ay N As)

(car les boules sont
indiscernables)

o D’aprés la formule du crible appliquée & Ay N As, A1 N Az et A1 N Ay, on obtient :

P((A1NA2) U (A1 NA3) U (41N Ay))
= P(A1NA2) +P(A1NA3) +P(A; N Ay)
—P((A1NAy) N (A1NA3)) —P((A1NA2) N (A1NAy))
—P((A1NAs) N (A1NAy))
+ P((A1NA2) N (A1NAs) N (A1NAy))
= P(A1NA2) +P(A1NA3)+P(A; N Ay)
— P(A; N Ay N Ag) — P(A; N Ay N Ayg)
— P(A; N A3 N Ay)
+ P(A NA2NA3N Ay)

indiscernables)
4
= 3P(A1QA2)—3P(A10AQHA3) (car ﬂ AZZQ)
i=1

o FinalemenP([Z; < 3]) = P(A4;)
+ (3P(A1) —3P(A1 N Ag) + P(A; N Ay N A3))
— (BP(A1NAy) —3P(A1NAyN Ag)
= 4P(A;) —6P(A1NA) +4P(A1 N AN As)

Calculer ]P(Al), P(Al N Ag) et P(Al NAsN Ag)

Démonstration.

e On remarque : 47 = [X; =0].

D'apres la question 1. : P(Ay) = P([X; = 0]) = (lg) (i)o (1 _ i)k_o - <i>k

P(Ar) = (f’l)k
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o On remarque que :
A1NAy = [Xl :O]O[XQIO] = [X1+X2:0]

D’aprés la question 3.a) :

P(A1 N Az) = P([X1 + Xz = 0]) = <§> @0 <1 ) i>k0 - @k

P(A; N Ay) = (;)k

o On remarque que :

AlﬁAzﬂAg,:[X4:k‘]

En effet, ne piocher aucune des boules 1 & 3 au cours des k tirages, revient exactement a ne
piocher que la boule numéro 4 au cours de ces k tirages.
D’aprés la question 1. :

P(A1 N Ay N Az) = P([Xs = k]) = (Z) (i)k <1 N zll)k_k N (jl)k

1 k
]P(Al N Ay N Ag) = (4>

c¢) En déduire : P([Z), < 3]), puis P([Z = 3]) et P([Z;, = 4]).

Démonstration.

e On calcule :

P([Zk < 3]) = 4P(A1) — GP(Al N AQ) + 4P(A1 NAsN Ag) (d’aprés 9.(1))

k k k
= 4 <i) —6 (;) +4 <i) (d’aprés 9.b)

4x3F—6x2F+4
4k

4x3F —6x2k4+4

P([Zr < 3])

« On sait que :
(Ze < 3] =12, =1]U[Z), = 2] U [Z; = 3]

/

Les événements [Z), = 1], [Zx = 2] et [Zx = 3] sont 2 & 2 incompatibles. Donc :
P([Z < 3]) = P([Z = 1]) + P([Z) = 2]) + P([Z) = 3])
On obtient donc :
P([2k =3]) = P([Z <3]) = P([Z = 1]) = P([Zk = 2])

4x3F _6x2k4+4 1 6(2F — 2
- X e e _ 6 ) (d’apres 7. et 8.)

4k 4k—1 4k

CoAx3F—6x 2k 4 — 4 —6x2F+12
— 7
4x3F—12x2F 412
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o On remarque que :

On obtient donc :

P([Zy = 4]) =1 - P([Z

Ax3"—6x2F+4  4F 4 x 3" 46 x2F—4

3)=1

4k

4k

P([Zkx = 3])

4 x3F—12x2F 412

4k

4k — 4 x 3k +6x2F -4

4k

20



ECE2 7 décembre 2020
Mathématiques

Exercice 3 (EDHEC 2020)

Soit n un entier naturel non nul et p un réel de ]0,1[. On pose ¢ = 1 — p.

On dispose de deux urnes, I'urne U qui contient n boules numérotées de 1 & n et I'urne V' qui contient
des boules blanches en proportion p.

On pioche une boule au hasard dans U et on note X la variable aléatoire égale au numéro de la boule
tirée.

Si X prend la valeur k, on pioche k boules dans V', une par une, avec remise & chaque fois de la boule
tirée, et on appelle Y la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches obtenues.

1. Dans le cas ou n = 1, reconnaitre la loi de Y.

Démonstration.

o Dans le cas ou n = 1, I'urne U contient une unique boule numérotée 1. Ainsi, I’événement [X = 1]
est toujours réalisé (autrement dit : [X = 1] = Q).

o Comme l'événement [X = 1] est réalisé, on pioche 1 boule dans 'urne V. Cette expérience est une
épreuve de Bernoulli de paramétre de succés p (probabilité de piocher une boule blanche).

o La v.a.r. Y prend la valeur 1 en cas de succés et la valeur 0 en cas d’échec.

On en déduit : Y < B (p).

Commentaire .

En toute rigueur, on a ici démontré que la loi conditionnelle de Y sachant [X = 1] est
la loi B (p). Cependant, comme [X = 1] = €, cela revient bien a dire que la loi de Y est la
loi B (p). En effet :
« comme n = 1, on peut obtenir 0 ou 1 boule blanche en piochant dans 'urne V.

Ainsi : Y(Q) C {0,1}.

e De plus :

Py =1]) = P(Y =1]N[X = 1)) (car [X =1] = Q)

(car la loi conditionnelle de
Y sachant [X = 1] est B(p))

On retrouve bien : Y — B (p).

On revient au cas général
2. Reconnaitre la loi de X et donner son espérance et sa variance.

Démonstration.

o La premiére partie de ’expérience consiste en un choix effectué de maniére équiprobable parmi n
issues numérotées de 1 & n.

o La v.a.r. X correspond au numéro obtenu lors de cette expérience.

On en déduit : X — U([1,n]).

n+1 n?—1
A' i . E X = X g
insi : E(X) 5 et V(X) 13 -
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3. Soit k un élément de [1,n]. Reconnaitre la loi de Y, conditionnellement & 'événement [X = k], et
en déduire, en distinguant les cas 0 < ¢ < k et k < i, la probabilité IP[ X:k]( Y =i]).

Démonstration.

o Sil’événement [X = k| est réalisé, c’est qu’'on a pioché la boule numérotée k dans 'urne U. On
effectue alors k tirages dans 'urne V.
Cette deuxiéme partie de 'expérience consiste en la succession de k épreuves de Bernoulli indé-
pendantes et de méme paramétre de succés p (probabilité d’obtenir une boule blanche dans 'urne
V).

o La v.a.r. Y correspond au nombre de succés de cette expérience.

On en déduit que la loi conditionnelle de Y sachant [X = k] est la loi B (k,p).

(’“) PA—pi si0<i<h
Ainsi : Vi € N, Pix_p([Y =i]) = ‘

0 sii >k 0

4. On rappelle les commandes Scilab suivantes qui permettent de simuler des variables usuelles dis-
crétes :

e grand(1, 1, 'uin', a, b) simule une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [a, ],

e« grand(1, 1, 'bin', n, p) simule une variable aléatoire suivant la loi binomiale de paramétres
n, p,

e grand(1, 1, 'geom', p) simule une variable aléatoire suivant la loi géométrique de paramétre
p,

e grand(1, 1, 'poi', a) simule une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de paramétre a.

Compléter le script Scilab suivant afin qu’il permette de simuler les variables X et Y.

= input('entrez la valeur de n : ')
= input('entrez la valeur de p : ')

s o =
< ><J B
I

Démonstration.

« Début du programme
Les valeurs de n et de p sont choisie par I'utilisateur & I'aide de la fonction input.

n
p

input ('entrez la valeur de n : ')
input ('entrez la valeur de p : ')

o=

« Simulation de X
D’aprés la question 2., la v.a.r. X suit la loi U([1,n]). On stocke alors dans la variable X une
simulation de la v.a.r. X a l’aide de ’appel suivant :

3 X = grand(1, 1, 'uin', 1, n)

Notons qu’on simule ainsi un tirage dans I'urne U. Le numéro de la boule piochée est donc stockée
dans la variable X.
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o Simulation de Y
En ligne 3, le numéro k de la boule piochée dans I'urne U est stockée dans la variable X. Une fois
ce nombre connu, la loi conditionnelle de Y sachant [X = k| est la loi B (k,p) (d’aprés la question
précédente). On stocke alors dans la variable Y une simulation de la v.a.r. Y a l'aide de 'appel
suivant :

4 Y = grand(1, 1, 'bin', X, p)

5. a) Justifier que 'ensemble Y (Q2) des valeurs prises par Y est égal a [0, n], puis démontrer :

q(1-q")

Ry =) = Tt

Démonstration.
« Démontrons : Y (©2) = [0,n]. Pour cela, on procéde par double inclusion.

(C) On effectue au maximum n tirages dans 'urne V. Le nombre de boules blanches obtenues
peut donc varier au plus entre 0 et n. Donc : Y/(2) C [0, n].

(D) Montrons maintenant que la v.a.r. Y peut prendre chaque valeur entiére entre 0 et n.
Si on obtient la boule numérotée n dans 'urne U, on effectue alors n tirages dans I'urne V.

x Si on n’obtient aucune boule blanche, alors I’événement [Y = 0] est réalisé.
x Si on obtient 1 boule blanche, alors 'événement [Y = 1] est réalisé.
" e

x Si on obtient n boules blanches, alors I’événement [Y = n| est réalisé.

Finalement : Y (Q2) = [0, n].

Commentaire \

e On donne dans cette démonstration des exemples de tirages qui réalisent les événe-
ments [Y = d|. Il était bien str possible d’en choisir d’autres.
Par exemple, pour I'événement [Y = 0], si on obtient la boule numérotée 2 dans
I'urne U, alors on effectue un 2-tirage dans 'urne V.
Si ce 2-tirage ne comporte pas de boule blanche, alors I’événement [Y = 0] est réalisé.

e On peut un peu moins détailler la démonstration de cette question en rédigeant
différemment :
Si on obtient la boule numérotée n dans I'urne U, alors on effectue un n-tirage dans
I'urne V', les tirages dans cette urne peuvent fournir de 0 & n boules blanches. Donc,
pour tout ¢ € [0,n], 'évément [X = i] peut étre réalisé.

« Comme l'énoncé demande de justifier : Y (Q) = [0,n], on peut penser qu'une ré-
ponse bréve était attendue.

« Remarquons que pour la suite de ’exercice, notamment la détermination de la loi de
Y, Vinclusion « Y(Q2) C [0,n] » suffit.
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o La famille ([X = k] )re[1,n) forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

0) = X EX=Kn[¥=0)
o B B (car : Yk € [1,n],
= 3R =) ey o) S L
= kil % X <§> p° (1 —p)k0 (d’apres 2. et 3.)
— 2y a-pt
n k=1
_ % « (1—p)! 11_((11_12) (car :1—p#1)
_ -p-(-p)
np
a(1-q")

Comme ¢ =1 — p, on obtient : P([Y =0]) = n(—gq

O

b) Ecrire, pour tout i de [1,n], la probabilité P([Y =1i]) sous forme d’une somme de n — i + 1
termes que l’on ne cherchera pas a simplifier.

Démonstration.
Soit i € [1,n].
La famille ([X = k] )xe[1,n] forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

> B(X =HN[Y =)

3 B(X = K) P ([¥ = ) (car - Wk € [1,n], P(X = k]) #0)
3 = By = 1) (car X = U([L,n]))

o (Z Rt =)+ 3 Pl =)

SRS

vk
7N
~. o=
N———

Pt (1—p+ (d’aprés 3.)

vie Ll By =i =1 o 3 (1) -

24



ECE2

7 décembre 2020

Mathématiques

k k—1
6. a) Soit i et k deux entiers naturels tels que 1 < ¢ < k& < n. Démontrer : ¢ () =k ( >

Démonstration.
o Tout d’abord :

e De plus :

\.

Commentaire

Cette relation sur les coefficients binomiaux peut aussi se démontrer par dénombrement.
Pour ce faire, on considére un ensemble F & k éléments.

(on peut penser & une picce qui contient k individus)

On souhaite alors construire une partie P & ¢ éléments de cet ensemble contenant 1 élément
distingué (on peut penser a choisir dans la piéce un groupe de i individus dans lequel figure 1
représentant de ces individus).

Pour ce faire, on peut procéder de deux maniéres :

1) On choisit d’abord la partie & ¢ éléments de E : <k> possibilités.
i

i
On distingue ensuite 1 élément de cet ensemble P : 1 possibilités.

(on choisit d’abord les i individus et on €lit ensuite 1 représentants de ces individus)
Ainsi, il y a <]:> <;> = <l;> 7 maniéres de construire P.

2) On choisit d’abord, dans F, I’élément a distinguer : (T) possibilités.
On choisit ensuite ¢ —1 éléments dans E, pour former P, en y ajoutant ’élément précédent :

-1
<k 1) possibilités.

(on choisit d’abord 1 représentant puis on leur adjoint un groupe de i — 1 individus)

k k—1 k—1
Ainsi, il y a <1> ( 1) =k ( 1) maniéres de construire P.
7 — 7 —

On retrouve ainsi le résultat souhaité.

b) Etablir ensuite que Y posséde une espérance et que celle-ci est donnée par :

- L5 (5 () v

=1

Démonstration.

Tout d’abord, la v.a.r. Y admet une espérance car c’est une v.a.r. finie.
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e De plus :
E(Y) = 3 iB(Y =)
— SPP(Y =1]) (car : 0 x P([Y = 0]) = 0)
i=1
noo(1 .2 [k i .
= > z< Py <> (1fp)k ’> (d’aprés 5.b))
i=1 o k=i \?
_ LSRG (R g
- B E () ra-)
— l ; k % _ \k—1
on 1<i<k<nl <Z> P {1-p)
_ 1 & AN k—i
- 25 (E () ra-n)
1 k k—1\ . i (d’apres la question
- Ek; <Zzlk (i—l)p <1_p)k > précédente)

() )
On en déduit : E(Y) = — k . ki),
()nk§1<z§1 i-1) "1 O
1
c¢) En déduire : E(Y) = M
Démonstration.
On reprend les calculs précédents.
1 2 ko (k-1 : .
E Y = —_ k (2 k—1i
() nk§1<121<i_1)pq >
1 n k=1 /L _1 . )
= - > <k > ( . >p2+1 qk_(““l)) (par décalage d’indice)
n p=1 i=0 ¢
n k—1 —
S -D> <k > (k . 1> P’ q(k‘”‘i)
n =1 i=0 v
_ b1 (par formule du
o k; kp+a) binome de Newton)
= BZk (car :p+q=1)
N g=1
_ P w(n+1)
n 2
. , _(n+1p
Finalement : E(Y) = — 0
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7. a) Etablir :

wstomroon) = 08 (keen £ ((25) 0 )

S|

Démonstration.
Soit n € N*.

« Lav.ar. Y(Y — 1) admet une espérance car c’est une v.a.r. finie (car Y est une v.a.r. finie).

e De plus, par théoréme de transfert :

E(Y(Y -1) = $i6-DEQY =)
= Li-0Rr =9 AP i
_ éz(z —1) (i P é (f) (1 —p)k—i> (dapres 5.b))
= LT G- (’“) P (1 )i
(G (run)
_ % ng;Q (é kG- 1) (’“:D p(1— p)k_l> (daprés la question 6.a))
= L5 (Shwen (0) o) (s o etion o)

On en déduit : Vn > 1, IE(Y (Y — 1)) = % kz <k (k—1) % <I;_ 22> I qk—z>.

1=2

b) Montrer que l'on a :
(n* —1)p°

vn>2, E(Y(Y-1)) = 2

Démonstration.
Soit n € [2,4+00o[. On reprend les calculs précédents.

evy-n) = 135 (k- s (020) o)

S

= L > <k' (k—=1) > (k . 2) pit? qk_(“rz)) (par décalage d’indice)
N k=2 i=0 t
p2 n k=2 /I —

= 2% (-0 T (F77) p )
n k=2 i=0
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Par formule du binéme de Newton, on obtient :

[

n

E(Y) = % k(=1 0+t
P&
= LS k(k—1) (car :p+q=1)
N k=2
2 n—1

(par décalage d’indice)

1
SHIS
=
+
=
o

Il
"E
%)
P
3
L
-
no
+
3
|
AN
5
~

6 2
2n —1) 43
2n+2
= p?(n—1) :
+1
- 21"
pr(n—1) —
: (n® —1) p°
Finalement : E(Y/(Y — 1)) = —s 0
c) Vérifier que cette expression reste valable pour n = 1.
Démonstration.
e D’une part, pour n = 1, on obtient :
12 -1 2
( ) _
3

« D’autre part, d’apres la question , lorsque n = 1, alors : Y < B(p).
x On en déduit que la v.a.r. Y(Y — 1) admet une espérance, car c’est une v.a.r. finie.

x De plus, par théoréme de transfert :

EY(Y-1) = 0x(0-1)xP(Y =0)+1x0xP([Y =1]) = 0

L’expression de la question précédente reste donc valable pour n = 1.
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Commentaire

On pouvait aussi remarquer que, dans le cas n = 1, la v.a.r. Y (Y — 1) est constante égale a 0.
Démontrons le.

Soit w € Q.

Comme n =1, alors : Y(2) C {0,1}. Deux cas se présentent alors :

Y -D)w = Y@ (Y(w-1) = 0x(-1) =0

V(Y -1)w) = Y(w) (Y(w)—1) = 1x0 = 0

Finalement : Yw € Q, (Y (Y —1))(w) = 0. Ainsi la v.a.r. Y (Y — 1) est constante égale a 0.D

d) Exprimer, sans chercher a la calculer, la variance de Y en fonction de E(Y (Y — 1)) et E(Y).

Démonstration.
e La v.a.r. Y admet une variance car ¢’est une v.a.r. finie.

o De plus, par formule de Koenig-Huygens :
2
V() = E(Y?) - (E®Y))
Or :
Y2 =YY -1)4Y
On en déduit :

VYY) = E(Y(Y -1)+Y) - (EY))’

= EY(Y -1)+EY) - (E(Y))2 (par linéarité de ’espérance)

Commentaire \

Rappelons qu’il n’y a pas forcément dans les sujets une croissance linéaire de la diffi-
culté. Au contraire, chaque nouvelle partie commence généralement par une question
plus simple de mise en route. On peut méme trouver des questions simples en bout
de sujet comme ici. Il est donc important de commencer son épreuve par une bréve
lecture de sujet pour les repérer.
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Exercice 4 (adapté d’un oral HEC)

Soit f un endomorphisme de R? dont la matrice A dans la base canonique (notée %) de R? est donnée

par :

On note id I’endomorphisme identité de R? et on pose : f2 = f o f.

1. Montrer : 2f — f2 =id.

3 2 -2\ /3 2 -2 5 4 -4
A2 = [-1 0 1 10 1| =1]-2 -1 2
1 1 0 1 1 0 2 2 -1
6 4 —4 5 4 -4
24A-A%> =20 2|-|-2 -1 2| =
2 2 0 2 2 -1

o En revenant a la définition de A, cette égalité se réécrit :

Démonstration.
o Tout d’abord :

o Ainsi :

Matz(id) = 2Matsg(f) — (Mats(f))?
2Mat gz (f) — (Mat%(fQ)) (par propriété de Matg(-))
= Matg(2f — f?) (par linéarité de Matg(-))

Finalement, par bijectivité de application Matg(-), on en déduit :

id = 2f— f2

On a bien: 2 f — f? = id.

Commentaire

L’énoncé ne donne pas directement accés & f mais & A, sa matrice représentative dans la base
2. La base # étant fixée, 'application Mat (.), appelée parfois isomorphisme de représentation,
permet de traduire les propriétés énoncées dans le monde des espaces vectoriels en des propriétés
énoncées dans le monde matriciel.

Voici quelques correspondances dans le cas général :

E espace vectoriel de dimension n «+— ., 1(R)
f: E — E endomorphisme <«— Maty(f) € #,(R)
f bijectif <+— Matg(f) inversible
Ou encore, dans le cas précis de ’exercice :
f «— A
fof +«— AxA

Il est trés fréquent que les énoncés de concours requiérent de savoir traduire une propriété d’un
monde a 'autre. Il est donc indispensable d’étre & I’aise sur ce mécanisme. O
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2. Montrer que ’endomorphisme f est un automorphisme.
Quel est 'automorphisme réciproque de f 7?7

Démonstration.
D’aprés la question précédente : 2 f — f2 = id. On en déduit :

Ffo(2id—f) = id et (2id—flof = id

Ainsi, ’endomorphisme f est bijectif de bijection réciproque f~! = 2id — f. O

3. Montrer que f admet 'unique valeur propre 1. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Démonstration.

« D’aprés la question 1., ona: f2 —2f +id = 0.2 (r3)-

\.

Commentaire

« Un endomorphisme f € Z(E) défini sur un espace vectoriel E de dimension finie n € N*,

On en déduit que le polynéme Q(X) = X2 —2X + 1 = (X — 1)? est un polynéme annulateur de
I’endomorphisme f. Ainsi :

Sp(f) C {racines de Q} = {1}

Le réel 1 est donc 'unique valeur propre possible de f.

posséde TOUJOURS un polynéme annulateur non nul Q).

On peut méme démontrer (ce n’est pas au programme en ECE) qu’il existe toujours un tel
polynéme de degré (au plus) n.

Si @ est un polyndéme annulateur de f alors, pour tout o € R, le polyndéme o @) est toujours
un polynoéme annulateur de f puisque :

(@Q)(f) = aQ(f) = 0gp)

Cela suffit & démontrer que f posséde une infinité de polynémes annulateurs.
On peut en obtenir d’autres. Par exemple R(X) = (X —5) Q(X) est un polynéme annulateur
de f puisque :
R(f) = (f=5id)oQ(f) = Ogx)
Il faut donc parler D’UN polynome annulateur d’un endomorphisme.

Les racines d’'un polynéme annulateur ne sont pas forcément toutes valeurs propres de f. Si
c’était le cas, f aurait une infinité de valeurs propres (elle en posséde au plus n). Par exemple,
comme R(X) = (X —5) Q(X) est un polyndéme annulateur, un tel raisonnement permettrait
de démontrer que 5 est aussi valeur propre de f.

« Démontrons que 1 est valeur propre de f.

2 2 =2
A-T = [|-1 -1 1
1 1 -1

Cette matrice est non inversible car posséde 2 colonnes égales (Cy = C1).
On en déduit que 1 est valeur propre de A.

Ainsi, Sp(A) = {1} et Sp(f) =Sp(4) = {1}.
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Commentaire

On obtient en particulier que le réel 0 n’est pas valeur propre de A.
On retrouve ainsi le fait que 'endomorphisme f est bijectif.

« Démontrons que f n’est pas diagonalisable. On procéde par ’absurde.
Supposons que f est diagonalisable. Il en est alors de méme de la matrice A.

Il existe alors :
x P e #3(R) inversible,
x D € #3(R) diagonale, dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de A,

telles que : A= PDP~!. Or Sp(A4) = {1}. Donc :

1 00
A=7Prlo1o|Pt=PLP!'=PP! =1
0 0 1

ce qui est absurde.

L’endomorphisme f n’est pas diagonalisable.

4. Déterminer le sous-espace propre associé a la valeur propre 1. Quelle est sa dimension ?

Démonstration.

o Déterminons F1(f) = Ker(f —id), le sous-espace propre de f associé a la valeur propre 1.

X
Soit u € R3. 11 existe donc (x,y, z) € R3 tel que u = (x,y, z). Notons U = Matz(u) = (y) i

z

we Bi(f) <  (f—id)(u) = Ogs
< (A*I)XU—O//[&l(R)
2 2 =2 x 0
= -1 -1 1 y| =10
1 1 -1/ \z 0
2z 4+ 2y — 2z =0
= -r — y + =z =0
r + y — =z =0
nonn [ 2T+ 2y - 22 =0
= 0 =0
0 =0
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On obtient alors :

Eif) = {(z,y,2) eR® |z = —y+2z}
= {(~y+2y,2) | (y,2) eR?}
= {y-(=1,1,0) +z-(1,0,1) | (y, 2) € R?}
= Vect((-1,1,0),(1,0,1))

On en conclut : Ey(f) = Vect ((—1,1,0),(1,0,1)).

Commentaire

o Le terme cardinal est réservé aux ensembles finis. La famille ((—1, 1,0), (1,0, 1)) contient
seulement 2 vecteurs. Cette famille est donc finie, de cardinal 2 (ce qu’on note
Card ((—1,1,0),(1,0,1)) = 2).

« L’ensemble Vect ((—1,1,0), (1,0, 1)) est I'espace vectoriel constitué de toutes les combinaisons
linéaires des vecteurs (—1,1,0) et (1,0,1). C’est un ensemble infini de vecteurs, on ne peut
parler de son cardinal. Par contre, si I’on dispose d’une base d’un espace vectoriel, tout vecteur
de cet espace vectoriel se décompose de maniére unique sur cette base. Ceci permet de donner
une représentation finie de cet ensemble infini.

« Les notations : Card (Vi +6),(1,0,1)) ) et W n’ont aucun sens !

« Par ailleurs, il faut faire attention aux objets manipulés. On doit déterminer F1(f) = Ker(f —
id), noyau d’'un endomorphisme de R3. On doit donc obtenir un sous-espace vectoriel de R3.
Siu et U = Matg(u) sont deux représentations différentes du méme triplet u, cela n’autorise
pas pour autant & écrire 1’égalité entre ces deux éléments :

X
Tr-e1+y-e+z-e3 >< (y)

z

. —_——
€R3 € M51(R)

)

\.

+ La famille F; = ((—1,1,0),(1,0,1)) est :
x génératrice de E1(f),
x libre car constituée uniquement de deux vecteurs non colinéaires.

On en conclut que Fj est une base de Eq(f).
Ainsi : dim (Ey(f)) = Card (F1) = 2.
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Commentaire

o Il faut s’habituer & déterminer les ensembles F)\(A) par lecture de la matrice A — A\ 1.
[lustrons la méthode avec la matrice de ’exercice et A = 1.

x
On cherche les vecteurs X = [ y | de E1(A) c’est-a-dire les vecteurs tels que :
z
(A=1I3) X =04, ,(r)- Or:
2 2 =2 T
-1 -1 1 y = z-Ci+y-Co+2-Cs
1 1 -1 z 9 9 9
= z-|-1]l4+y-|-1|+z-[1
1 1 —1
0
Si I'on choisit z # 0, pour obtenir le vecteur | 0| & l'aide de cette combinaison linéaire, il y a
0
alors plusieurs possibilités :
x choisir y = —x et donc z = 0.

1
En prenant par exemple = 1, on obtient : E1(A) D Vect (1)

x choisir y = 0 et donc z = x.

1
En prenant par exemple z = 1, on obtient : E1(A) D Vect (0)

0 1
Cette inclusion est en réalité une égalité. Fn effet, d’aprés le théoréme du rang :

1 1
On en conclut finalement : E1(A) D Vect (—1), (0)

dim (%371(R)) = dim (El(A)) + I‘g(A—Ig)

1 (par un calcul rapide a l'aide

de Ualgorithme du pivot)

Ainsi : dim (E;(A)) =3 — 1 = 2 et I'égalité annoncée est vérifice.
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