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DS4 (version B)

Exercice (HEC 2005)

Dans cet exercice, n est un entier supérieur ou égal a 2.

On note E 'espace vectoriel R™ et id 'application identité de E.

L’objet de I'exercice est I’étude des endomorphismes f de E vérifiant I’équation (x) : f o f = 4id.
A. Etude du cas n = 2

Soit f I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est : A = /2 G _11)
Soit u le vecteur de R? défini par u = (\/§ -2, \/5)

1. Montrer que f vérifie 'équation (x), puis préciser le noyau et I'image de f.

Démonstration.

o Tout d’abord :
fof=id & AxA=1

aca = (b ) va(t ) = (P )0 )
= 2((2) g) :4@ (1)> =41

La deuxiéme proposition étant vérifiée, il en est de méme de la premiére : f o f = id.

Or:

« Remarquons alors :
det(A) = V2 x (—V2) = V2 x V2= —2-2=-4%0

Ainsi, f est bijective car sa matrice représentative dans la base % est inversible.
On en déduit que f est injective et que Ker(f) = {(0,0)}.

Ker(f) = {(0,0)}

o D’aprés le théoréme du rang :

dim(R?*) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f))
2 0

Ainsi : dim(Im(f)) = 2.

Comme Im(f) C R? et dim(Im(f)) = 2 = dim(R?), on en conclut : Im(f) = R2.
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Commentaire N

Dans la démonstration précédente, on fait preuve de recul pour ne pas avoir & déterminer, par
calcul, Ker(f) et Im(f). Procédant ainsi, on gagne du temps et donc des points. Cependant,
il était possible (mais déconseillé !) de procéder a une démonstration calculatoire.

Exposons cette solution.

. Soit w = (z,y) € R2. On note & — (e1,e2) la base canonique de RZ et W = <;) —

Matalu) w € Ker(f) = fw)=0
= AW =0
— 00
= (4)0)=6
— {x + y = 0

x — y =0

O R
= {x:y:g

(par remontées successives)

Ker(f) = {(,y) | 2 =0 ET y=0} = {(0,0)}

« Déterminons maintenant Im(f). Notons E; = Matg(e1) et Ea = Matg(es).

Im(f) = Vect (f(e1), f(e2))

Or:

« Mat(f(e1)) = A B = V2 (} _11) ( ) _ (@
Ainsi @ fle1) = V2 e1 + V2 ea = (V2,V2).

« Mats(f(e2) = A By = V2 (} 11) (2) _ (_\/jg)
Ainsi : f(e2) = V2 e1 = V2 €2 = (V2,—V/2).

Im(f) = Vect (f(e1), f(e2)) = Vect ((v2,v2), (v2, =v/2)) = Vect ((1,1), (1,-1))

Ici aussi, on pouvait procéder plus rapidement.
o Par ailleurs les égalités :
x fle1) =V2 e+ V2 e = (V2,V2)
< fle2) =V2e1+ V2 e = (V2,V2)

peuvent étre obtenues par simple lecture de la matrice A.
En effet, par définition, cette matrice est la concaténation de Matz(f(e1)) et Matg(f(e2)).

V]
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2. On note F' = Ker (f —2id) et G =Im (f — 2id).

a) Montrer que G est engendré par le vecteur u.
En déduire la dimension de F' et donner une base de F'. On notera v le vecteur de cette base.

Démonstration.
o Tout d’abord :

(V22 2
A_QI_< V2 - 2—2)
Ainsi :

X (f—2id)(€1)=(\f—2) 61+ﬂ62=(\[—2,\@)=u
X (f—21d)(€2>:\/§61—(ﬂ+2) 62:(\@,—(\/54-2)):2

e Ces deux vecteurs sont colinéaires.

i V2 V2 _ _
Plus précisément : 753 u= N (V2-2,v2) = (vV2,-(vV/2+2)) = =
En effet : 3
f_z(\f—Q):\/i
V2 2 2(V2+2) 2(V2+2)
et \ffg\/i_\f72_(\/§72)(\/§+2)_ 54 = (V2+2)

Im(f — 2id) = Vect (f(e1), f(e2)) = Vect (u, ﬁ\/f 5 u) = Vect (u)

« La famille (u) est :
x génératrice de Im(f — 2id),
x libre car constituée d’un vecteur non nul.

C’est donc une base de Im(f — 2id).
dim(Im(f — 2id)) =1

« Par le théoréme du rang :

dim(R?) = dim(Ker(f —2id)) + dim(Im(f — 2id))
2 1

dim(Ker(f —2id)) =1




ECE2 7 décembre 2020
Mathématiques

o Soit w = (z,y) € R?. On note W = <§) = Matz(w).

w € Ker(f —2id)
(f —2id)(w) =0

= (A-2I) W =0
(e ) ()= 6)
_ {M_2>:g+ Viy = 0
V2 — (V2+2y = 0

L1 Li—Ls 2z 4+ (2vV24+2y = 0
—
V2z - (V2+2)y = 0
(pour se débarrasser d’un \/2)
Lo V2 Lo+ Iy -2z + (2 \/§+2)y =0
— 0 0

— {e=(W2+1)y

On en déduit :
Ker(f —2id) = {(z,9)|z=(2+1)y}

= {(V2+1) y,y) |y eR}

= {y-(WV2+1,1) |y R}
Ker(f — 2id) = Vect ((v2+ 1,1)) = Vect ((vV2 + 2,v2))
Dans la suite, on note v = (v/2 4 2,v/2). O

b) Montrer : G = Ker(f + 2id).

Démonstration.
o Soit w = (z,y) € R?. On note W = <§> = Matz(w).

w € Ker(f + 2id) = (f+2id)(w) =0
— (A+2) W =0
V242 x 0
V2 \f+2 0
= (X )()=0)
{ (V2+2)z + V2y = 0
<~
V2z + (—V2+2)y = 0
Ly« Li— Ly { 2z + V2-2)y = 0
<~
V2o + \f+2) =0

(pour se débarrasser d’un \/2)

Ly 2 Lo — Iy {2:17 + (2\/5—2)3/ =

0
<~
0 =0

— {z=01-V2)y




ECE2

7 décembre 2020

Mathématiques

3. a)

On en déduit :
Ker(f +2id) = {(z,y)|z=(1-v2)y}

= {(1-V2) ) [y eR}
= {y-(1-v21) |yeR}
Ker(f + 2id) = Vect ((1 — v2,1)) = Vect ((vV2 — 2,v2)) = Vect (u)

Commentaire \

On pouvait raisonner autrement.
« Dans un premier temps, on démontre que G = Vect (u) C Ker(f + 2 id).
Pour ce faire, il suffit de démontrer : u € Ker(f + 2 id)(u). Or :

uveKer(f+2id)(v) & (f+2id)(u) =0
& (A4+20)U=0

V2+2 V2 V2 -2 0
( vz ma)( % )Z (o)
Cette derniére égalité est bien vérifiée car :
« (V24+2)(V2-2)+v2vV2=2-4+2=0
x V2 (V2-2)+(—V2+2)vV2=2-2V2-2+2V2=0
On en déduit : u € Ker(f + 2id) et donc : G = Vect (u) C Ker(f + 2id).
« Pour conclure sur ’égalité de ces deux espaces vectoriels, il suffit de démontrer qu’ils

sont de méme dimension.

Supposons par 'absurde que dim(Ker(f + 2id)) = 2.
Comme Ker(f + 2id) C R?, on en conclut : Ker(f + 2id) = R2.
Ainsi : Yw € R?, (f + 2id)(w) = 0. Autrement dit : f + 2 id = 0 ou encore f = —2 id.
Ceci est impossible car A # —2 1.
Ainsi, dim(Ker(f + 2id)) = 1.
(on note que dim(Ker(f 4 2id)) = 0 est exclu puisque Ker(f + 2id) D Vect (u)).
« On retiendra en particulier (c’est une propriété importante !) que si g € Z(E) ou E
est un espace vectoriel de dimension n :

dim(Ker(g)) =n < Ker(g) =F
& VeekFE, glz)=0

< 9=0gr)

Justifier que (u,v) est une base de R2.

Démonstration.
« On a vu dans la question précédente que Ker(f + 2 id) = Vect (u) avec u # 0.
On en déduit que u est un vecteur propre de f associé a la valeur propre —2.
o De méme, d’aprés la question 2.a), v est un vecteur propre associé a la valeur propre 2.
o Les vecteurs u et v sont des vecteurs propres associés & des valeurs propres distinctes. On en

déduit que la famille F = (u, v) est libre.
Or : Card(F) = 2 = dim(R?).

Ainsi, (u,v) est une base de R2.
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Commentaire \

« Il faut savoir lire les questions de I’énoncé. 1l est ici demander de « Justifier » que (u,v)
est une base de R?. On introduit donc une nuance par rapport a question classique
qui commencerait par « Démontrer ». Lorsque le terme « justifier » apparait dans une
question c’est :

x soit que l'on s’attend & une justification en francais d’une propriété mathématique
(Justifier que les v.a.r. sont indépendantes),

x soit que 'on s’attend & ce que le candidat cite un théoréme permettant de ne pas
avoir & mener une démonstration plus lourde. C’est le cas ici.

o Evidemment, il était aussi possible de démontrer que la famille (u,v) était libre en
repassant & la définition. Mais, comme expliqué dans cette remarque, ce n’est pas I’esprit
de I’énoncé.

) il

b) Montrer que f est diagonalisable; préciser les valeurs propres de f et donner la matrice de
passage de la base canonique & une base de vecteurs propres.

Démonstration.

« D’aprés ce qui précéde, 'endomorphisme f posséde deux valeurs propres distinctes (—2 et 2).
Or dim(R?) = 2. On en déduit que f est diagonalisable.

o Par ailleurs, la famille %' = (u,v) est une base de R? constituée de vecteurs propres. La
matrice de passage de B a %' est alors :

V2-2 V242
P@,%/Z( +>

V2 V2

xu=(vV2-2,v2)=(V2-2) e1 + V2 e,
x v=(v24+2,v2) = (vV/2+2) e1 + V2 es.

Commentaire

-2 0
0 2/
Ce n’est qu'une réécriture différente du fait que : f(u) = =2 u et f(v) =2 v.

Dans la base 4’ = (u,v), la matrice représentative de f est : Matg (f) = (

B. Etude du cas général

On se place désormais dans le cas oll n est supérieur ou égal & 2, et on considére un endomorphisme
f de E vérifiant I’équation ().

4. a) Justifier que f est un automorphisme de E et exprimer I'automorphisme réciproque f~! en
fonction de f.

Démonstration.
L’endomorphisme f vérifiant (x), on en déduit :

1 1 .
ro(37) = (39) s -

Ainsi, f est une application bijective et f~! =

[ =

| =
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b) Déterminer les valeurs propres possibles de f.

Démonstration.
o D’aprés la relation (*) : f2 —4id = 0.

On en déduit que P(X) = X? —4 = (X — 2)(X + 2) est un polynéme annulateur de f.
« Ainsi : Sp(f) C {racines de P} = {-2,2}.

Les réels —2 et 2 sont les deux seuls valeurs propres possibles de ’endomorphisme f.

Commentaire

On parle de valeurs propres possibles.
C’est une autre maniére de dire « Exhiber un polynéme annulateur de f ».

¢) Vérifier que 2id et —2id satisfont I’équation (x).

Démonstration.
o Tout d’abord :
(2id) o (21id) =4 id* =4 id
o Ensuite :
(—2id)o(—2id) =4id> =4 id

Les endomorphismes —2 id et 2 id satisfont (x).

O

On suppose dans la suite de l'exercice que f # 2id et f # —2id et on note F' = Ker(f — 2 id) et
G =Im(f —2id).

5. Soit z un élément de E. Montrer que (f(z) — 2z) € Ker(f + 2 id) et que (f(z) + 2x) € F.
En déduire que G C Ker (f +2id) et que Im (f +2id) C F.
Montrer que 2 et —2 sont les valeurs propres de f.

Démonstration.
« Démontrons que (f(z) — 2z) € Ker(f + 2 id).

(f+21d)(f(x) —22) = [f(f(2) —22)+2id(f(z) - 22)
= (fof)(x)—2 ) +2 (ffx) — 2x) (par linéarité de f)
— (did)(x) — 4o (car fof=4id)
= 4dr -4z =0

(f(z) — 2z) € Ker(f + 2 id)
« Démontrons que (f(x) + 2z) € Ker(f — 2 id).
(f = 2id)(f(x) + 2x) f(f (@) +22) = 21d(f(2) + 2)
= (fof)(@)+2 fhe) —2 (fkx) +2x) (par linéarité de f)
= (4id)(x) — 4z (car fof=41id)

= 4x—4x=0

(f(z)+2z) € Ker(f —2id)
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« Démontrons maintenant que G = Im(f — 2 id) C Ker(f + 2 id).

Soit y € Im(f — 2 id). Il existe donc = € E tel que : y = (f — 2 id)(x) = f(x) — 2.
D’aprés ce qui précede, y € Ker(f + 2 id).

G C Ker(f + 2 id)

o De méme, on démontre que Im(f 4+ 2 id) C F = Ker(f — 2 id).

Soit y € Im(f + 2 id). Il existe donc = € E tel que : y = (f + 2 id)(z) = f(x) + 2z.
D’aprés ce qui précede, y € Ker(f — 2 id).

Im(f +2id) C F

o Pour démontrer que —2 est valeur propre de f, il suffit de démontrer qu’il existe y # 0 tel que
y € Ker(f +21id) (y est un vecteur propre associé & la valeur propre —2).

Supposons par Pabsurde : Ker(f + 2 id) = {0}.
D’aprés ce qui précede : Im(f —2 id) C Ker(f+2 id) = {0}. On en déduit que Im(f —2 id) = {0}.
Or, par le théoréme du rang :

dim(R") = dim(Ker(f —2id)) + dim(Im(f — 2id))

n 0

Ainsi : dim(Ker(f — 2id)) = n. Comme dim(R") = n, on en conclut : Ker(f — 2id) = R™.
Ceci démontre : Vo € R", (f — 2id)(z) = 0 ou encore : f —2id =0, soit : f = 2 id.
Impossible car, par hypothése de 1’énoncé, f = 2 id.

Ainsi, Ker(f 4 2 id) # {0}. Ce qui démontre que —2 est valeur propre de f.

o On démontre alors que 2 est valeur propre de f.
Pour ce faire, en procédant par 'absurde, on démontre :

Ker(f —21id) # {0}

(sinon on aurait f = —2 id).

Ainsi, 2 est valeur propre de f.

6. Soit z un vecteur de Ker(f + 2 id).

a) Exprimer (f — 2 id)(z) en fonction de  uniquement.
En déduire que x appartient & G, puis que G = Ker (f + 2id).

Démonstration.
« Tout d’abord : (f — 2 id)(z) = f(z) — 2 id(x) = f(z) — 2.
e Or, comme z € Ker(f + 2 id) alors : (f + 2 id)(z) = 0. On en déduit :

f(x)+2x=0 ouencore f(z)=—2x

On en déduit : (f —2id)(x) = f(x) — 20 = —22 — 2z = —4=x.
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e On en déduit :
m:f% (f — 2id)(@) = (f — 2 id) <i x>

la derniére égalité étant obtenue par linéarité de 'application f — 2 id.

Ainsi, z € Im(f — 2 id).

« On vient de démontrer que tout = élément de Ker(f + 2 id) est élément de Im(f — 2 id).
Autrement dit : Ker(f + 2 id) C Im(f — 2 id).
Or, d’apreés la question 5., Im(f — 2 id) C Ker(f + 2 id).

Im(f —2id) = Ker(f + 2 id)

b) Montrer que f est diagonalisable.

Démonstration.
o D’aprés le théoréme du rang :
dim(R") = dim(Ker(f —2id)) + dim(Im(f — 2id))
dim(Kerélf + 2id))
car Im(f — 2id) = Ker(f + 2id) d’aprés la question précédente.

« D’apreés la question 5., on sait que —2 et 2 sont valeurs propres de f. Ce sont les seules valeurs
propres d’aprés la question 4.b). On vient de démontrer :

dim(E»(f)) 4 dim(E_»(f)) = dim(R")

Ceci démontre que f est diagonalisable.
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Probléme

Dans ce probléme, on définit et on étudie les fonctions génératrices des cumulants de variables aléa-
toires discrétes ou a densité.

Les cumulants d’ordre 3 et 4 permettent de définir des parametres d’asymétrie et d’aplatissement qui
viennent compléter la description usuelle d’une loi de probabilité par son espérance (paramétre de posi-
tion) et sa variance (paramétre de dispersion) ; ces cumulants sont notamment utilisés pour l’évaluation
des risques financiers.

Dans tout le probléme :

« on note (2,47, P) un espace probabilisé et toutes les variables aléatoires introduites dans 1’énoncé
sont des variables aléatoires réelles définies sur (2,.27);

o sous réserve d’existence, ’espérance et la variance d’une variable aléatoire X sont respectivement
notées E(X) et V(X);

« pour toute variable aléatoire X et pour tout réel ¢ pour lesquels la variable aléatoire !X admet une
espérance, on pose :
Mx(t)=E (') et Kx(t)=In(Mx(t));
(les fonctions Mx et Kx sont respectivement appelées la fonction génératrice des moments et la
fonction génératrice des cumulants de X)

« lorsque, pour un entier p € N*, la fonction Kx est de classe CP sur un intervalle ouvert contenant
'origine, on appelle cumulant d’ordre p de X, noté Q,(X), la valeur de la dérivée p™ de Kx en O :

Commentaire \

« La fonction génératrice des moments d’une v.a.r. X est un objet classique en probabilités.
Comme son nom l'indique, cette fonction permet de retrouver les moments de X (sous
réserve d’existence). Plus précisément, si la v.a.r. X admet un moment d’ordre n, alors :

E(X") = M{(0)

« On ne confondra pas cette fonction avec une autre fonction classique en probabilités : la
fonction génératrice (des probabilités). Cette derniére n’est définie que pour des v.a.r. X
a valeurs entiéres et positives par la formule :

X = &
Vs € [0,1], Gx(s) = E(s7) = > s"P([X =k])
k=0

Cette fonction caractérise quant a elle, non pas les moments de X, mais sa loi.
Plus précisément :

VneN, P(X=n]) =

« L’énoncé propose de démontrer quelques propriétés de la fonction génératrice des moments
pour des v.a.r. particuliéres. Par exemple, dans le cas d’une v.a.r. X a valeurs dans [—n,n] :

« Vp e N*, MP(0) = E(xP),

x Vt € R, Gx(et) =t MX(t).
(lien entre la fonction génératrice et la fonction génératrice des moments)

10
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Partie I. Fonction génératrice des moments de variables aléatoires discrétes

Dans toute cette partie :
« on note n un entier supérieur ou égal a 2;
o toutes les variables aléatoires considérées sont discrétes & valeurs entiéres ;

« on note S une variable aléatoire & valeurs dans {—1, 1} dont la loi est donnée par :
1
P(S= 1)) = P(S=+1]) = o

1. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans [—n,n].

a) Pour tout t € R, écrire Mx (t) sous la forme d’une somme et en déduire que la fonction My est
de classe C* sur R.

Démonstration.

. SOlt t € R.
La v.a.r. X est une v.a.r. finie. Ainsi, la v.a.r. ' est également une v.a.r. finie. Elle admet
donc des moments & tout ordre, en particulier une espérance.

t X

On en déduit que, pour tout ¢t € R, le réel Mx (t) est bien défini.

Commentaire \

On rappelle que, d’aprés 'énoncé : X () C [-n,n] ={k | k € [-n,n]}.
On en déduit, pour tout ¢t € R :

(%) (Q) = XD = fe'F | k€ [-n,n]}

On retrouve bien que la v.a.r. !X est finie.

\. J

e Soit t € R. Comme X est une v.a.r. discréte, par théoréme de transfert :

Mx(t) = E(e!X) = ki_ FP(X = &])

Vi € R, My(t) = ki_ HEP([X = k])

o La fonction Mx est de classe C*° sur R en tant que somme finie Mx = f_,, +...+ f, ol pour
tout k € [—n,n], la fonction fi : t — e!* P([X = k]) de classe C> sur R.

La fonction Mx est de classe C*° sur R.

Commentaire

Soit k € [—n,n].

Il faut noter que 'expression P([X = k]) est une constante par rapport a ¢. Ainsi, pour
étudier la régularité de la fonction ¢ +— e'*P([X = k]) on peut se contenter d’étudier
la régularité de la fonction t +— e!* (qui est de classe C* sur R).

11
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b) Justifier pour tout p € N*, I’égalité : M)(?)(O) = E(XP).

Démonstration.

o D’aprés la question précédente, la fonction My est de classe C*°, donc, pour tout p € N*, la
fonction M )(f ) existe.

(p)

o Commencons par déterminer, pour tout p € N*, I'expression de My ".
Démontrons par récurrence : Vp € N*| P(p)

ot Pp):VteR MP 1) = S keFtP(X = k).

k=—n
» Initialisation :
D’aprés la question précédente :

My:te 3 FP(X = K])

k=—n

Ainsi, pour tout ¢t € R.

MW = My(t) = 3 ket P(X = k)
D’ou P(1).
» Hérédité : soit p € N*.
Supposons P(p) et démontrons P(p+1) (i.e. Vt € R, M)(?H)(t) = Y kPHLeFtP([X = k).

k=—n
Par hypothése de récurrence :

MP it S kPFP(X = k)
k=—n

Ainsi, pour tout t € R :

MED) = (M) () = ¥ w (k) BIX=K) = 3 T B(X =)

k=—n k=—n
D’ou P(p+1).
n
Par principe de récurrence : Vt € R, M)(?) (t)= > kPeFTP([X =K]).

k=—n

e Soit p € N*. On en déduit :

ou la derniére égalité est obtenue par théoréme de transfert.

Finalement, pour tout p € N* : M)(f)(()) =[E(XP).

12
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Commentaire |

L’obtention de ’expression de M )(f ) geffectue au brouillon :
1) on commence par déterminer les premiéres dérivées successives de la fonction My :

ViR, Mi(t) = > keF'P(X =k])
k=—n
VteR, ML) = k:fj k (kekt) B(X = K]) = éj K2kt P([X = K])
weR, MP@) = 3 K (kt)P(X=K) = > KeF P(IX = K])
k=—n k=—n

2) on en déduit une formule générale :

vteR, MP@) = 3 ke P(X = k)

k=—n

)0

¢) Soit Y une variable aléatoire a valeurs dans [—n,n] dont la fonction génératrice des moments
My est la méme que celle de X.
On note Gx et Gy les deux polyndémes définis par :

Gx(@) = 5% B(X = k- n))a*
Vz € R, ’“;0
Gy(x) = kZ::OP([Y:k—n])mk

(i) Vérifier pour tout ¢t € R, I'égalité : Gx(e') = €™ Mx(t).

Démonstration.
Soit t € R.

Gx (¢f) = S P(X =k—n]) ()

= S B(X =k - n))cht
k=0

2n—n
= 3 P(X =k) et (par décalage d’indice)
k=0—n

= 3 (B(X =Kttt

k=—n

= et 3 P(X = k) ekt

k=—n

= e"tMX(t)

Vi e R, Gx (et) = e”tMX(t)

13
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(ii) Justifier la relation : Vt € R, Gx(e') = Gy (e).

Démonstration.

Soit t € R.
(d’apres la question

t — nt
Gx (¢) = " Mx(t) précédente)

(car, d’apres 'énoncé :

= "t My (t
v(®) Mx = My)
‘ (avec le méme raisonnement
= GY (e ) 5 . L
qu’en question précédente)
ty t
VtGR,Gx(e)—Gy(e) 0

(iit) En déduire que la variable aléatoire Y suit la méme loi que X.

Démonstration.
« Tout d’abord : X(Q) C [-n,n] et Y(2) C [—n,n].

« Ensuite, d’aprés la question précédente :
VvVt € R, Gx (et) =Gy (et)

Ainsi, pour tout x € ]0, 4o0] :

Gx(x) Gy (z)
« Soit x € ]0,400[, on en déduit : (Gx — Gy)(x) = 0.
Or :
(Gx —Gy)(x) = Gx(z)—-Gy(z)
2n 2n
— Y P(X =k—n))at— 5 B(Y = k—n])a*
k=0 k=0
2n
= Y (P(X=k—n])a"—P(Y =k —n])z")
k=0
2n k
= 1;0 (P(X=k-—n])—P(Y =k —n])) =
Ainsi, le polynéme Gx — Gy admet une infinité de racines. C’est donc le polynéme nul,
e :
Vk e [0,2n], P((X =k —n]) —P([Y =k —n]) =0
D'ou :
vk € [—n,n], B(IX = k]) = P([Y = k]) = 0
Ainsi :

Vk € [-n,n], P([X = k]) = P([Y = k))

Finalement, les v.a.r. X et Y suivent la méme loi.
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1
2. Dans cette question, on note X5 une variable aléatoire qui suit la loi binomiale B | 2, 2).

On suppose que les variables aléatoires X5 et S sont indépendantes et on pose Yo = 5 Xo.

a) (i) Préciser I’ensemble des valeurs possibles de la variable aléatoire Y.

Démonstration.

« Comme X9 — B (2, ;), ona: X2(Q2) =[0,2] ={0,1,2}.

e Deplus: S(2) ={-1,1}.

)

On en déduit : Y2(Q2) = (S X2)(Q) € {—2,-1,0,1,2} = [-2,2].

(i1) Calculer les probabilités P([Yo = y]) attachées aux diverses valeurs possibles y de Ys.

Démonstration.

« Tout d’abord, on a I’égalité entre événements :

[Ys
On en déduit :
P([Yy = —-2])
o Ensuite :
On obtient donc :
P([Ys = —1])

—2] = [SXy=-2] = [S=-1]N[X2=2]
= P([S=-1n[Xy=2)
(car S et Xy sont
= P(S=-1) P(X> = 2)) indépendantzes)
1 (2) (1) (1)
() ()
1 1
3 X1x7
P(Ys = -2) =
[Yo=—1] = [S=-1]N[X2=1]
= B(S = 1N [X; = 1)
= P(S = —1]) P([X> = 1]) (car S et Xy sont

indépendantes)
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e De méme :

Ainsi : P([Yz = 1]) = i et P(Vs=2]) =+

o Enfin : [Y5 = 0] = [X3 = 0]. Ainsi :

\.

Commentaire

P(V2 = 0)) = B([X; = 0]) = (ﬁ) (;)0 (;)2 -1

On pouvait aussi remarquer que la famille ([Y2 = k])ye[—2,2] est un systéme complet
d’événements. D’ou :

P(Y2=0]) = 1 (B([Y2 = —2) +P(Ya = ~1)) + P([¥z = 1]) + P([%; = 2)))

. 1+1+1+1 1
N 8 4 4 8) 4

b) Vérifier que la variable aléatoire Xy — (S 4 1) suit la méme loi que Y.

Démonstration.

« Tout d’abord, comme S(2) = {—1,1}, on a: (S +1)(22) = {0, 2}.
De plus X5(2) = {0, 1,2}. D’ou, en notant 7o = Xy — (S + 1) : To(R?) € {-2,-1,0,1,2}.

T5(Q) C [—2,2] (on rappelle : Y2(2) C [—2,2] d’aprés 2.a) (%))

. Soit k € [~2,2].
La famille ([S = —1], [S = 1]) forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

P([T2 = k])

P([Ty = k] N[S = —1]) + P([Ty = k| N [S = 1])

P([Xo— (S+1)=kN[S=—1])+P([Xs— (S+1) =k N[S =1))
P([Xo— (14 1) =k N[S=—1))+P([Xa— (14+1) =kl N[S = 1))
P([Xo=k|N[S=-1])+P([Xo=k+2]N[S=1])

(car X5 et S sont
indépendantes)

P([ X2 =k]) P([S = —1]) + P([X2 = k +2]) P([S =1])

P([ Xy =k]) + % P([ X2 =k +2])

N =
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« On obtient ainsi :

P(T=-2) = JB(Xa=-2)+;5 B[ =0) = JBB)+5x; = 3 = PV =-2)
P(L=-1) = 5 B([Xo= -1+ B(X=1)) = BB+ x5 = ; = B([¥s=-1)
P(T=0) = g P(X=0)+ 3 P(X:=2) = g x y+5x7 = 1 = P(%=0)
P(L=1]) = 3 B(X=1)+  P(X2=3) = x5+ BB) = ; = B(¥2=1)
P(T=2)) = 5 P(G=2)+ P =4) = 5 x 1+ B5) = ¢ = K% =2)

On en déduit que T = Xy — (S + 1) et Y3 suivent la méme loi.

Commentaire \

o Lors d’une rédaction classique de détermination de la loi d’une somme, aprés ob-
tention de la relation :

1

P([Ty =k]) = P([XQZI{?])“F5 P([ X2 =k +2])

N

on cherche a déterminer si les événements [Xy = k] et/ou [Xo = k + 2] sont 1'évé-
nement impossible.

o Ici, cela varie suivant les valeurs de k. C’est pour cela qu’on effectue le calcul direct

des probabilités P([T> = k|) aprés 'obtention de la formule précédente.
\ 7 D

3. Le script Scilab suivant permet d’effectuer des simulations de la variable aléatoire Ys définie dans
la question précédente.

= 10

grand(n,2, 'bin',2,0.5)

grand(n,2, 'bin',1,0.5)

2 x B - ones(n,2)

Z1 = [S(1:n,1) .~ X(1:n,1) , X(1:n,1) - S(1:n,1) - ones(n,1)]
Z2 = [S(1:n,1) .% X(1:n,1) , X(1:n,2) - S(1:n,2) - ones(n,1)]

0w =B
|||

[ I B [ O N N

a) Que contiennent les variables X et S aprés I'exécution des quatre premiéres instructions ?

Démonstration.
o L’instruction X = grand(n,2, 'bin',2,0.5) permet de stocker dans la variable X une matrice
a n lignes et 2 colonnes ot chaque colonne contient une observation d’un n-échantillon de loi

1
B <2, 3 ) c’est-a-dire un n-échantillon de la v.a.r. Xs. Plus précisément, la premiére colonne de

X contient une observation (cy,...,¢,) d'un n-échantillon (Ci,...,Cy) de Xa, et la deuxiéme
colonne de X contient une observation (¢}, ..., ¢,) d’'un n-échantillon (¢},...,C),) de Xo.
(les v.a.r. C; et C] sont indépendantes et ont méme loi que la v.a.r. X )
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o L’instruction B = grand(n,2, 'bin',1,0.5) permet de stocker dans la variable B une matrice
a n lignes et 2 colonnes ou la premiére colonne contient une observation (by,...,b,) d'un

1
n-échantillon (By,...,B,) de loi B <2>, et la deuxiéme colonne contient une observation
1
(by,...,b),) d'un n-échantillon (Bj,...,B],) de loi B <2)
1
(les v.a.r. B; et B} sont indépendantes et ont méme loi B <2>)

e On commence par rappeler que l'instruction ones(n,2) permet d’obtenir une matrice a n
lignes et 2 colonnes dont tous les coefficients sont égaux a 1.
On en déduit que I'instruction S = 2 * B - ones(n,2) permet de stocker dans la variable S
une matrice & n lignes et 2 colonnes.

La premiére colonne contient ’observation (s1,...,s,) = (2b1—1,...,2b,—1) du n-échantillon
2By —1,...,2B, — 1).
La deuxiéme colonne contient l'observation (s}, ..., s),) = (2b]—1,...,2b/,—1) du n-échantillon

2By —1,...,2B,, —1).
o Les viar. 2B; — 1 et 2B, — 1 sont indépendantes et de méme loi. Déterminons cette loi : on

note B une v.a.r. de loi B (;) et on cherchelaloide V =28B — 1.

1
x Tout d’abord, comme B — B <2>, ona: B(Q)={0,1}.
On en déduit : V(Q)={2x0—-1,2x1—-1} ={-1,1}.

x De plus :
V=1 = 2B-1=1] = 2B=2 = [B=1]
1
Dou:P([V=1])=P([B=1]) = 5
x Enfin, comme la famille ([V' = —1],[V = 1]) est un systéme complet d’événements :
1 1
P(V=-1) = 1-B(V=1) = 1-, =

On en déduit que la v.a.r. V =2 B — 1 suit la méme loi que la v.a.r. S.

o La variable S contient donc une matrice a n lignes et 2 colonnes, ot la premiére colonne contient
une observation (si,...,s,) d’un n-échantillon (Si,...,S5,) de la v.arx. S, et la deuxiéme

/

colonne contient une observation (s}, ...,s},) du n-échantillon (S7,...,S5]) de la v.a.r. S.

(les v.a.r. S; et S! sont indépendantes et ont méme loi que la v.a.r. S)

Commentaire \

o Comme souvent dans les sujets HEC, 'une des difficultés provient de la prise d’ini-
tiatives nécessaire pour répondre & une question.

« Dans cette question par exemple, déterminer la loi de la v.a.r. V=2 B —1 n’est pas
difficile. C’est prendre l'initiative de déterminer cette loi qui constitue la difficulté.
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b) Expliquer pourquoi, aprés 'exécution des six instructions, chacun des coeflicients des matrices
Z1 et Z2 contient une simulation de la variable aléatoire Ys.

Démonstration.

e L’instructionZ1 = [S(1:n,1) .x X(1:n,1) , X(1:n,1) - S(1:n,1) - ones(n,1)] permet
de stocker dans la variable Z1 une matrice a n lignes et 2 colonnes.
Le contenu de la premiére colonne est donné par la commande S(1:n,1) .x X(1:n,1) et celui
de la deuxiéme colonne par X(1:n,1) - S(1:n,1) - ones(n,1).

o L’instruction S(1:n,1) .x X(1:n,1) permet d’obtenir une matrice colonne a n lignes conte-
nant l'observation (di,...,d,) = (81 X ¢1,...,8p X ¢,) du n-échantillon (S; Cy,...,S, Cy).
Or, les S; suivent la méme loi que S et les C; suivent la méme loi que Xs. Ainsi, les S; C;
suivent la méme loi que Ys.

La premiére colonne de Z1 contient donc une observation (di,...,d,) d’un n-échantillon
(Dl, e ,Dn) de YQ.
(les v.a.r. D; sont indépendantes et ont méme loi que la v.a.r. Y3)

o L’instruction X(1:n,1) - S(1:n,1) - ones(n,1) permet d’obtenir une matrice colonne a n
lignes contenant l'observation (df,...,d) = (c1 —s1 — 1,...,¢, — s, — 1) du n-échantillon
(Cr—5-1,...,C,— S, —1).

Or, les S; suivent la méme loi que S et les C; suivent la méme loi que X5. Ainsi, les C; — 5; — 1
suivent la méme loi que X3 — S — 1. De plus, d’aprés la question 2.b), la v.a.r. Xo —S — 1 suit
la méme loi que Y5.

La deuxiéme colonne de Z1 contient donc une observation (dj,...,d]) d’un n-échantillon
( i,,D;L) de YQ.

(les v.a.r. D} sont indépendantes et ont méme loi que la v.a.r. Yz)

e De méme, I'instruction Z2 = [S(1:n,1) .x X(1:n,1) , X(1:n,2) - S(1:n,2) - ones(n,1)]
permet de stocker dans la variable Z2 une matrice & n lignes et 2 colonnes.
Le contenu de la premiére colonne est donné par la commande S(1:n,1) .x X(1:n,1) et celui
de la deuxiéme colonne par X(1:n,2) - S(1:n,2) - ones(n,1).

o La premiére colonne de Z2 est identique & celle de Z1, donc la premiére colonne de Z2 contient
I'observation (di,...,d,) du n-échantillon (D1, ..., D,) de Ya.

o L’instruction X(1:n,2) - S(1:n,2) - ones(n,1) permet d’obtenir une matrice colonne a n
lignes contenant l'observation (df,...,d!) = (¢, — s} —1,...,c, — s, — 1) du n-échantillon
(ci—=81—1,...,Cl =8, —1).

Or, les S/ suivent la méme loi que S et les C/ suivent la méme loi que X5. Ainsi, les C] — 5] —1
suivent la méme loi que X — S — 1, donc que Y.

La deuxiéme colonne de Z2 contient donc une observation (df,...,d!) d’un n-échantillon
(DY,...,D) de Ys.

(les v.a.r. D sont indépendantes et ont méme loi que la v.a.r. Ya)

Finalement, chacun des coefficients des matrices Z1 et Z2 contient une simulation de la v.a.r. Y5.

Commentaire

On aurait pu utiliser davantage les commandes Scilab. En effet, 'appel classique permettant
d’extraire la premiére colonne de la matrice S est plutdt S(:,1) (que S(1:n,1)).
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¢) On modifie la premiére ligne du script précédent en affectant & n une valeur beaucoup plus
grande que 10 (par exemple, 100000) et en lui adjoignant les deux instructions 7 et 8 suivantes :

length(find(Z1(1:n,1) == Z1(1:n,2))) / n
length(find(Z2(1:n,1) == Z2(1:n,2))) / n

pl
p2

loo I~

Quelles valeurs numériques approchées la loi faible des grands nombres permet-elle de fournir
pour pl et p2 aprés 'exécution des huit lignes du nouveau script ?

Dans le langage Scilab, la fonction length fournit la « longueur » d’un vecteur ou d’une matrice
et la fonction find calcule les positions des coefficients d’une matrice pour lesquels une propriété
est vraie, comme l'illustre le script suivant :

——> A=1[1;2; 0 ; 4]
—>B=1[2;2; 4 ; 3]
——> length(A)

ans = 4.
——> length([A , BIl)
ans = 8.

——> find(A < B)
ans = 1. 3. // car 1 <2 et 0<4, alors que 2>2 et 4>3

Démonstration.

o Commencons par commenter 'instruction :

7 pl = length(find(Z1(1:n,1) == Z1(1:n,2))) / n

x L’instruction £ind(Z1(1:n,1) == Z1(1:n,2)) permet d’obtenir une matrice ligne conte-
nant les positions des coefficients des matrices Z1(1:n,1) et Z1(1:n,2) égaux. Autrement
dit, on obtient une matrice ligne contenant les indices i tels que d; = d}.

(on rappelle que (di,...,d,) est une observation d’un n-échantillon (D1,...,D,) de S X
et (dy,...,d)) est une observation d’un n-échantillon (DY,..., D)) de Xo—S—1)

y Un
x L’instruction length(find(Z1(1:n,1) == Z1(1:n,2))) permet d’obtenir la longueur de la
matrice précédente. Ainsi, on obtient le nombre de fois on d; = d}, pour i € [1,n].

x Enfin, on divise ce nombre par la taille n de I’observation.
Or, par loi faible des grands nombres (LfGN) :

nombre de fois ou d; = d

taille de 'observation ([S X 2—S5—1])

La variable p1 contient une valeur approchée de P([S Xy = Xy — S —1]).

« Commentons ensuite l'instruction :

s p2 = length(find(Z2(1:n,1) == Z2(1:n,2))) / n

x L’instruction find(Z2(1:n,1) == Z2(1:n,2)) permet d’obtenir une matrice ligne conte-
nant les positions des coefficients des matrices Z1(2:n,1) et Z1(2:n,2) égaux. Autrement
dit, on obtient une matrice ligne contenant les indices i tels que d; = d.

(on rappelle que (di,...,dy) est une observation d’un n-échantillon (Dy,...,Dy) de S Xs
et (df,...,dJ}) est une observation d’un n-échantillon (DY,..., D)) de X, —S —1, ot la
v.a.r. X4 suit la méme loi que Xs)

x L’instruction length(find(Z2(1:n,1) == Z2(1:n,2))) permet d’obtenir la longueur de la

matrice précédente. Ainsi, on obtient le nombre de fois ou d; = d//, pour ¢ € [1,n].
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x Enfin, on divise ce nombre par la taille n de I’observation.
Or, par loi faible des grands nombres (LfGN) :

nombre de fois ou d; = d

~ P([SXo=X,—-8S—-1
taille de ’observation ([S 2 25 ])

La variable p2 contient une valeur approchée de P([S Xy = X} — S — 1))
ou la v.a.r. X} suit la méme loi que Xo.

Commentaire

o Le programme proposé par I’énoncé n’est ici rien d’autre qu’une illustration de 1’idée natu-
relle pour obtenir une approximation de P([S Xy = Xy — 5 — 1)) :

x simuler un grand nombre de fois (n = 100000) les v.a.r. S X et Xy — S5 — 1.
Formellement, on souhaite obtenir une observation (di,...,d,) d’un n-échantillon

(D1,...,Dy) de la v.arx. SXs, et une observation (dj,...,d}) d’un n-échantillon
(Di,...,D}) delavar. Xo—S—1.

x de compter le nombre de fois ot d; = d}, pour i € [1,n].

« L’objectif de cette question Scilab est de revenir sur un point important en probabilités :

X et Y ont méme loi 7{ X=Y

(mais bien sir, si X =Y, alors X et Y ont méme loi)

o On peut avoir la confirmation du point précédent en exécutant le programme Scilab.
On obtient :

pl =
0.1261

p2 =
0.2179

On constate qu’on a pl # 1 et p2 # 1. Ainsi, ici :
x les v.a.r. S Xo et Xo — S — 1 ont méme loi,
x mais P([S X2 = Xo — S —1]) # 1. Cela démontre en particulier : S Xy # X9 — 5 — 1.
.

1
4. Dans cette question, on note X, une variable aléatoire qui suit la loi binomiale B ( n, 2).

On suppose que les variables aléatoires X, et S sont indépendantes et on pose Y,, = S X,,.

a) Justifier que la fonction My, est définie sur R et calculer Mx, (t) pour tout ¢ € R.

Démonstration.

La v.a.r. X,, est une v.a.r. finie. Ainsi, la v.a.r. e/ %" est également une v.a.r. finie. Elle admet
donc des moments & tout ordre, en particulier une espérance.

On en déduit que la fonction My, est définie sur R.
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Mx,(t) = E(e'*n)

(par théoreme de transfert

k=0 (Xn(©) = [0,n]))

- ké) e’”(Z) (;)k (;)nk (car X, — B (n, ;))

1, n (d’apres la formule du bindéme
oo (e +1) de Newton)
Vt € R, My, (t) = i(1+et)"
' " 2n O

b) Montrer que la fonction My, est donnée par : Vt € R, My, (t) = ontl (T4eH)™ + (1 4+eH)m).

Démonstration.

Lav.a.r. Y, est une v.a.r. finie (car les v.a.r. X,, et S le sont). Ainsi, la v.a.r. e/ ¥ est également
une v.a.r. finie. Elle admet donc des moments & tout ordre, en particulier une espérance.

On en déduit que la fonction My, est définie sur R.

o Déterminons la loi de Y,,.
x Tout d’abord, comme X, (2) = [0,n] et S(2) ={—1,1}, on a : Y,(2) C [—n,n].
x Soit k € [-n,n].
La famille ([S = —1], [S = 1]) forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

P([Y,=k]) = P(S=-1Nn[Y,=k)+P(S=1N[Y,=k])
= P([S=-1N[SX,=k])+PB(S =1]N[S X, = &])
= B(IS = ~1]N[~X,, = K]) + P([S = 1] N [X,, = &)

(car les v.a.r. S et X,,
sont indépendantes)
1 1

= 5 P([Xn=—k) + 5 P([X0 = k)

Trois cas se présentent alors :

- si k € [-n,0[, alors [X,, = k] = @. Donc :
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- si k=0, alors :
1 1
P(Yo=0) = 5 B((Xy=0)+ 3 P(X, =0)
= P(Xn=0])
B n 1 0 1 n—0
—\0/\2 2
_ 1
= o
si k €]0,n], alors [X,, = —k] = @. Donc :
1 1 1
P([Yn k]) = 5 @) + 9 P([Xn = k]) = 9 P([Xn = k])

My, (t) =

x Tout d’abord :

S ekt B(X, = k)

k=—n

x De méme :

(par changement

d’indice j = —k)

£ Q6
= 5 5() e

(d’apres la formule du
binome de Newton)

(d’apres la formule du
binome de Newton)
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c)

« On obtient alors :

My, (t) =

n

Vt € R, My, (t) (T+eh) + (1 +e ") [

= 2n+1

En utilisant 'égalité (14+e7%)" = e (1+¢')", montrer que Y,, suit la méme loi que la différence
X, — H,, ou H, est une variable aléatoire indépendante de X,, dont on précisera la loi.

Démonstration.
« Soit t € R. Démontrons I'égalité : (1 + e )" = e (1 4 &')".
et (14+eh)r = (e7))" (1+eh)m
= (e_t(l + et))n
= (e '+1"

VteR, (1+eH)? =e (1 +e)"
« Il s’agit de démontrer que les v.a.r. Y, et X,, — H,, ont méme loi. On peut déja remarquer :
Y (Q2) C [—n,n]. Or, en question 1.¢), on a démontré que, si deux v.a.r. X et Y vérifient :

x X(Q) C [-n,n],

x Y(Q) C [-n,n],

x Mx = My,

alors X et Y ont méme loi.

Pour répondre a cette question, il suffit donc de trouver une v.a.r. H, indépendante de X,
telle que :

(Xn - Hn)(Q) C [[—n,n]] et My, =Mx,_H,

Pour déterminer une telle v.a.r. H,, on commencera par supposer qu’elle existe pour en déduire
des propriétés sur sa loi, puis on choisira une v.a.r. vérifiant ces propriétés, et enfin on établira
que l'on est bien dans le cadre d’application de la question 1.¢).

« Supposons qu’il existe une telle v.a.r. H,. Alors, soit t € R :

x d’une part :

ManHn (t) = [E (et (Xn—Hn))
— E(etXn eftHn)

lemme des coalitions, les v.a.r.
- £ t Xn E —tH, (ca’rf par . )
(e ) (e ) et Xn et e7tHn sont indépendantes)

= Mx,(t) E (e t)

1
= o (1+e")" E (e7* ) (d’apres la question 4.a))
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x d’autre part :

My, (t) =

(d’apres la question
précédente)

1+eh)" + (1+ e_t)”)

1 (d’apres Uindication de
t\n —nt t\n
on+1 ((L+e)" +em™(1+e)") l’énoncé)
1
STES] (1+eh)" (14e )
1 1 _
5 (14 et x 3 (1+em)

Ainsi, si H,, vérifie les propriétés souhaitées :

ManHn(t) — MYn(t) = i et)" E (e—tHn) - i et)n % % (1 —l—e_"t)
& E(eth) = 2 (1+e)
1 1
—tHpy _ o0t * | nt *
& Efe )=e 5+ 3

o On semble faire apparaitre ici le théoréme de transfert. On choisit donc une v.a.r. H, qui
vérifie cette égalité. On choisit alors une v.a.r. H,, indépendante de X, telle que :

X Hn(Q) = {0,71},

X P([Hn = 0]) = P([Hn = n]) -5

1
2

« Vérifions qu’avec cette v.a.r. H,, nous sommes dans le cadre d’application de la question 1.c).

x Tout d’abord, comme X,,(2) = [0,n] et H,(2) = {0,n}, alors : (X,, — H,)(R?) C [—n,n].

« Ensuite, la v.a.r. e *#» admet une espérance en tant que v.a.r. finie (car H, est une v.a.r.
finie). Ainsi, par théoréme de transfert, soit t € R :

Ainsi :

My, (t) =

1 1 1
—tHy, _ . —0t _ —nt _ _ —nt _ —nt
E(e"") = e " P([H, =0])+e ™ P([H, =n]) = gte s = 5(1+e )
1 1
27 (l—i—et)" X 5 (1+eit)n

(car les v.a.r. et Xn et e7tHn

sont indépendantes)

D’ou : My, = Mx, —m,

D’aprés 1.¢), on en déduit que les v.a.r. Y, et X,, — H, suivent la méme loi.

Les termes « en utilisant ... » de cette question font hésiter quant a la nécessité de
démontrer I'égalité énoncée. Dans le doute, on le démontre.
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Partie II. Propriétés générales des fonctions génératrices des cumulants et quelques
exemples

5. Soit X une variable aléatoire et Dx le domaine de définition de la fonction Kx.

a) Donner la valeur de Kx(0).

Démonstration.

« Tout d’abord, la v.a.r. X =1 (v.a.r. constante égale & 1) est une v.a.r. finie. Elle admet donc
une espérance. Donc My (0) est bien défini. De plus :

Mx(0) = E("Y) = E(1) = 1

o Ainsi, Kx(0) est bien défini et :

O

b) Soit (a,b) € R? et Y = a X + b. Justifier pour tout réel ¢ pour lequel at appartient & Dy,
légalité :
Ky(t) = bt+ Kx(at)

Démonstration.
Soit t € R tel que at € Dx.

« Comme at € Dx, alors Kx(at) est bien défini, donc Mx (at) également et : Mx(at) > 0.
e De plus :

Mx(at) = E(e*) = E<et(aX)) _ ]E(et(aX—l—b)—bt) _ E(etYe—bt) _ e—th(etY)

Or, par définition de My (t) (si cette quantité existe) : My (t) = E (e'T).
D’aprés le calcul précédent, on en déduit que le réel My (t) est bien défini et :

My (t) = et Mx(at)

« Comme : Mx(at) >0 et e?* > 0, alors : My (t) = e®* Mx(at) > 0.
On en déduit que Ky (t) est bien défini. Et enfin :

Ky(t) = In(My(t)) = In <ebt MX(at)> = bt+1In(Mx(at)) = bt+ Kx(at)

Pour tout t € R tel que at € Dx : Ky (t) =bt + Kx(at).

Commentaire

On notera que la difficulté de cette question ne réside pas dans la démonstration de
la relation entre Ky (t) et Kx(at) mais bien dans la démonstration de l'existence de
tous les objets manipulés.

26



ECE2

7 décembre 2020

Mathématiques

¢) On suppose ici que les variables aléatoires X et —X suivent la méme loi.
Que peut-on dire dans ce cas des cumulants d’ordre impair de la variables aléatoire X 7

Démonstration.

Soit t € Dy.

Les v.a.r. X et —X ont méme loi. On en déduit que les v.a.r. eX et e*X ont méme loi.

Or, comme t € Dy, Kx(t) existe, donc e!X admet une espérance (Mx(t)) et : Mx(t) > 0.
On en déduit que la v.a.r. e=** admet une espérance (M_x(t) = Mx(—t)) et : Mx(—t) > 0.
Dou: —t € Dx.

On en déduit que, pour tout ¢t € Dx, on a : —t € Dx.

Soit t € Dx, alors —t € Dx.

- Ainsi, d’aprés la question précédente (appliquée a a = —1 et b=0) :
K,X(t) = 0xt —|—KX(—t) = Kx(—t)

- De plus, comme X et —X ont méme loi (on rappelle que Mx (t) et M_x(t) sont bien définis
car t € Dx et —t € Dx) :

M_x(t) = E(e“*X)) — E (%) = Mx(t)

Ainsi : K_x(t) = In(M_x(t)) = In(Mx(t)) = Kx(t).
On en déduit : Kx(t) = K_x(t) = Kx(—t).

Ainsi, si les v.a.r. X et —X suivent la méme loi : Vt € Dx, Kx(t) = Kx(—t).

Supposons maintenant que la fonction Kx est de classe C* sur Dx. Soit p € N :
x tout d’abord : Qap+1(X) = Kgpﬂ)(O),
x ensuite : Vt € Dy, Kx(t) = Kx(—t).

Alors, par récurrence immeédiate : Vn € N, Vt € Dy, Kg?’) (t)=(-1)" gl)(—t).
En particulier, pour tout ¢t € Dx :

KX(0) = (PR ) = R
Comme 0 € Dx (d’aprés 5.a)), on en déduit :

K§(2P+1)(O) _ _K(QP'H)(O) = 2K§(2p+1)(0) =0 & Kg?erl)(O) =0

Ainsi, si X et —X suivent la méme loi, sous réserve d’existence : Vp € N, Qo,+1(X) = 0.
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Commentaire

o Remarquons que si Kx n’est pas dérivable sur Dx alors on ne peut rien dire des cumulants
de X, puisque ces derniers n’existent pas.

o Dans le programme ECE, on trouve la propriété :

Les v.a.r. X et Y ont méme

Les v.a.r. X et Y ont méme loi < . , o
fonction de répartition

o On peut alors démontrer que si X et Y sont des v.a.r. discrétes (resp. a densité), on a :

e Les v.ar. X et Y ont méme loi

e Les viar. X et Y admettent un = E(Xn) = E(Yn)
moment d’ordre n € N*

Cette derniére propriété est aussi vérifiée pour les v.a.r. quelconques mais n’est pas expli-
citement écrite dans ce cas précis. Toutefois, on peut considérer qu’on y a accés puisque le
programme précise : « on admettra que les propriétés opératoires usuelles de ’espérance et
de la variance se généralisent aux variables aléatoires quelconques ».

o Enfin, on utilise dans cette question la propriété :
X et Y ont méme loi = f(X) et f(Y) ont méme loi

ol f est une fonction (ici z — e'®).
Cette propriété est facile & démontrer dans le cas de v.a.r. discrétes ou a densité. On

I’admettra pour le cas de v.a.r. quelconques. -

6. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes et Dx et Dy les domaines de définition res-
pectifs des fonctions Kx et Ky.

a) Monter que pour tout réel ¢ appartenant a la fois & Dx et Dy, on a: Kxy(t) = Kx(t)+ Ky (t).

Démonstration.

Soit t € Dx N Dy.

« Comme t € Dx N Dy, les quantités Kx(t) et Ky (t) sont bien définies.
En particulier, Mx (t) et My (t) sont bien définies et : Mx(t) > 0 et My (¢) > 0.
Ainsi, les v.a.r. e X et eV :

x admettent une espérance,

x sont indépendantes par lemme des coalitions, car X et Y sont indépendantes.

t X X etY

On en déduit que la v.a.r. e = ! (X*+Y) admet une espérance.

Ainsi, la quantité Mxy (t) est bien définie.

Commentaire

o On utilise ici le fait que si deux v.a.r. U et V sont indépendantes et admettent une espé-
rance alors, la v.a.r. produit UV admet une espérance donnée par : E(UV) = E(U)E(V).
L’hypothése d’indépendance est ici cruciale pour démontrer ’existence de I’espérance du
produit et pour obtenir sa valeur.
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Commentaire

o Dans le cas général, la v.a.r. produit UV admet une espérance si les v.a.r. U et V admettent
un moment d’ordre 2.

e On peut se demander d’ou provient cette hypothése liée aux moments d’ordre 2.
Elle est issue d’un théoréme de domination. Détaillons ce point.
Remarquons tout d’abord : (U — V)2 > 0.

On en déduit : U2 —2UV + V2 > 0.

1 1
Et, en réordonnant : UV < 5U2+§V2. Ou encore :
1 o 1.5
0 < |UV]| < §U +§V

Comme U et V admettent un moment d’ordre 2, la v.a.r. % U? +% V2 admet une espérance
comme combinaison linéaire de v.a.r. qui en admettent une.

Ainsi, par théoréme de domination (présenté seulement dans le programme ECS), la v.a.r.
|UV| admet une espérance. Il en est de méme de la v.a.xr. UV.

\.

e De plus :

MXer(t) _ E(et(X-i-Y))
- F (etX etY)
t X et etY

- E (etx) E (ety) (car les v.a.r. € sont

indépendantes)

= Mx(t) My(t)

« Enfin, comme Mx () > 0 et My (t) > 0, alors : Mx4y (t) > 0. Donc Kxyy(t) est bien définie.
On obtient :

Kxiy(t) = In(Mx4y(t)) = In(Mx(t) My (t)) = In(Mx(t))+In (My(t)) = Kx(t)+Ky(t)

Vt € Dx N Dy, Kx+y(t) = Kx(t) + Ky(t)

O

b) En déduire une relation entre les cumulants des variables aléatoires X, Y et X + Y.
Démonstration.
Soit p € N*.

Si Kx est de classe CP sur Dy et Ky est de classe CP sur Dy, alors, d’aprés la question précédente,
Kx .y est de classe CP sur Dx N Dy et :

Vi€ DxNDy, Ky (t) = KL (t)+ KL (t)
Or 0 € Dx NDy. Donc :

QX +Y) = KP0) = KP(0) + KP(0) = Qp(X) + Qp(Y)

Finalement, pour tout p € N*, si Q,(X) et Q,(Y) sont bien définis, alors :
Qp(X +Y) = Qp(X) +Qp(Y). 0
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7. Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur l'intervalle [0, 1].

e
sit#0
a) Montrer que la fonction M est définie sur R et donnée par : Vi € R, My (t) =
1 sit=20
Démonstration.

Le réel My (t) existe si et seulement si la v.a.r. etV admet une espérance.
Par théoréme de transfert, la v.a.r. eV admet une espérance si et seulement si l'intégrale

+oo
/ e'® fr(x) dx est absolument convergente.
—0o0

Les fonctions z +— e'® et fiy étant & valeurs positives sur R (fy est une densité de probabilité),
cela revient & démonter que cette intégrale est convergente.

« De plus, la fonction f,, est nulle en dehors de [0, 1], donc :
+oo 1
/ ' fy(x) de = / ' fu(x) da
—0o0 0
o La fonction x — e fi;(z) est continue par morceaux sur le segment [0,1]. On en déduit que
1
I'intégrale / e'® fir(z) dx est bien définie.
0

Ainsi, pour tout ¢ € R, la v.a.r. ¢!V admet une espérance.

‘ La fonction My est donc définie sur R.

o Soit t € R. Deux cas se présentent :

x sit =0, alors d’aprés la question 5.a) : My (0) = 1.

MU(t) = E(etU)

= /1 et fy(x) dx
0

(apres les points

précédents)
1
= / ' dx
0
1 1
= [te”] (cart #0)
0
1
= Z(et—1
L - 1)
t_
¢ sit#0
Finalement : My : t —
1 sit =0
si .
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b) Calculer la dérivée de la fonction My en tout point ¢ # 0.

Démonstration.
« La fonction M est dérivable sur | — oo, 0[ et sur |0, +o0o[ en tant que quotient My = jzl ou :
2
x f1:t+> et —1 est dérivable sur | — oo, 0] et sur ]0, +o0],
x fortt:
» est dérivable sur | — oo, 0] et sur |0, +oo.
» ne s’annule pas sur ces intervalles.
e Soit t € ] —00,0[ U ]0, 400l
¢ ¢
e"xt—(e"—1)x1
My(t) = >
tel —ef +1
Vt €| —00,0[ U0, +oo[, M{(t) = — 2 -
My(t) —1
¢) Trouver la limite du quotient U(t) lorsque t tend vers 0.
Démonstration.
e Soit ¢ S R*. . .
My(t)—1 <= —-1 === o1y
t B t B B t2
b1t
o Déterminons, si elle existe, lim 67.
t—0 12
t2 t2
« Tout d’abord : e’ = 1+t+§+ o (t?). Ainsi : el —1 —t = §+ o (t?). D’ou :
t—0 t—0
2
¢
.
¢ t t—0 2
x On en déduit : ,
el—1-t 5 1 # 1
2 0 t2 0 F 202
My(t)—1 1
On en déduit : lim L =—.
t—0 t 2 ]

d) Montrer que la fonction My est de classe C! sur R.

Démonstration.
My (t) — My (0 1
o D’aprés la question précédente : lim u(®) u(0) = —.
t—0 t—0 2

1
On en déduit que la fonction My est dérivable en 0 et M/, (0) = 5

« De plus, d’aprés la question 7.b), la fonction My est dérivable sur | — oo, 0[ et sur ]0, +ool.

On en déduit que la fonction My est dérivable sur R.
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o La fonction My est de classe C* sur | — 0o, 0[ et sur ]0, +oo[ avec des arguments similaires &
ceux de la dérivabilité sur ces intervalles (question 7.b)).

« On cherche enfin & montrer que la fonction My est de classe C! en 0, ¢’est-a-dire que la fonction
M{; est continue en 0. On rappelle :

tel —el +1
te—e+1 sit#£0
/ t2
MU:ti—) 1
= it =0
5 si

tel —et+1 1

On cherche donc & montrer : lim & = —.
t—0 t2 2
2

t
x On sait déja : el =1+t + 3 + o (t?). Ainsi :
t—0

t2 t3
tel = t<1+t+2+ o(t2)> = t+t2+§+ o (%)

t—0 t—0

On en déduit :

t3 t2
tet —el+1 = t+t2+§+ 0(t3)—</1’+[++ o(t2)>+/1’

t—0 2 t—0
t* 2 (car t3 = o (t?))
- 5 + tgo(t ) 50
2
Ainsi: tel —el +1 ~ —.
t—0 2
x On obtient : -
tel —et +1 5 1
/ - - - ' . 2 _ -
MU(t) - 2 o tz 2

1
¢duit - lim M, (t) = - = Mg(0).
On en déduit lim (1) 5 17(0)

La fonction Mj; est donc continue en 0.

Finalement, la fonction My est de classe C! sur R.

Commentaire .

2
« On pouvait également déterminer le DL & lordre 2 « te! —ef +1=—+ o (t?) »
en appliquant la formule de Taylor-Young & la fonction t — tef — e+ 1'(qui est
bien de classe C? sur R).

o L’utilisation de la formule de Taylor-Young serait un peu plus cohérente au regard
du programme d’ECE. On ne privilégie cependant pas cette méthode ici puisqu’elle
est bien plus chronophage que celle présentée.
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8. Soit « et B deux réels tels que a < 8.
Dans cette question, on note X une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur l'intervalle [«, f].

a) Exprimer Kx en fonction de My, ou la variable aléatoire U a été définie dans la question 7.

Démonstration.

« Montrons que la fonction Kp; est bien définie, i.e. : Vt € R, My (t) > 0.
Soit ¢ € R. Trois cas se présentent :

el —1
t

>0

& el—1<0 (cart<0)
& <1

(par stricte croissance de la

& t<0 fonction In sur ]0, +o0])

La derniére inégalité est vraie, donc, par équivalence, la premiére aussi.
x sit=0,alors: My(0)=1>0.

La fonction Ky est bien définie sur R.

Commentaire .

o L’esprit du sujet est ici de faire I’étude des fonctions Mx et Kx dans le cas particulier
de certaines lois usuelles. C’est pourquoi on exploite ’expression explicite de My pour
démontrer I'existence de K.

« On pourrait en fait démontrer dans un cadre trés général que si Mx () est bien définie,
alors, comme la v.a.r. !X est a valeurs strictement positives : Mx (t) > 0.
On démontrera cette implication dans la partie III qui, elle traite du cas général.

\. J

e De plus, rappelons :
U=U(0,1]) & Y=B-a)U+a=Ua/F])

Ainsi, en notant Y = (8 — ) U + «, on obtient que les v.a.r. Y et X ont méme loi.

« Soit t € R, alors (8 — )t € R. On en déduit, d’aprés la question 5.b), que Ky (t) existe et :
Ky(t) = at+Ky((B—a)t) = at+In (MU((B - a)t))

(on rappelle que, comme la fonction Ky est bien définie sur R, la fonction My aussi et :
Vte R, My(t) >0)

« Enfin, comme les v.a.r. X et Y ont méme loi, alors les v.a.r. etX et 'Y ont méme loi.
Or, comme la fonction My est bien définie sur R, la v.a.r. /¥ admet une espérance strictement

positive. Ainsi, la v.a.r. e/X admet la méme espérance strictement positive, i.e. la fonction
My est définie sur R et : Vt € R, Mx(t) = My(t) > 0.

On en déduit que la fonction Kx est définie sur R et :
VieR, Kx(t) = at+n <MU((B—a)t)). -
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b) Justifier que la fonction Ky est de classe C! sur R et établir 'égalité : Q1(X) = E(X).

Démonstration.

Tout d’abord, la fonction ]/\4\(/] A Mu((ﬁ —a) t) est de classe C! sur R en tant que composée
de fonctions de classe C! sur R (on rappelle que My est de classe C! sur R d’aprés 7.d)).
De plus, comme M (] — 00, +00[) C ]0, +o00[ (démontré dans la question précédente), pour tout
teR:: -

MU(t) = MU((ﬂ - a) t) >0

Ensuite, la fonction ¢ — In <Mu((ﬁ —a) t)) est de classe C! sur R car la composée In oMy de :

x My b My((B—a)t) qui:
- est de classe C! sur R,
- vérifie : My (] — oo, +00[) C |0, +o0]

« In qui est de classe Ct sur |0, +oo].

On en déduit que la fonction Kx est de classe C! sur R
en tant que somme de fonctions de classe C' sur R.

Par définition de Q1(X), on a : Q1(X) = K%(0).

Or, d’aprés la question précédente, pour tout t € R :

(8 — ) My ((B—a)t)
My ((8—a)t)

Kv(t) = a+
On en déduit :

Q1(X) = Kx(0) = a+

My (0)
_ 1
= a+ (8 1a) 2 (d’apres 7.a) et 7.d))
= o+ B;a
_ ot8
2
Finalement, comme X — U([a, 5]) : E(X) = a—;—ﬁ = Q1(X). U

9. Soit un réel A > 0 et soit T une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de paramétre .

a) Déterminer les fonctions Mt et Kp.

Démonstration.

« Soit t € R. Tout d’abord, la quantité My (t) est bien définie si la v.a.r. e!T admet une espérance.
Or, par théoréme de transfert, la v.a.r. e!7 admet une espérance si et seulement si la série

ST et P([T = n]) est absolument convergente.
n=>0
Cette série étant a termes positifs, cela revient a démontrer qu’elle est convergente.
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e Soit NV € N.
N N P\
SSFTP(T=k]) = 3 ekt —'e_>‘ (car T — P (N))
k=0 =0 K
N (et)k NG
— oA
‘ kZ::o k!
X))
— oA
‘ kZ::o k!
:CTL
On reconnait la somme partielle d’ordre N de la série exponentielle —Tenr= Aet. Cette
n>0 n!
série est convergente et :
N by t\k +oo () t\k
Z(e) — (e) :exp()\et)

k=0 k! N—+oo g k!

On en déduit que la série Y. e/ P([T = n]) converge. Ainsi, pour tout ¢ € R, la v.a.r. e!”

n=0
admet une espérance.

On en déduit que la fonction My est définie sur R.

e De plus, soit t e R :

Mr(t) = E(e'T) = e exp(Ae!) = exp (=A+Ae') = exp (A(e' — 1))

My it exp (A(ef — 1))

« On a bien, pour tout t € R : Mp(t) = exp (A(e! — 1)) > 0.

La fonction K7 est donc définie sur R.

o Soit t € R.
Kp(t) = In(Mp(t)) = In(exp(A(e' —1))) = A(e'—1)

Kr:te (et —1)

b) En déduire les cumulants de T'.

Démonstration.

o Tout d’abord, la fonction Kp est de classe C*° sur R en tant que transformée affine de la
fonction exp de classe C*° sur R.

Ainsi, la v.a.r. T admet des cumulants a tout ordre.

« Ensuite, pour tout ¢t € R : K/.(t) = Ae'.
On en déduit, par récurrence immeédiate, que pour tout n € N* : Vt € R, K}n) (t) = Mel.

Ainsi, pour tout n € N* : Q,(X) = K:(pn)(O) =\
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10. Soit Z une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite.

+o00 2
x
a) Justifier pour tout t € R, la convergence de I'intégrale / exp (tw ) ) dx.

—00

Démonstration.
Soit t € R.

+o00 2
T
o L’intégrale impropre / exp <tx — 2) dx est convergente si et seulement si :

—00

0 2
x
— l'intégrale impropre / exp <t:v — 2) dx est convergente.
—0oQ
+o0 5(52
— et 'intégrale impropre / exp <tm — 2) dx est convergente.
0

+o00 2
T
o Démontrons tout d’abord la convergence de 'intégrale impropre / exp <t:v — 2) dx.
0

2
T
La fonction hy : x +— exp | tx — 2> est continue sur [0, +00[.

+o0
Ainsi, l'intégrale / hi(z) dx est impropre seulement en +oo.
0

— Tout d’abord, la fonction h; est continue sur le segment [0, 1].
1
On en déduit que I'intégrale / hi(x) dzx est bien définie.
0

— Par ailleurs :

2
1
x Yz € [1,400[, exp tr—2 )20 et — >0
2 x?
; x? 1
ex r—— = o |—
) P 2 r—+o0 $2
+o00
x / — dx est une intégrale de Riemann, impropre en +oo, d’exposant 2 (> 1).
1 x

Elle est donc convergente.
Par critére de négligeabilité d’intégrales généralisées de fonctions continues positives, 1'in-

+o0
tégrale / hi(x) dz est convergente.
1

+oo
Ainsi, pour tout t € R, I'intégrale impropre / hi(x) dx est convergente.
0

2
La fonction hy est continue sur | — 0o, 0] donc cette intégrale est impropre seulement en —co.

400 2
x
« Il reste & démontrer la convergence de l'intégrale impropre / exp (t:z: — ) dx.
0

En effectuant le changement de variable affine| w = —z | on obtient :

[ D)o - [ en(n )
— —/OJFOO exp <—tu—u;> du = _/0+00 f-t(u) du
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+oo
En appliquant le résultat précédent en —t € R, on conclut que I'intégrale impropre / fot(u) du
0

est convergente.

0
Ainsi, pour tout t € R, I'intégrale impropre / hi(x) dx est convergente.

— 00

“+oo
Pour tout ¢t € R, 'intégrale impropre / hi(x) dzx est bien convergente.

—0o0

Commentaire \

o Le programme officiel précise que « les changements de variables non affines ne seront
pratiqués qu’avec des intégrales sur un segment ». Il est donc autorisé, sous réserve de
convergence, d’effectuer un changement de variable affine sur une intégrale généralisée (ce
qui est fait dans cette question).

« Ici, on pose le changement de variable affine | w = —x | Il faut s’habituer a effectuer ce

changement de variable classique a la volée. Rappelons comment le présenter formellement.

u=—z (et donc z = —u)
—du=—dr e dr=—du
e I =—00 = U=+400

ex=0 = u=0

Ce changement de variable est valide car ¢ : u + —u est de classe C! sur [0, +o0l.

« La fonction intégrande hy :  — etz_é
x n’admet pas d’équivalent plus simple en +oo,
x tend trés rapidement vers 0 en +o0o.
Du fait de ces deux points, on opte dans la démongtration pour un critére de négligeabilité.

De maniére informelle, la présence du terme e~ = produit une convergence extrémement
rapide de h; vers 0 en 4+o00. L’'intégrande h; apparait donc suffisamment petite en +o0o pour
que l'intégrale sur [1, +o00] associée soit convergente. Formellement, cette idée est concrétisée
en comparant h; a I'intégrande x +— #, positive et dont l'intégrale sur [1, +o00[ associée est

convergente.

2 x2
attendu de la question. Prendre I'initiative de la comparaion a la fonction x — :%2 démontre
la bonne compréhension des mécanismes en jeu. Il faut évidemment savoir comment faire
cette démonstration dont on donne ci-dessous les détails :

) . o a? 1 ; )
o La démonstration de la propriété exp |tz — — | = o — | n’est pas forcément un
T — 400

tax—E- 2 2
€ 2 x x _
- .112 et:r 5 — . etz i 0
€T
=2 eT r——+00
En effet :
2 x? U
x en posant u = -, on obtient : lim > = lim 4 — =0 (par croissances comparées).
T—~400 e% u——4oo el
2
. _z
« lim e~ 7 =0.
T—+00 O
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2
b) Montrer que la fonction My est définie sur R et donnée par : Vt € R, Mz(t) = exp <2>
Démonstration.
Soit t € R.

o Le réel Myz(t) existe si et seulement si la v.a.r. e/Z admet une espérance.

Or, par théoréme de transfert, la v.a.r. e admet une espérance si et seulement si I'intégrale

+00
/ e'® fz(x) dx est absolument convergente.
—00

Les fonctions = — e!® et fz étant & valeurs positives sur R (fz est une densité de probabilité),

cela revient & démonter que cette intégrale est convergente.

D’aprés la question précédente, cette intégrale est convergente pour tout ¢ € R.
Ainsi, My est définie sur R.

« Remarquons que pour tout x € | — oo, +o0] :

1 1.2 1 1.2 1 1 2,12 1 1,2
el fZ(I') _ el o3 — e_E(x —2tx) _ -5 (@—t)*+35t° _ 5t

V2m V2m V2w  V2r

e On effectue alors le changement de variable affine| uw=xz —t

u=x—t (et donc x = u —t)
—du= dr et dr= du

e I = —00 = U= —00

e I =400 = U=+
On obtient alors :

+oo 1.9 +0o0
/ e'® fz(x) dv = e2! /

142 /+OO
= e2
—0o0

“+oo
L2 du — ot (car fz est une
- / Jz(u) du = e densité de probabilité)

e~3 @=D? gy

1,2
e 2" du

s
3 S

~—

2
Vit e R, Mz(t) —exp<2)

O

¢) En déduire la valeur de tous les cumulants d’une variable aléatoire qui suit une loi normale

d’espérance p € R et d’écart-type o € R

Démonstration.

« On note Y la v.a.r. définie par : Y = 0 Z + p (ou Z est toujours une v.a.r. de loi N (0,1)).

Alors : Y — N(M,O’2).
De plus, d’aprés la question 5.b), pour tout ¢ tel que ot € Dy :
Ky(t) = pt+ Kz(O't)

e Déterminons donc d’abord K.
x Tout d’abord, remarquons que pour tout t € R : My(t) = ed
Ainsi, Kz est définie sur R, i.e. : Dy = R.
x De plus, pour tout t € R :
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o Soit t € R, alors ot € R = Dy. Ainsi, d’aprés la question 5.b) :
1
Ky(t) = pt+Kz(ot) = pt+ (ot)?

2
Finalement : Ky :t — put + % t2.

« La fonction Ky est de classe C* sur R en tant que fonction polynomiale.

Ainsi, la v.a.r. Y admet des cumulants & tout ordre.

e On a alors, pour tout t € R :
x K (t) = p+ ot et ainsi : Q1(Y) = K}-(0) = p.
x K (t) = 02 et ainsi : Q2(Y) = K{/(0) = o2
x pour tout p € [3, +oo[, Kg))(t) =0etainsi: Q,(Y) = KS(Z))(O) =0.

En conclusion : Q1(Y) = p, Q2(Y) = o2 et pour tout p € N*\ {2}, Q,(Y) = 0.

O

11. Soit (Ty)nen+ une suite de variables aléatoires telles que, pour tout n € N*| la variable aléatoire 7T;,

T,
suit la loi de Poisson de paramétre n. Pour tout n € N*, on pose : W,, = —

—n

N

a) Justifier la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (W),),en+ vers une variable

aléatoire W.

Démonstration.

« Pour tout ¢ € N*, notons X; une v.a.r. de loi de Poisson P (1). On suppose de plus que les

v.a.r. X; sont indépendantes.

n
Alors, par stabilité des lois de Poisson, la v.a.r. S, = Y X; suit la loi de Poisson P (n).

i=1
. . C oA Sn—n
On en déduit que S, et T}, suivent la méme loi. Ainsi, les v.a.r. —

et

T, —

n
=W, ont

NG

méme loi.
« La suite (X;);en+ est constituée de v.a.r. :
x indépendantes,
% de méme loi,
x admettant la méme espérance 1,
x admettant la méme variance 1 # 0.

Ainsi, comme S,, < P (n), la v.a.r. centrée réduite associée a S, est :
. Sn—E(S,)  Sp—n
! V(Sh) vn

o Alors, d’aprés le théoréme central limite :

St L W oou W N(0,1)

n—+00
On adonc:VteR, lim Fg«(t) = ®(t).
n—+o00 n

(la fonction ® est la fonction de répartition de W)

Sp—n T, —

t W, =

N NG

On en déduit : Vx € R, lir_ix_l Fw, (t) = ®(1).
— 00

n

e Orlesvar. S; =

vn

n . R . ) ”_
ont méme loi, donc méme fonction de répartition.

On en conclut que la suite de v.a.r. (W,)pen+ converge en loi vers W ou W — N (0,1).
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Commentaire

T, —
n
systématiquement au théoréme central limite (T'CL).

n o
dans le contexte de convergence de v.a.r. doit faire penser

e La forme de la v.ar. W, =

« De maniére générale, si les X; ont pour espérance m et variance o2, alors :
o Sp—nm
" o\/n
On voit bien apparaitre la division par y/n qui est trés caractéristique de 'utilisation du TCL.

1 n
« Rappelons aussi que si on pose : V,, = — > X;, alors :

n =1

Vi,—m

Vi = /n
o
(on notera : V. = S)
On voit alors apparaitre le produit par \/n qui est aussi caractéristique du TCL.
o Pour pouvoir justifier de ’application de ce théoréme dans cette question, on introduit la
v.a.r. S, qui suit la méme loi que T;, et satisfait bien aux hypothéses du TCL.
On rappelle, comme remarqué en question 3.c), que deux v.a.r. qui suivent la méme loi
ne sont pas forcément égales (on n’a d’ailleurs pas du tout besoin dans cette question de
I’égalité Sn = T,). Cependant on peut raisonnablement penser qu'un candidat précisant

« T, = Z X;» (et non : S, = Z X;) ne serait pas sanctionné.

O]
b) Déterminer la fonction Ky, .
Démonstration.
« Comme T,, < P (n), d’aprés la question 9.a) :
Krp, :t—n(e' —1)
T, —n 1 n 1
« De plus : W, = —/n.
Ainsi, soit t € R, alors — t € R et, d’aprés la question 5.5) :
Vn
1 1
Kw,(t) = —vnt+ Kr, < t) = —Vnt+n (eﬁ - 1)
NLD
t
Finalement : Ky, : t — —/nt+n (eﬁ — 1).
O
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¢) Montrer que pour tout t € R,ona: lim Ky, (t) = Kw(t).

n—-+00o
Démonstration.
Soit t € R.
22
« Tout d’abord : e* =14z + 5 + o (2?).
z—0
t
Or: lim —= = 0. On peut donc appliquer le développement limité précédent en choisissant

n—-4oo n

t
z = —. On obtient :

Vn

2
t
- t (%) t\? t ot 1
V=14 — — - 14— 4+ -
¢ +\/ﬁ+ 2 +n%0+00<<\/’ﬁ> +\/ﬁ+2n+nﬂo+oo n

e On en déduit, d’aprés la question précédente :

t 2 1
Kw (1) = —nt —_— =) -
w, (1) Vn +n<l+\/ﬁ+2n+n;)+w() Z)

12
= = 1
2 Tl
2
On en déduit : nEToo Ky, (t) = 7

2
e Or, comme W < N (0,1), d’aprés la question 10.c¢) : Ky (t) = 5

12
Finalement, pour tout t € R: lim Ky, (t) = 5= Ky (t).

n—-+o0o

Commentaire .

« Soit f une fonction et (a,zq) € R2.
On rappelle la propriété utilisée dans le deuxiéme point :

lim f(z)=a < f(z)=a+ o (1)

1'*)10 zﬁzo

o On peut remarquer que cette question 11. nous fait démontrer, dans le cas par-
ticulier d’une loi de Poisson, I'implication suivante :

%
Wh Nl W = VteR, Ky, (t) e Ky (t)

On peut se poser la question de la généralisation de cette propriété. En effet, il
existe un lien entre Mx et F'x, mais cela serait hors de portée du programme ECE.

41



ECE2 7 décembre 2020
Mathématiques

Partie II1. Cumulant d’ordre 4

Dans cette partie, on considére une variable aléatoire X telle que My est de classe C* sur un intervalle
ouvert I contenant l'origine.

On admet alors que X posséde des moments jusqu’a I’ordre 4 qui coincident avec les dérivées successives
de la fonction Mx en 0. Autrement dit, pour tout k € [1,4], on a : M)((k)(O) = E(XF).

De plus, on pose : pug(X) =E ((X - E(X))4>.

Commentaire

Dans la définition de p4, on sous-entend que la v.a.r. (X —E(X ))4 admet une espérance.

Dans le cours, on démontre les propriétés suivantes :

x si X admet une espérance, il en est de méme de X — E(X) (c’est la v.a.r. centrée associée a X).
Dans ce cas, on a : pu1(X) =E(X —E(X)) = 0.

x si X admet un moment d’ordre 2, il en est de méme de X — E(X).
Dans ce cas, on a : us(X) = IE((X - IE(X))2> =V(X).
(la variance est le moment centré d’ordre 2)

De maniére générale si X admet un moment d’ordre n € N, il en est de méme de X — E(X).
En effet :

(X —E(X))" = 3 <Z> (—EX))"* x*

k=0

Ainsi, la v.ar. (X —E(X))" admet une espérance en tant que combinaison linéaire des v.a.r. X©,
X1, ..., X", qui admettent toutes une espérance.

\.

12. Justifier les égalités : Q1(X) = E(X) et Q2(X) = V(X).

Démonstration.
« La fonction Kx est de classe C* sur I car elle est la composée Kx = InoMyx ot :
x la fonction Mx est :
— est de classe C* sur I,
— telle que Mx(I) C ]0,+o0l.
En effet, comme : V¢t € I, /X >0, 0on a:Vt € I, Mx(t) = E(e!X) > 0.
« la fonction In est de classe C* sur ]0, +ocol.

o Déterminons les dérivées successives de Kx. Soit ¢t € I.

x Tout d’abord : K’ (t) = A@i(t) x M (t).
Qi1(X) = K%(0) (par définition)
= @ MO et e )
= M;: 0 < EX) gﬁ?ﬁéiﬁ!ﬁ%ﬁie}
= = (20) E(X) = E(X)
Q1(X) = E(X)
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x Ensuite : K% (t) = (—(

Q1(X) = K%(0) (par définition)

1 1 (d’apres le résultat
—————— X M4 (0) | M%(0) + ——= x M%(0 o
( (MX(()))2 x( )> x(0) Mx (0) x(0) précédent ent=0¢ I)

(d’aprés le résultat
admis dans l’énoncé)

(d’apres la formule
de Keenig-Huygens)

Commentaire

o On se sert ici du résultat stipulant que toute v.a.r. X qui admet une espérance vérifie :

X>0 = EX)>0 [(%

Ce résultat n’est pas officiellement au programme des classes préparatoires commerciales.
Seul le résultat plus faible suivant (nommé parfois positivité de I'espérance) figure :

X>20 = EX)>0 |(xx)

On notera au passage que ['on obtient le méme résultat en supposant I’hypothése plus faible :
P([X>0]) =1
« Pour démontrer le résultat (x), on peut procéder par I’absurde.
Supposons X > 0 et NON(E(X) > 0) (autrement dit E(X) < 0).
x Comme X > 0 > 0, alors, d’aprés (xx) : E(X) > 0.
Comme E(X) <0, on en déduit E(X) = 0.
E(X)
a
Une probabilité étant toujours positive, on démontre ainsi : Va > 0, IP’( [X > d] ) =0.

x D’apres I'inégalité de Markov : Va > 0, P([X > a]) < =0.

x Démontrons, a l'aide de cette derniére égalité : P([X > 0] ) = 0.

oo dé trats
Pour ce faire, on remarque tout d’abord : [X >0]= |J [X > 1] goizzn;guzgngar

On en déduit : "
P(Ix>0) = P(U [x>1])

(d’apres la propriété de
la limite monotone)

(car ([X > +] )NeN* est une

N—+o00 suite croissante d’événements)
= lim 0=0 P([X>x])=0
N (car P([X > §]) =0)
Absurde ! O
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13. Soit X7 et X5 deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X. On pose : S = X7 — Xo.
a) Montrer que la variable aléatoire .S posséde un moment d’ordre 4 et établir I’égalité :

E(sY) = 2pa(X) +6 (V(X))’

Démonstration.

o D’aprés I’énoncé, les v.a.r. X et Xo ont méme loi que X, v.a.r. qui admet une espérance.
Ainsi E(X;) = E(X) = E(X2) et :

S = X1 —Xo
= X1 - Xo—E(X1)+E(X3)
= (X1 —E(X1)) — (X2 — E(X,))

e On en déduit, a I'aide de la formule du binéme de Newton :

st = (%1 - E(X0) - (X2~ E(Xa)

B0 s (- mra

. (2) (~1)F (X0~ E(x) " (Xz — B(X2)"
k=0

Remarquons alors que :

x les viar. X1 — E(X;) et Xo — E(X3) admettent des moments & tout ordre r € [0,4] car
suivent la méme loi que X — E(X) qui admet un moment d’ordre 4.

x d’apreés le lemme des coalitions, pour tout entier k& € [0,4], les v.a.r. (X1 — E(Xl))4_k et
(Xg — ]E(XQ))k sont indépendantes car X7 et X5 le sont.
On en déduit que pour tout k € [0,4], la v.a.r. (X; — E(Xl))4_k (Xy — E(Xg))k admet une

espérance. Et par propriété de 'espérance :

E((X1 - E(x1)" " (X - E(X2))") = E((X1 —E(x1)"™") B((X2 ~ B(X2))")

La v.a.r. % admet une espérance comme combinaison linéaire de v.a.r. qui
admettent une espérance.

o De plus, par linéarité de I’espérance :

E(SY) = > (:) (—1)F IE((X1 —E(Xl))4_k) E((Xz —E(Xz))k>

k=0
= 1 E((X1-E(X1))

(car X9 —E(X>) est la
v.a.T. centrée associée o Xs)

3 (car X1 —E(X1) est la
1 M E (X2 E(X2)) v.a.r. centrée associée o X1)

+1 E((X: - E(x2))")

= pa(X1) + 6V(Xy) V(X2) + pa(X2)
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Enfin, comme X7 et X5 ont méme loi que X :

V(X1) = V(X) = V(Xp) et pu(Xy) = pa(X) = pa(Xa)

Et ainsi : E(S%) = 2u4(X1) + 6 (V(X)). .

b) Montrer que les fonctions Mg et Kg sont de classe C* sur I et que pour tout t € I, on a :
MP) = KD @) M 3K (1) My(t) + 3 K&(t) MA(L) + Ky(t) MP (¢
g (1) = Kg'(t) Mg(t) + 3 Kg" (t) Mg(t) + 3 Kg(t) Mg(t) + Kg(t) Mg" (t)

Démonstration.
Soit t € I tel que —t € I.

« Comme —t € I, la quantité Mx(—t) est bien définie. On a alors :

Mx(—t) = E(e'¥) = E(!X) = M_x(t)

My, (—t) M_x,(t) (car X et Xo

ont méme loi)

Ainsi, pour tout ¢t € I tel que —t € I, on a : M_x,(t) = Mx,(—t).

o D’autre part :

tS — et(X1—X2) etX1 > e—th

(§]

Les v.a.r. et X1 et et X2 .

x admettent toutes les deux une espérance car My, est définie en t et My, est définie en —¢
(car on a supposé —t € I).

% sont indépendantes d’aprés le lemme des coalitions puisque X; et Xo le sont.

On en déduit que la v.a.r. et X1 x e X2 admet une espérance, donnée par :
E(ets) = E(etXl X e’tX2) = E(etXl) X E(e’”ﬁ)
I I
(d’apres le
M M Mx,(—
s(t) X, (1) X Mxy (=) point précédent)
1

car les v.a.r. Xo et X
Mx (t) x Mx(—t) ( 2 !

ont méme loi que X )

Ainsi, pour tout intervalle J C I symétrique par rapport a l’origine, on a :
vVt e J, Ms(t) = Mx(t) X MX(—t).

En particulier, la fonction Mg est de classe C* sur tout intervalle J C I symétrique par
rapport & l'origine, comme produit de fonctions de classe C* sur cet intervalle. On en
déduit, comme en question 12, que la fonction Kg est elle aussi de classe C* sur J.

Dans la suite, on note J C I un intervalle symétrique par rapport a l'origine. Soit t € J.
1
o Tout d’abord : K4(t) = ———~ x M4(t).
S( ) Mg (t) S( )

On en déduit : Vt € J, Mg(t) = Kg(t) x Mg(t).
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Commentaire

« En remarquant : (MS)(4) (t) = (M’S)(S) (t), on obtient :

(0s)"
( XMS) )
@)
( Kg x Ms) ) (t)
, @
= (K4 x Ms+ Kg x M) (1)
) &)
= (K% x Ms + K x Mg)') (1)
&)
= ((KY x Ms + K§ x M) + (K§ x M+ K x Mg)) (1)
M
= (K4 x Ms +2 K4 x Mg+ K x M§) (1)
= (K2 x M+ K x M) +2 (K x M+ K4 x ME) + (K x MY+ K x MZ') ) (1)
— (K4 M+ 3KY x My +3 K4 x Mg+ K x MY ) (1)

K () Ms(t) + 3 K (8) Mg(#) +3 K§(t) MY(H) + K (t) M (8)

vt e J, MO (t) = KU () Mo(t) + 3 K (1) My(t) + 3 KL(t) MY(E) + K1) MY (1)

« Lors de ’étude de Mg(t) (pour t € I) la quantité Mx,(—t) apparait naturellement. Or,
cette quantité existe seulement si —t € I. C’est pourquoi on a décidé dans cette question
de restreindre & la démonstration & un intervalle J C I symétrique par rapport a l’origine.

o Dans la correction, on a déterminé la dérivée quatriéme de Mg en dérivant successivement
trois fois la fonction M. On aurait pu utiliser directement la formule de Leibniz qui stipule
que si f,g: I — R sont deux fonctions n fois dérivables sur un intervalle I, on a :

mn

(Fxg)™ = 3 (Z) FOR) o g8

k=0

Cette formule n’apparait pas explicitement dans le programme ECE (mais est bien présente
dans le programme ECS de premiére année). Il est toutefois trés classique de la présenter
lors de la premiére année ECE. On pouvait 'utiliser directement ici et écrire :

(Ms)(4)(t) _ (Mg)(3)(t) _ i <2> Kg(S—k) « (MS)(k)
3

- Ké4’ (1) Mis(t) +3 K (6) My(t) + 3 K5(0) MY () + K5 (1) M (1)

La présence des coefficients 1, 3, 3, 1 dans la formule & démontrer doit mettre sur la piste
de I'utilisation d’une formule utilisant les coefficients binomiaux. 0
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¢) En déduire I'égalité : E(S*) = Q4(S) +3 (V(9))>.

Démonstration.
« Notons tout d’abord que la fonction Mg est de classe C* sur l'intervalle J (qu'on peut choisir
ouvert) qui contient l'origine. On admet donc, comme dans 1’énoncé :

vk € [1,4], MP(0) = E(5)

e La v.a.r. S vérifiant les mémes hypothéses que la v.a.r. X de début de la Partie III, on en
déduit, que le résultat de la question 12 est vérifié pour la v.a.r. S. Plus précisément :

Q1(5) =E(S) et Q2(S)=V(S5)
Remarquons au passage :
E(S) = E(Xi-X»)

= E(X)) - E(X3) (par linéarité de Uespérance)
= EX)-E(X) = 0  (car X1 et Xo ont méme loi que X)
Et ainsi :
V(S) = E(S?) - (B(87)7  (dapres la formule de Kwnig-Huygens)
= E(5?)
« On applique alors 'égalité précédente a t =0 € J :
MP(0)
= KP0)x Ms(0) + 3K (0)x ML(0) + 3KL0)x MLO) + K4(0)x MY (0)
= Qu(S) x Ms(0) + 3Qs(S) x ML(0) + 3Qs(S)x MLO) + Qi(S)x M (0)
= Qi) xE(”) + 3Qs3(S)xE(S) + 3QaS)xE(S?) + Qi(S)xE(S?)
= Q4(9) +  3Qs3(S)xEE)  + 3V(S)xE(S?) + ES) xE(S?)
= Qu(S) +3V(S) x V(S)
On a bien : E(SY) = M{(0) = Qu(S)+ 3 (V(S))*. 0

14. Justifier que le cumulant d’ordre 4 de X est donné par la relation : Q4(X) = pa(X)—3 (V(X))Q.

Démonstration.
« Tout d’abord :
Qi(S) = E(S%) —3(V(9))? (d’aprés la question 13.c))

- (2 11a(X) + 6 (V(X))Q) —3(V(5))? (d’apres la question 13.a))
- (2 114(X) + 6 (V(X))2> — 3 (V(X; — X3))?
= (2m0) + 0 (VO0)) s (v )t
= (2p(X) +6 (V(X))*) = 3 (V(X1) + (-1)? V(X))
- (2 pa(X) + 6 (V(X))Q) —3(V(X) + V(X))? (car X1 et Xo ont méme loi que X)
= 2u4(X) +6 (V(X))? =12 (V(X))® = 2u4(X) — 6 (V(X))?
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« Il reste alors & exprimer Q4(S) en fonction de Q4(X).

Rappelons tout d’abord qu’on a démontré en question 13.b) que pour tout t € J :

On en conclut :

Mx (t) Mx(—t)

Kg(t) = In (Mg(t))

= In (Mx(t) XMx(*t))
= In(Mx(t)) +1In (Mx(-t))

= Kx(t) + Kx(=t)

Ainsi, par dérivations successives des deux membres de cette égalité :

K(t)
donc K4(t)
ot K& @)

enfin Kgl) (t)

En particulier, pour t =0 € J :

Q4(S5)

o On en conclut, d’aprés ce qui précéde :

2Q4(X)

Ky (t) — K (1)

K% () = (= Kx (=)
K (t) + Ky (1)

KQ ) - k(1)

K@)+ K (-t)

+KQ0) = 250
I
2Q4(X)

2 14(X) — 6 (V(X))”

Finalement : Q4(X) = pus(X) — 3 (V(X))*. 0
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