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DS5 (version B)

Exercice (HEC 2015)

Soit m un entier supérieur ou égal a 2 et & = (e, ea,...,e,) la base canonique de R".
n
Soit v un vecteur donné de R” de coordonnées vy, vs, ..., v, dans la base & et qui vérifie > v; = 1.
i=1
Soit f 'application définie sur R™ qui & tout vecteur x = (z1, x9,...,x,) € R™, associe le vecteur f(z)
n
deéfini par : f(z) =z — (Z 3:1) -0,
i=1

1. a) Montrer que f est un endomorphisme de R”.

Démonstration.

« Montrons que f est une application linéaire.
Soit (A, p) € R2. Soit (x,y) € (R™)2. Alors il existe (z1,...,Tn,Y1,...,Yn) € R?" tels que :

r=(z1,%2,...,2n) €t Y= (y1,92,---,Yn)

Par définition de f :

fiz+p-y) = Azt+p-y) - <§(Axi+uyi)>'v

n n

= A-ﬂfﬂt-y—(AZ Ti+ Yy yz> -V
=1 =1

n n

= A-x+u-y—A<Z xz> -v—u<2 yz->~v

i=1 =1

(o= (Sa) o) rae (= (S w) o)

= A f@)+u 1)

L’application f est linéaire.
« Montrons que f(R") C R", i.e. : Vo € R", f(z) € R".
n
Soit x = (z1,...,2,) € R™ Alors: > x; € R.
=1

n

> :El> - .
i=1
Ainsi, f(z) apprait comme combinaison linéaire des vecteurs de R", = et v.

Comme R” est un espace vectoriel, on a bien : f(x) € R™.

On rappelle que : f(z) = x — (

L’application f est & valeurs dans R".

L’application f est un endomorphisme de R™.
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b) Montrer que fo f = f.

Démonstration.
Soit = (z1,...,x,) € R™

(fof)x) = f(fx) = f

= f(x)—(i x;) - (v—") (caréjlvizl)

On en déduit : fo f = f.

= f(z)— (i xZ> - f(v) (par linéarité de f)
)
)

Commentaire

aux applications f € Z(FE) qui vérifient :

fof =

classiques (mais hors programme).

\.

Dans cet exercice, on s’intéresse aux endomorphismes idempotents de F, c’est-a-dire

Ces applications sont appelées des projecteurs. On en étudie ici quelques propriétés

2. Déterminer le spectre de f.

Démonstration.

o D’apres la question précédente : f o f — f = 04 gn). Autrement dit : f?—f= 0.2 (®rn)-

On en déduit que le polynéme :
RX) = X?-X = X(X-1)

est un polynéme annulateur de I’endomorphisme f.

Ainsi : Sp(f) C {racines de Q} = {0, 1}.

o On remarque alors :

n
flv) = v—(Zvi)-v =v—1-v = Ogn
i=1
n ’U#O]Rn
Or v # Ogn car v; =1. Do : .
B z; {f(v)ZURn

On en déduit que v est un vecteur propre de f associé a la valeur propre 0.

Ainsi, 0 est valeur propre de f.
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o Soit x € R™. D’apreés ce qui précéde :

f(f(@) = flx) = 1-f(x)
Ainsi, tout vecteur f(z) non nul est un vecteur propre de f associé a la valeur propre 1.
Il s’agit alors de démontrer qu'un tel élément existe. Pour ce faire, démontrons : f # 0. ®n).
On procede par I'absurde. Supposons : f = 0g®n).
Alors : Vo € R", f(x) = Ogn.

Ainsi : Vz e R", 2z = (Z 931) -v € Vect (v). Ce qui démontre : R™ C Vect (v).
i=1
On en conclut :
dim (R") < dim (Vect (v))

n 1

Impossible car n > 2 > 1!

On a donc : f # 0ggn).
Ainsi, il existe x € R" tel que f(x) # Ogn.

Comme f(f(:r:)) = f(x) = 1- f(z), on en conclut que 1 est valeur propre de f.

Finalement : Sp(f) = {0, 1}.

Commentaire \

« L’application f est définie a I’aide du vecteur v. Penser a déterminer f(v), dés la lecture
de cette définition, est un bon réflexe. Il faut alors penser a utiliser ce calcul au bon
moment : pour démontrer que 0 est bien une valeur propre de f puisque v en est un
vecteur propre.

o Il est plus difficile de trouver un vecteur propre associé a la valeur propre 1.
On se sert pour cette question du résultat suivant : Vu € Im(f), f(u) = u.

Cette relation est vraie pour tout projecteur f et se démontre grace a la relation :
fof=f(cest ce qui a été fait dans le corrigé de cette question et dans la suivante).

o Il est important de penser & la notion de polynéme annulateur dés que 1’énoncé met
en jeu des puissances de matrices ou des itérées d’applications linéaires.
Ce réflexe permet de démontrer 1'étape :Sp(f) C {0,1}.

S’il est évidemment préférable d’écrire toutes les étapes de démonstration d’une ques-
tion, chacune d’entre elles rapporte des points. Il est donc vivement conseillé d’écrire
la premiére étape de démonstration quitte a admettre celles qui suivent.

\. J

3. a) Montrer que le vecteur y appartient a I'image de f, notée Im(f), si et seulement si f(y) = y.
Démonstration.
Soit y € R™.
(=) Supposons : y € Im(f). Alors il existe 2z € R" tel que : y = f(z).
On obtient alors :

fy) = f(f@) = (fof)(@) = flz) =y

(<) Supposons : f(y
Alors, = £(y)

m\_/
=4
=
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Commentaire \

o Les exercices d’algébre du TOP3 sont souvent plus théoriques, et peuvent donc paraitre
plus abruptes, que leurs homologues de TOP5. Pourtant, on se rend compte & la lecture de
cette démonstration que de tels exercices peuvent donner lieu & des questions trés simples.
L’idée est ici de vérifier que les définitions de base (ici celle de I'image d’une application
linéaire) sont bien connues. En déroulant ces définitions, on obtient le résultat.

o Plus précisément, une telle question commence par la mise en place d’'une structure de
démonstration. Il faut savoir démontrer :

x une propriété quantifiée universellement : Vo € E, p(x)
Soit zx e B ...

x une propriété quantifiée existentiellement : 3x € F, p(x)
(il s’agit alors d’exhiber un élément x € E qui vérifie la propriété p)

% une inclusion d’ensemble : A C B
Soit rt € A ... alors z € B

x une égalité d’ensemble : A = B
(on procede par double inclusion a aide de la structure de démonstration précédente)

x une implication : p = ¢
Supposons p et démontrons q.

x une équivalence : p < q
(on procéde par double implication a l'aide de la structure de démonstration précédente)

Ce n’est qu’une fois la structure de démonstration en place que 'on déroule les définitions.

o Précisons la maniére d’agir dans cette question.

Supposons : y € Im(f).
I1 existe donc z € R™ tel que : y = f(z). Alors :

fly) =+

Ainsi : f(y)=y.

lo loo I~ o ot I lwo o =

Supposons : f(y) =y.

On a bien trouvé x € R" tel que : y = f(x).
Ainsi : y € Im(f).

Iz

-
—_

x Leslignes 1, 6, 8 et 11 correspondent a la mise en place de la structure de démonstration :
il s’agit de démontrer une équivalence, on procéde donc par double implication.

x Les lignes 2 et 10 correspondent au déroulé de la définition de 'image d’une application
linéaire. Dire : y € Im(f), c’est exactement dire qu’il existe z € R™ tel que : y = f(x).

x La ligne 3 correspond au déroulé de 'implication : on souhaite démontrer que f(y) = y.
Cela permet d’écrire le début de la ligne 3 ainsi que le résultat en ligne 5.

C’est seulement & ce moment 1a que I'on rentre dans la phase de démonstration & proprement
parler et que I'on s’intéresse aux hypothéses (ici f o f = f).

o Le message est clair : sur les 10 lignes de rédactions, 7 proviennent de la présentation et
seules 3 correspondent a la démonstration. Il n’est donc pas acceptable de ne pas savoir
commencer ce type de questions, car cela démontre un défaut de connaissance du cours
(définitions du chapitre et / ou structures de démonstration).
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b) Montrer que la dimension de Im(f) est inférieure ou égale a n — 1.

Démonstration.

« D’aprés la question 2., 0 est valeur propre de f. Donc : Ker(f) # {Orn}.
On en déduit : dim(Ker(f)) > 1.

o Ainsi, d’aprés le théoréme du rang :
dim(R") = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) > 1+ dim(Im(f))

I
n

Comme n > 1+ dim(Im(f)), on a bien : dim(Im(f)) <n — 1. 0

¢) Montrer que pour tout i € [1,n — 1], on a : (e; — e;11) € Im(f).

Démonstration.
Soit ¢ € [1,n — 1].
o Pour tout j € [1,n], notons : e; = (e},e?, .. .,e?). Alors, par définition de e; :

1 sik=jy
0 sinon

Vk € [1,n], eé‘? = {

n
el . k _
Ainsi : ];_1 e] = 1.

« On obtient alors :
fleo)=e—1-v=¢—v

De méme : f(e;j+1) = ej+1 — v.
On en déduit, par linéarité de f :

flei—eiv1) = f(ei) — fleir1) = (€i —w) — (€iv1 —¥) =e€; — i

D’aprés la question 3.a), on en déduit : (e; — e;41) € Im(f).

Vi€ [1,n— 1], (ei — ei+1) € Im(f) O

d) En déduire une base et la dimension de Im(f). Quel est le rang de f?

Démonstration.
« Montrons que la famille (e; — ez, €2 —€3,...,€,-1 — €5,) est une famille libre de Im(f).

x D’apreés la question précédente :
Vi e [[17n - 1]]7 (62‘ - ei—l-l) € Im(f)

x Démoontrons maintenant que cette famille est libre.
Soit (A1, A2,...,An_1) € R"1. Supposons :

A-(er—e2)+ A2 (e2—e3)+ -+ A1 (en—1 —€p) = Opn (*)
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Or: (*) S A -e +(>\2f)\1)-62+"'+()\n,1 f>\n72)'6n71 + M—1 - €, = Opn

A1 = 0
A1+ A =
o . (car (e1,...,ep) est
une base de R™)
- )\n72 + )\nfl =0
)\n—l =0
& {M=h==X2=X_1=0
(par remontées successives)
La famille (e; — ez, e2 —e3,...,e,_1 — €,) est une famille libre de Im(f).

e On en déduit :
dim(Im(f)) > Card((e; —e2,e2 —€3,...,en—1 —€p)) =n—1

Or, d’aprés la question 3.b) : dim(Im(f)) < n — 1.
On en déduit : dim(Im(f)) =n—1

o Ainsi, la famille (e; — ea,ea —€3,...,ep-1 —€p) :
x est une famille libre de Im(f),

x vérifie : Card((e; —e2,e2 —€3,...,en—1 —ep)) =n — 1 = dim(Im(f))

On en déduit que (e; — eg, €9 —€3,...,€,_1 — €5) est une base de Im(f).
De plus : rg(f) = dim(Im(f)) =n — 1.

Commentaire \

Les énoncés de type HEC / ESSEC se distinguent des énoncés EML / EDHEC par un décou-
page plus faible des questions qui oblige & prendre plus d’initiatives. Ici, la formulation de la
question « En déduire que ... » doit aider a comprendre qu’il s’agit de se servir du résultat
précédent. En question précédente, on exhibe (n—1) vecteurs de Im(f). Il s’agit alors de tester

si la famille constituée de ces vecteurs est une base de Im(f).
\ D 7

4. a) Déterminer une base du noyau de f.

Démonstration.

o D’aprés le théoréme du rang :

dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R")

On en déduit : dim(Ker(f)) =n—(n—1) = 1.
o D’aprés la question 2. :
x v € Ker(f),

x U 7& O]Rn.
La famille (v) forme donc une famille libre de Ker(f).
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« La famille (v) est donc :
x une famille libre de Ker(f),
1=

x telle que : Card((v)) = dim(Ker(f)).

On en déduit que (v) est une base de Ker(f).

O
b) Quels sont les sous-espaces propres de f 7
Démonstration.
o On a déja, d’aprés la question 4.a) :
Eo(f) = Ker(f —0r-id) = Ker(f) = Vect (v)
On en déduit : Ey(f) = Vect (v).
o Soit y € R™. D’aprés la question 3.a) :
yelm(f) & fy)=y < yeE(/)
On en déduit : Im(f) = E1(f).
D’aprés la question 3.d), on obtient :
Ei(f) = Im(f) = Vect(eg —eaz,e9 —€3,...,6n-1 — €p) =
¢) L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?
Démonstration.
D’apres les questions 8.d), 4.a) et 4.b) :
dim(Eo(f)) + dim(E1(f)) = 1+ (n—1) = n = dim(R")
On en déduit que f est diagonalisable. O

5. Ecrire la matrice M de I’endomorphisme f dans la base canonique de R™ et la matrice M’ de f
dans une base de vecteurs propres.

Démonstration.
e Soit i € [1,n]. On a déja montré en question 3.c) :

flei)) = e—v

n
= e~ |2 v]-e
=1

= (—v)-e1 4+ (—vic1) i1+ (L —v) -6 + (—vig1) - €ix1 + -+ (—vp) - €n

—vy
—Vj—1
D’ou : Matgz(f(ei)) = | 1— v
—Ui+1
—up
1-— U1 —U1 cee —U1 —U1
—U2 1—v9 --- —U2 —V2
On obtient alors : M =
—Un—-1 —Up—-1 -°° 1- Un—1 —Un-1
—Un —Un te —Un 1—wy,
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o On sait que :
x d’apreés la question 2. : Sp(f) = {0,1},
x d’aprés la question 4.a), (v) est une base de Ey(f),

x d’aprés la question 3.d), (e; —e2,e2 —e3,...,e,_1 — €,) est une base de Im(f) = E1(f).
On en déduit que la famille &' = (v,e; — e3,€2 — €3,...,e,1 — €5) est une base de vecteurs
propres de f.
0
0
x Comme v € Ey(f), alors : f(v) = Ogn. D’ott : Matg (f(v)) = | .
0

x Comme (e; —e2) € Eq(f) :

f(€1—62):61—62:0’1)4-1‘(61—62)+0'(€2—63)+"’+0’(6n_1—6n)

o = O

D’ou : Mat g (f(el - 62)) =

[T

X e

x Comme (ep—1 —ep) € E1(f) :

f(en—l_en):en—l_enZO‘U+O'(61_62)+"‘+0‘(en—Q_en—1)+1'(en—l_€n)

0
D’ou : Mat g (f(e1 - 62)) = O
1
On obtient alors : M’ = | . .
0 0 1 O

Commentaire

Prenons un peu de recul sur le théme développé dans cet exercice : les projecteurs. Notons p un
projecteur de F, c’est-a-dire un endomorphisme de E vérifiant :

pep = p

o Lors de I'étude de p, on considére généralement les espaces vectoriels suivants :
x F = Ker(p) : c’est 'ensemble des vecteurs annulés par p.

x G = Ker(p —id) : c’est 'ensemble des vecteurs invariants par p.
En effet, si z € G, alors : (p —id)(z) = Og et donc p(z) = =.

Dés lors, on comprend pourquoi un endomorphisme idempotent p € Z(FE) est appelé projecteur
sur GG perpendiculairement a F'.
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Commentaire

« On peut aussi étudier les projecteurs dans le cadre de la réduction (comme dans cet exercice).
On suppose que F' # {0g} et G # {0g}. Alors :

F =Ker(p) = Eo(p) et G =Ker(p—id) = Ei(p)
Comme démontré en question , on a de plus : Im(p) = Ker(p — id). Ainsi, par théoréme du rang :
dim(E) = dim (Im(p)) + dim (Ker(p))
= dim (Ker(idg — p)) + dim (Ker(p)) (d’apres 2.b))
= dim (Ei(p)) + dim (Eo(p))

On en déduit que p est diagonalisable.

e On peut méme démontrer :
E = Ker(p) & Ker(p—id)

Cette égalité signifie que tout vecteur de E s’écrit de maniére unique sous la forme d’une somme
d’un vecteur de Ker(p) et d’'un vecteur de Ker(p — id).
Autrement dit :

Ve € E,3!(y,2) € Ker(p) x Ker(p —id), x =y + 2

Considérons alors la famille 8 = %, U %) obtenue en concaténant une base %, de Ey(p) = Ker(p)
et une base #; de E;(p) = Ker(p — id).

Cette famille est libre par construction.

De plus, elle est génératrice de E par la décomposition précédente E = F' 4+ G (tout vecteur de E
peut s’écrire comme somme d’'un vecteur de F' et d’un vecteur de G).

Finalement £ est une base de vecteurs propres et p s’écrit dans cette base comme matrice diagonale
dont la diagonale ne contient que des 0 et des 1.
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Probléme (HEC 2018)

Dans tout le probléme :

« toutes les variables aléatoires introduites sont supposées définies sur un méme espace probabilisé
(o, P);
« on note n un entier supérieur ou égal a 2.

L’objet du probleme est [’étude de sommes de variables aléatoires suivant une loi de Bernoulli de méme
parameétre, mais qui ne sont pas nécessairement indépendantes.

Les parties II et I1I sont indépendantes de la partie 1.

Dans cette partie, on considére des variables aléatoires X1, Xo, ..., X, suivant chacune la méme loi de
Bernoulli de paramétre p avec 0 < p < 1, c’est a dire :

ke [Ln], P(Xp=1) =p et P(Xe=0)=1—p
On suppose que pour tout couple (k,f) € [1,n]? avec k # £, le coefficient de corrélation linéaire des

variables Xy et Xy est le méme; on note r ce coefficient. On a donc :

V(k, ) € [1,n]? COV(Xk’X@:{ 1 sik=1

VXV(X,) | v sik#¢

1. a) Dans les cas (i) et (ii) suivants, calculer la valeur de r et exprimer la variance de la variable
n

aléatoire Y X} en fonction de n et p.

k=1
(i) Les variables aléatoires X1, Xo, ..., X, sont mutuellement indépendantes.
(ii) Les variables aléatoires X1, Xo, ..., X, sont toutes égales.
n
De plus, préciser la loi de > X} dans chacun des deux cas précédents.
k=1
Démonstration.

(i) Supposons que les v.a.r. Xi, ..., X, sont indépendantes. Soit (k,£) € [1,n]? tel que : k # .

Alors :
Cov (X, X¢)

V(Xk) V(X)

0 (car, comme k # £, Xy, et X,
V(X)) V(Xy) sont indépendantes)

On en déduit : r = 0.

n
La v.a.r. Y. Xj admet une variance en tant que somme de v.a.r. qui en admettent une. On

k=1
rappelle : Vk € [1,n], X < B (p). Par indépendance de X1, ..., X, :

V(kz: Xk) - kzi:l ViX) = k:zi:l (p(l—p)) = no(1-p)

V(é Xk) =np(l—-p)

Enfin, comme X7, ..., X, sont indépendantes, par stabilité des lois binomiales :

k=1

10
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(ii) Siles v.ar. Xy, ..., X, sont égales, alors :
V(k,0) € [1,n]?, Cov(Xy, Xy) = Cov(X1, X1) = V(X7)
Donc, pour tout k # £ :

Cov(Xg, Xy) _ V(X) _ V(X1) .
V(X)) V(X) VX)) V(X))  V(X1)

r=1

n

On l'a précisé dans le point précédent : la v.ar. > Xj admet une variance en tant que
k=1

somme de v.a.r. qui en admettent une. Comme les v.a.r. Xq, ..., X,, sont égales :

n n
Z Xk = Z Xl = nX1
k=1

On en déduit :

n
« On note S,, = > X =nX;j.
k=1

Comme X;(€2) = {0, 1}, on obtient : S,,(Q2) = {0,n}.

e Deplus: P([S, =0]) = P([nX,=0]) = P([X1=0]) = 1—p.
Comme la famille ([S,, = 0], [S, = n]) est un systéme complet d’événements :

P([Sn=n]) = 1-P([S=0]) = XY= —-p) =p

Commentaire

o Dans le programme ECE, les calculs de covariance ne sont introduits que pour les v.a.r.
discrétes. On peut préciser la valeur de la variance d’une somme de v.a.r. discrétes a l'aide
de 'opérateur de covariance. Plus précisément, si X; et X5 sont deux v.a.r. discrétes qui
admettent un moment d’ordre 2, alors X; + X9 admet une variance donnée par :

V(Xl + XQ) = V(Xl) + 2 COV(XI,XQ) +V(X2)

o Le résultat précédent n’est pas donné dans le cas de v.a.r. quelconques. Cela se justifie par
le fait que la définition de Cov (X7, X3) (qui requiert le calcul de I’espérance d’un produit)
n’est défini, dans le programme ECE, que dans le cadre de v.a.r. discrétes. Rappelons que
si X7 et X9 admettent une variance :

COV(Xl,XQ) = E(XlXQ) —E(XlXQ)

(par la formule de Koenig-Huygens, on récupére alors : Cov(Xi,X1) = V(Xy))

11
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k

b) Montrer que pour tout k € [1,n], la variance de la variable aléatoire )  X; est donnée par la
i=1
formule : i
V(X Xi) = kp(L=p)(1+ (k= 1)r)
i=1
Démonstration. i
Soit k € [1,n]. On l'a déja précisé : Y X; admet une variance. De plus :
i=1
k k k
V(Z Xz) = Z Z COV(XZ',X]') = Z COV(XZ',X]‘)
i=1 i=1 \j=1 1<i,j<k
= Z COV(XZ',X]') + Z COV(Xi,Xj)
1<i,j<k 1<i,j<k
i=j i#j
= LVX)+ X Cov(X; X))
i=1 1<ij<k
i
k
= Y pl-p+ > V(X)) V(X) (par définition de 1)
=1 1<i,j<k
i ]
= kpl-p)+ X r/p1-p)p(l-p)
1<i,j<k
i# ]

= Ekp(l—p)+Ek(k—1)7p1—p)

En effet : Card ([[1,k]]2\{(¢,j)e [[1,k]]2yi:j}) — Kk =k (k—1).

k

On obtient bien, en factorisant : V( 1 Xi) = kp(l—p) (14 (k—-1)r).

1=

Commentaire

o La formule étant donnée dans 1’énoncé, on pouvait procéder par récurrence sur k.
Pour I'étape d’hérédité, on remarque :

)

v(Ex) = V(T X xe) = v (Ex) 2 covn(

k
=1 —

Xi, Xk+1> + V(Xkt1)
1

o On utilise dans cette question la généralisation, pour k£ v.a.r. , de la formule donnant la
somme d’une variance de v.a.r. discrétes admettant un moment d’ordre 2.

k
V(Z Xi) _ VX)+ Y Cov(Xi, X;)
i=1 =1 1<ij<k
i# ]
k
i=1 1<i<j<k

La deuxiéme égalité se déduit de la premiére par symétrie de l'opérateur Cov(.,.).
Il est conseillé de connaitre ces égalités, parfois présentes a I’écrit et fréquemment utilisés
a l'oral de mathématiques de HEC.

12



ECE2
Mathématiques

9 janvier 2021

Commentaire

le programme. Nous donnons ci-dessous sa démonstration.

V(iil Xi>

Z COV(XZ',X]')

La généralisation de la formule de la variance de la somme n’est pas explicitement donnée dans

(par linéarité a gauche
de Uopérateur Cov(.,.))

(par linéarité & droite
de lopérateur Cov(.,.))

1<ij<k
= Z COV(Xi,Xj) + Z COV(XZ',X]')
1<4,j<k 1<i,j<k
i=j i 4]
k
= Z COV(XZ',XZ') + Z COV(Xi,Xj)
i=1 1<ij<k
i#j
k
= Z V(XZ) + Z COV(XZ‘, Xj)
i=1 1<4,j<k
i#] O
¢) En déduire que le coefficient r est au moins égal & 7
"’L [e—
Démonstration.
D’aprés la formule de la question précédente, appliquée avec k =n :
n
V(X Xi) = np(l=p)(1+(n—1)r)
i=1
n
Une variance étant toujours positive : V(Z Xz-) > 0.
i=1
1
Ainsi, en multipliant par a ] > 0, on obtient :
n _
I+(n—-1)r > 0
donc (n—-1)r > -1
1
et ainsi D (carn—1>0)
n J—
1
Ainsi: r > — .

13
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2. On suppose dans cette question que n est au moins égal a 2.

a) Montrer que 7 est égal & —1 si et seulement si on a : P([X; =1]N[X2=1]) =p(2p —1).

Démonstration.

o Par définition :
COV(Xl, XQ)
VV(X1)V(X2)
E(X1Xz) —E(X1) E(X2)
V(X1)V(Xs)

E(X1X5) —p?
= —— car X; — B(p
P (car X, = B ()
e Les v.ar. X; suivant toutes la méme loi de Bernoulli, on sait : X1(2) = X2(Q2) = {0, 1}.
Ainsi, (X1X2) (Q) = {0,1}. Plus précisément, pour tout w € Q :
(XlXQ)(w) =1 & Xl(w)Xg(w) =1
= Xl(w) =1 ET Xg(w) =1
= wE[Xlzl]ﬂ[ngl]

En notant u = P([X; = 1] N[Xz = 1] ), on obtient : X1 X < B (u).

e On en déduit que la v.a.r. X1 X5 admet une espérance donnée par :

E(X1X2) = u
o Finalement, on obtient :
e
p(1—p)
& u—p*=-—p(l-p)
& u=p*—p(l-p)
& u=p (- (1-p)

Onendéduit: r=-1 & P([X;=1N[X,=1])=p (2p—1).

b) Que vaut alors P([X; =0]N[X,=0])?

Démonstration.

On suppose dans cette question : r = —1.

Ainsi, d’aprés la question précédente : IP’( (X1 =1Nn[Xy= 1]) =p(2p—1).

« La famille ([X2 = 0], [X2 = 1]) forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par la formule des probabilités totales :

P([X;=0]) = P([X1=0]N[X2=0]) +P([X1 =0]N[X;=1])

De plus : P([X; =0]) =1 —p car X1 — B(p).

14
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o Il reste alors & déterminer P([X; = 0] N [Xy =1]).
On raisonne alors avec le systéme complet ([X; = 0], [X; = 1]).
D’aprés la formule des probabilités totales :

P([X2=1]) = P([Xi =0]N[X2=1]) +P([X; =1]N[X2=1])
Ainsi, on en déduit :

P([X1=0n[X2=1]) = P([X2=1]) - P([X1i=1n[X2=1])

« On obtient alors :
P([X1=0/N[X2=0]) = P([X1=0]) — P([X1=0]N[X3=1])
= (1-p - 2p (1-p)
= (1-p) (1-2p)

Sir=—1,alors P([X; =0]N[X2=0]) = (1—p) (1-2p).

Commentaire

e On a démontré dans cette question :

P([X1=0]) = P([X1 =0]N[X2=0]) +P([X1=0]N[Xz=1])

P([X;=0]) = P([X1=0]N[X2=0]) +P([X1=1]N[X;=0])

Comme X; et X5 suivent la méme loi : IP( (X1 = O]) = IP’( [Xo = 0] )
On en déduit alors :

P([X;=0n[X2=1]) = P([X1=0]

P([X1=0]N[X=1]) = P([X; =1]N[X3=0])

Cette propriété semble assez naturelle puisque les v.a.r. X; semblent jouer un roéle symétrique.
Pour autant, il n’y a pas lieu de l'affirmer sans démonstration.

o Il était aussi possible de faire une démonstration réutilisant la question précédente. Cette
démonstration est plus subtile mais utilise des propriétés qu’il convient de maitriser. On la
présente dans la remarque suivante.
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Commentaire

« Pour tout 7 € [1,n], on note : ¥; =1 — X;. Alors : Vi € [1,n], ¥; — B(1 —p).
En effet, Y;(©2) = {0,1} et :

= P(1-X;=0]) = P([X;=1]) = p

J) = 1-P([Vi=0]) = 1-p

=
—
&
I
= <
SN—"

Dans la suite, on note ¢ = 1 — p, de sorte que : Vi € [1,n], Y; <= B(q).

o Les v.a.r. Y7 et Yy admettent chacune un moment d’ordre 2.
Ainsi, Y7 et Y5 admettent un coefficient de corrélation linéaire. En appliquant le résultat de
la question précédente a Y7, Yo, on obtient :

p(Y1,Y2) =—-1 < P(Yi=1N[Y2=1])=q (2¢—1)
& P([X1=0N[X2=0])=(1-p) (2(1-p) -1
& P([X1=0N[X2=0])=(1-p) (1-2p)

« Nous allons maintenant démontrer : p(Y7,Y2) = p(X1, X2).
Remarquons tout d’abord que pour tout ¢ € [1,7n] :

V(y;) = V1 -X;) = V(X;)
Ensuite :

COV(Y&, }/2) = COV(l — Xl, 1-— X2)

(par linéarité o gauche

= Cov(l,1—=X3) = Cov(Xy, 1 - X3) de lopérateur Cov(.,.))

(par linéarité a droite

= COV(l, 1— XQ) - COV(_Xl7 1) + COV(Xl, XQ) de l’opérateur COV(. ))

== COV(Xl, X2)
En effet, pour toute v.a.r. discréte V admettant un moment d’ordre 1 :

Cov(1,V)=Cov(V,1)=EQ1 V) —-E(1) E(V)=E(V)-E(V)=0

Finalement, p(Y1, Y2) = p(X1, X3) = r.
Etainsi: r=-1 & P([X1=0/N[X2=0]) =(1-p) (1-2p).

O

J

1
c¢) En déduire que le coefficient r ne peut-étre égal & —1 que lorsque p = 5 et P([X7 + X2 =1]) = 1.

Démonstration.

o D’aprés la question 1.b) :

V(X1+Xs2) = 2p(l—p) (1+7)

e« Comme pe|0,1[:7r=—-1 & V(X;+ X2)=0. Ainsi :

r=-—1 & X;+ X3 est une v.a.r. presque stirement égale & son espérance

= ]P)([Xl + Xo = Qp]) =1

16
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En effet, par linéarité de l'espérance : E(X; + Xo) = E(X;) + E(X2) = 2p.
La valeur 2p est alors obligatoirement une valeur prise par X; + Xo.
Or: (X1 + X2)(22) ={0,1,2}.

Comme p € ]0,1[, les cas 2p = 0 et 2p = 2 sont a exclure.

1
On en déduit que » = —1 si et seulement si p = B et P([X1+Xe=1])=1.

Commentaire

Revenons rapidement sur la propriété dont on se sert dans la démonstration :
V(X)=0 < E ((X - IE(X))2) =0

& P([(x-Ex)*=0]) =1
& P(X=E(X)) =1

(car la v.ar. Y = (X —E(X))2

est positive et d’espérance nulle)

En effet : [(X —E(X))?=0] = [X —E(X) =0] = [X = E(X)]. O

) n
3. On suppose dans cette question que n est supérieur ou égal & 3 et que P ([Z X = 1]) =1.
k=1
a) Exprimer les valeurs de p et r en fonction de n.
Démonstration. .
On suppose dans 1’énoncé que la v.a.r. > Xj est presque-sirement constante égale a 1.
k=1
e On en déduit qu’elle admet une espérance égale a 1.
n n n
Or, par linéarité de I’espérance : E(Z Xk) = Y EXi) = Y. p = np
k=1 k=1 k=1
. 1
Ainsi, np =1 et donc p = —.
n
n
« Lav.ar. > X} étant presque-siirement constante, elle admet une variance nulle.
k=1
n
Or, d’aprés la question 1.b) : V(E Xk) =np(l—p) (1+(n—1)r).
k=1
Et comme np(l —p) >0alors: 1+ (n—1) r=0.
s 1
On en déduit : (n — 1) r = —1 ou encore : 7 = — :
n—1 O

b) Déterminer les n-uplets (z1,x2,...,zy,) € {0,1}" pour lesquels la probabilité P ( N Xk =

est strictement positive et la calculer.

Démonstration.
o Remarquons tout d’abord :

[ixk_l] . X1 = 1N [Xo=0]N...N X1 = 0] N [X, = 0]
k=1
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o Les événements de cette réunion étant deux a deux incompatibles, on en déduit :

P([kilxk:1]) — P(X1=1]N[Xa=0]N...N [Xn_1=0]N[Xn=0])

+ P([Xi=0Nn[X2=0/Nn...N[X,—1=1]N[X,=0])
+ P(X1=0Nn[X2=0]N...N[X,—1=0]N[X, =1])

Cette somme étant égale a 1, on en déduit que les seuls n-uplets (z1,x2,...,zy,) € {0,1}"
n
pour lesquels la probabilité P ( (| [Xk = zx] | est strictement positive sont ceux qui ne
k=1
contiennent que des coordonnées nulles mises a part 1’'une d’entre elles égale a 1.

n
(s’il existait un autre tel n-uplet (ay, ..., ay), ’événement [Z X, = 1] UI(X1,...,Xn) = (a1,...,a,)]
k=1
serait de probabilité strictement supérieure a 1, ce qui est impossible)

« Démontrons maintenant que toutes ces probabilités sont égales.
Pour ce faire, pour tout iy € [1,n] on note :

BY = (1 [Xk=0]
k=1
[

Soit iy € [1,n]. La famille (Bflo, Bf{’) forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par la formule des probabilités totales :

IP’([XZ-O - 1]) - IP’([XiO = 1]mB:‘§) +W

En effet, IP’( X, = 1] N Bi?) =0 car :

— n
[Xi, =1NBY C [Z Xp > 1]
k=1

et donc, par croissance de I’application probabilité P :

]P’([Xio - 1]mB:;0) < IP’( in;l X > 1] ) =0

Pour tout i € [1,n], IF’( [(Xi, =1]N Bi?) =p.

» Toutes ces probabilités étant égales, on a :

P([élezlb — nP(Xi=1N[Xa=0]N...N [Xnot = 0] [Xn=0]) = np

1
et ainsi, np=1d’ou p = —.
n

n
Les n-uplets (z1,z2,...,2,) € {0,1}"™ pour lesquels la probabilité P ( N Xk = l‘k]> est

strictement positive ont une probabilité égale & p = —. 0
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Partie II. Lois béta-binomiales

4. Soit (z,y) € R2,

N

a) Justifier que l'intégrale / t*=1 (1 — ¢)¥~! dt est convergente si seulement si z > 0.
0

Démonstration.
1

La fonction f : ¢+ t*~1 (1 —¢)¥~! est continue sur ]0, §].

x Yt e]0,3], > 0.

tl—;t

x ft)=t*""L (1 —t)v1 ~ o7 =

car (1—t)y71 ~ 1971 =1.
t—0

tl—w t—0

2 1
x L’intégrale / prE dt est une intégrale de Riemann impropre en 0. Elle est donc convergente
0
si et seulement si 1 —x < 1 c’est & dire > 0.

Ainsi, par critére d’équivalence des intégrales généralisées de fonctions continues
1

2
positives, l'intégrale / t*~1 (1 — )1 dt est convergente si et seulement si > 0. -
0

1
b) Pour tout réel € tel que 0 < € < 2 établir a ’aide d’un changement de variable affine, I'égalité :

1
2

1—¢ %
/ b -ty tdt = / -t dt
5 €

Démonstration.
Soit & € ]0, 3.

« La fonction f est continue sur le segment [%, 1—e].

1—¢
Ainsi, l'intégrale / t*=1 (1 — ¢)¥~! dt est bien définie.

N

o On effectue le changement de variable| u=1—1¢

u=1—t (etdonct=1-—u)
—du=—dt et dt=—du

_ 1 _ 1 _1
L] —§:>U—1—§—

2
et=1—-¢ =2 u=1—-(1—-¢)=¢

« Ce changement de variable est valide car ¢ : u + 1 — u est de classe C! sur [e, %]
On obtient alors :

1—¢ €

/ (1l gt = / (1—w)* 1wt (—du)
1 1
2 2

Enfin :
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1
¢) En déduire que l'intégrale / t*1 (1 — t)Y~! dt est convergente si et seulement si z > 0 et
0
y > 0.

Démonstration.

o On procéde par équivalence.

N|=

L’intégrale impropre / w1 (1 —w)® ! du est convergente
0

1
2 o
< La fonction H : € — / w?—1 (1— u)gc_1 du admet une limite finie en 0 (par définition)
€

(d’apres la

1—e
& La fonction G : € — / t*71 (1 —t)»"! dt admet une limite finie en 0 ‘
L question 4.b)

19

& La fonction F' : e — / t*~1 (1 — )1 dt admet une limite finie en 1 (x)
1
3

1
< L’intégrale impropre / 271 (1 = t)¥=! dt est convergente (par définition)
1

2

L’équivalence (x) est vérifiée grace au théoréme de composition des limites qui permet d’affir-
mer, lorsque 'une des deux limites suivantes existe, alors I’autre existe et :

lim F(e) = lim G(e)

e—1 e—0

1
On en déduit alors, par la question 4.a), que I'intégrale impropre / b (1 —t)r 1t dt

[ SIS

est convergente si et seulement si y > 0.

o D’autre part :
1
L’intégrale impropre / t*=1 (1 —t)¥~! dt est convergente
0

1
A : 2 a1 -1 z—1 _ n\y—1
o Les intégrales impropres /0 t (1—1) dt et ﬁ t (1—1) dt (par définition)

sont convergentes

Ainsi, d’aprés le point précédent et la question 4.a), 'intégrale impropre

1
/ t"71 (1 —t)¥~1 dt est convergente si et seulement si 2 > 0 et y > 0.
0

1
Dans toute la suite du probleme, on pose : ¥(x,y) € (R*)?, B(z,y) :/ L1 =)yt at.
0
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5. Soit = et y des réels strictement positifs.

a) A l'aide d’une intégration par parties, établir la relation : B(x + 1,y) = Ly B(z,y+1).
Y

Démonstration.
Soit (c,d) € ]0,1[% avec ¢ < d. La fonction t + t* (1 — t)¥~! est continue sur le segment [c, d].

d
o On détermine / t% (1 — t)~! dt en procédant par intégration par parties (IPP).
C

u(t) = t* u(t) = zt*7!
(1—t)Y
y

Vi) = A-ort ) = -

Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe C* sur le segment |[c, d].

On obtient finalement :
d d
-1
/ (-t tdt = ?[tx 1—tw] +2 / " (1 —t)Y dt
. © oy e

cOr: [t (1—t] = d" (1—d)Y —c* (1—c)V. Et :

lim (d° (1—d)Y —¢® (1—c)¥) = d® (1 —d)? — 0% (1—0)¥ =d* (1—d)

c—0

puis lim (d* (1-d)¥)=1"(1-1)Y =0

d—1

1 1
« Les intégrales / t% (1 —t)" 1 dt et / t*=1 (1 — t)¥ dt sont convergentes.
0 0

On en déduit que toutes les quantités présentes dans 1’égalité admettent des limites finies.
Par passage a la limite (¢ — 0 puis d — 0) dans ’égalité, on obtient :

1 T 1
/ tr(1—t)tdt = / t" L (1 —¢)Y dt
0 Y Jo
I I

o
B(x +1,y) QB(w,erl)

On a bien : B(z +1,y) = z x B(z,y+1).
Y

Commentaire .

Le programme officiel stipule que « les techniques de calculs (intégration par parties,
changement de variables) seront pratiquées sur des intégrales sur un segment ».

On ne peut donc rédiger cette question en travaillant directement sur I'intervalle ]0, 1].
C’est pourquoi on introduit les réels ¢ et d qui permettent d’effectuer I'IPP sur une
intégrale sur le segment [c, d].
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b) En déduire 'égalité : B(z,y+ 1) = _'7{_ X B(z,y).
rTy

Démonstration.

o On raisonne par équivalence :

y
B(z,y+1) = P B(z,y)

r+y

B(z,y+1) = B(z,y)

- (ﬂ;H) Blz,y+1) = B(z,y)

B(z,y+ 1)+ B(z,y+1) = B(z,y)

< |8

& B(zx+1,y)+ B(z,y+1) = B(z,y)

« Calculons :

1 1
B(x+1,y)+ B(r,y+1) =
0

1

1 A=) (2 (1 —2)) dt

I
S— S S—

1
"1 -yt dt

1
S—

= B(w,y)

Ainsi, la derniére égalité du raisonnement par équivalence est vérifiée.
Il en est donc de méme de la premiére.

B(z,y+1) = B(z,y)

T4y

6. Pour tout réel z, soit ((z)[m])m ¢y la suite définie par :

(Z)[o] =1 et VmeN, (Z)[mH] = (z+m) x (Z)[m]

(par exemple, pour tout m € N, on a (1) = m!)

(d’apres la
question précédente)

t% (1 —t)vt dt+/ ==L (1 —t)Y dt

(" (L=t (1 —t)Y) dt

(par définition)

Etablir pour tout (z,y) € (R%.)? et pour tout couple (k,¢) d’entiers tels que 0 < k < £, la relation :

() x (y)lH
(z + )l

Bz +ky+Ll—k) = x B(z,y)

Démonstration.
Soit (z,y) € (R%)?. On souhaite démontrer :

(2)4 x (y)"*

vk ENVEE [k, +ool, Ble+hy+E—k) = =g

x B(z,y)
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On démontre par récurrence : Vk € N, P(k)
()M x ()"

ou P(k):Vle [k, +], Bla +k,y+{—k) = 7 X B(z,y)
(z+y)
» Initialisation :
. ) (@)1 > ()
Il s’agit de démontrer P(0) : V¢ € [0, 400, B(z,y +¢) = ————— x B(z,y),
(z +y)1
[l
ce qui s’écrit, par définition de (x)%, P(0) : V£ € N, B(z,y +{) = W X B(z,y).
(z +y)H
()"
Démontrons alors par récurrence : V0 € N, H(¢) ou  H((): B(z,y+¥{) = G190 X B(z,y).
Ty
- Initialisation :
e D’une part : B(x,y +0) = B(z,y).
Drantre part : — 2 Ble,y) = * Blay) = Blay)
« D’autre part : @t )0 z,y) = 7 Bla,y) = Blz,y).
D’ou H(0).
- Hérédité : soit £ € N.
(y)[£+1}
Supposons H(¢) et démontrons H({ +1) ( ie B(z,y+{+1) = —~—— x B(z,y) | .
(CC + y)[f—i-l}
On a:
B(z,y+/¢+1) = B(x,(y+4¢)+1)
= :L"—{—y(—gi/—j—ﬁ) B(z,y+ 1) (d’aprés la question 5.b))
+/ (4 ar hypothése de
Y (v) % B(z,y) (par hyp
e+ (y+40) (z+y)l récurrence H(())
(y+0) ()"
= X B(x,
(z+y)+0) (z+y)H (z:9)
B (y)[ﬂ—i-l]
(@ + ) B(z,y)

D'ott H(£ + 1).

Ainsi, par principe de récurrence : V¢ € N, H (/).

D’ou P(0).
(rappelons que cette récurrence n’avait d’autre but que de démontrer 'étape d’initialisation de la
récurrence englobante)

Commentaire

Il faut bien comprendre que la propriété démontrée en 5.b) est vérifiée pour tout couple de
réels strictement positifs. On peut d’ailleurs ’écrire :

Yu >0, Yo >0, B(u,v+1) = j_ B(u,v)
u+v

Dans la démonstration ci-dessus, on utilise cette propriété pour u =z >0etv=y+ £ > 0.

\.
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» Hérédité : soit k € N.
Supposons P(k) et démontrons P(k + 1)

[k+1] [0—(k+1)]
( ie. Ve [k+1,+, Blz+k+1,y+l—(k+1)) = (=) X ) x B(x,y) )
(z +y)l
Soit £ > k+1.0na:
B(x+k+1,y+{—(k+1))
= B((z+k)+1Ly+l—k-1)
= ﬁB(l‘—i—k( +0—k—X)+1%) (d’aprés la question 5.a))
T oytl—k—1 Y b 1 '
] o () [—H \
_ 4k (@)™ x (y) « B(z,y) (zfar hypothése de
y+l—k—1 (x + y)l récurrence P(k))
[¢—k] 1
_ w ()
1
_ (k1] (o0 [(—k—1]
(@) )4 e Bl *)
(k1] ()= (k+1)]
_ @k

(z +y)l
L’étape (x) est justifiée par la définition de l'opérateur dml
(@+k) (@M = @ et (y+(—k-1) T = (A

D’ott P(k + 1).

Ainsi, par principe de récurrence : Vk € N, P(k).

Commentaire .

Nous avons opté ici pour la présentation rigoureuse de la démonstration. On aurait pu
raisonner autrement.
o Tout d’abord, pour z >0, v >0et k€ N :

B(xz+k,v) = B((z+(k—1))+1,v)

x+k—1
= ———— B k—1
r+k—14v (z+( )v)
x+k—1 x+k—2 (d’apres la

_ B _9
Tk itoath_25o BEt=20)

question 5.b))

B z+k—1 Tz+k—2 T B(z,v)
 xH4k—-14va+k—240v " x+v ’
B (x)[k]

= mB(fE,’l})
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o D’autre part, on démontre, en combinant les résultats des questions 5.a) et 5.b), que
pour tout z >0ety >0:

Yy Yy x Y

« A Daide de cette propriété, en procédant comme dans le premier point de cette re-
marque, on a pour tout x >0,y >0et n € N :

B(xay+n) = B(:L‘,(y—i—n—l)—i—l)
y+n—1
= —~— — B -1
-1 -2
= y+n ytn B(z,y+n—2)
z+y+n—1z+y+n—2
y+n—1 y+n—2 Y
= B(z,y)

z+y+n—-1ax+y+n—2 r+y

(y)™

Gyl
e On a alors :
Bz +ky+l—k) = (m—l—y(i)[fk]—k)[k} B(x,y+{—k) (avecv =y + L —k)
k {—k
= @+;?;—MW @giw;jBWW)(wwnze—@
Enfin :
(x4+y+l—k)F = @+y+l-Da+y+l-2)...(z+y+L—Fk)
4+t = @+y+l—k—D(a+y+l—k—2)...(z+y)
Et ainsi :
(+y+l—k)FE @+t = @ry+l-Da+y+l-2)...(z+y)
= (z+y)

Ce qui permet de conclure :

(2)¥ ()"

Bx+ky+l—k) = @t )0

B(z,y)
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7. Soit a et b des réels strictement positifs.

n\ (@ x ()nH
k> (at o)l

Pour k € [0,n], on pose : px = <

N n
a) A laide de la relation obtenue dans la question 6, montrer que »_ pr = 1.

k=0
Démonstration.
« Tout d’abord :
n n (k] « (p)ln—k]
n\ (a)* x
o= 2 (3)
k=0 k=0 \K (a+b)
B i n\ Bla+k,b+n—k) (d’apres la question précédente
= \k B(a,b) avecx =a>0ety=>b>0)
= L S (™ Blatkbrn—k)
~ B(a,b) j5o \k ¢ 7 !

(cette écriture est valide car B(a,b) > 0 en tant qu’intégrale sur]0,1[ d’une fonction continue
et strictement positive sur]0,1[)

o Remarquons alors :

1
Bla+kb+n—Fk) = / tatk=l (1 — )bkl gy
0

1
- / e O A Lo O ) Ky
0

FEt ainsi, par linéarité de 'intégration :

5 (i) Bla+k,b+n—k)

k=0
1 n L
= / (1 — )bt (Z < > tk (1 —t)”k) dt
0 k=0 \T
1 .
B a—1 (1 _ b1 o (en reconnaissant la formule
N /0 t (1=1) (#+{1=2))" dt du binéme de Newton)

1
_ / U (1= dt = Bla,b)
0

n
En combinant ces résultats, on obtient : > pp = B(a,b) = 1.
k=0

On dit qu’une variable aléatoire S suit une loi béta-binomiale B(n;a,b) si S(2) = [0,n] et si :

n\ (a)¥ [n—k]
vk € [0,n], P([S =k]) = (k) ( )(aig)["l
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b) Reconnaitre la loi B(n;1,1).

Démonstration.
Soit S une v.a.r. qui suit la loi B(n;1,1).
Soit k € [0, n]. Par définition :

s - - () O

:()kwl )

B k! x ( 1 B 1
o ! n+1  on+1

L’étape (%) est justifiée par la définition de opérateur . :

ol = olln=DH+1 — (24 (n —1)) 2[*1
= (n+1) 2+ (n—2) (2)2
= m+Dnm-1)...20 = (n41)!

(en toute rigueur, il faudrait faire une récurrence; l’étape d’hérédité est immédiate :
ot = (n42) 2 = (n+2) (n+ 1) = (n+2))

1
n+1

Ainsi, S(Q) = [0,n] et : Vk € [0,n], P([S=k]) =
Ainsi : S < U([0,n]).

c) Montrer que l'espérance d’une variable aléatoire S qui suit la loi B(n;a,b) est égale a P

Démonstration.

« Tout d’abord, S admet une espérance car c’est une v.a.r. finie.

o Cette espérance est donnée par :

oz n\ (a)F x (b)n—H
2 = 2k ()

(comme dans la
question 7.a))

1 n n
= Blab) kgok <l<:> Bla+k,b+n—k)

o On procéde alors comme en question 7.a). Par linéarité de I'intégration :

k=0

Sk <fL> Bla+k,b+n—k)
1

1
n k
_ / o1 (1 g (Zk( >tk (1—t)”_’“> dt
0 k=0 n
1 (en reconnaissant [’espérance
= / 7 (1 —6)"7t (nt) dt d’une v.a.r. Y telle que
0 Y — B(n,t) avec t € ]0,1])

1
_ n/ B (L=t dt = n Bla+1,b)
0
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« On obtient ainsi :

1
B(S) = g "B+ L) = B(Z’ 3 % Blab+1)  (dapres la question 5.a))
e (n ) % i (a/7 b) = n a j/_ b (d’ap’r’és la questrmn 5-b))
. a
On a bien : E(S) =n 3
a

Commentaire

o Il faut s’habituer a repérer les sommes classiques issues du chapitre de probabilité traitant
des lois usuelles. Ici, on a utilisé :

i k (fz) tt@Q—t)F = nt

car l'on reconnait E(Y) ot Y est une v.a.r. telle que Y < B (n,t).

o Si I’énoncé avait demandé le calcul de la variance de S, on aurait été amené a déterminer
son moment d’ordre 2. On aurait alors eu a considérer :

oo (BN ko ek 2
ol (n)t (1-1) E(v?)

et par la formule de Koenig-Huygens :

E(Y?) = V(Y)+ (E(Y))?

t)+(nt)?2 = nt(l—t)+n??

= nt(l-
= nt (1—t)+nt) = nt (14+(n—1)¢)

-1
o Il est aussi possible de remarquer : k <Z> =n (Z B 1>. On en déduit
B(S) = 3k (") Blathbtn— k)
- B(a’ b) k=0 k ¢ ’ "
1 n n (car le premier
= B 5" <k> Bla+kb+n—k) élément de cette
a,0) k=1

somme est nulle)

> Bla+k,b+n—k)

Il
&
—
8
=
e
1=
N N
> 3
[
— =

1
) Bla+ (k+1),b+n—(k+1)) (par décalage d’indice)

On procéde alors comme en question 7.a).
L’écriture intégrale de B(.,.) fait alors apparaitre (1 + (1 — t))ni1 =1"t=1.

o Cette derniére rédaction est évidemment acceptée mais pénalisante & terme du fait de la
perte de temps qu’elle implique.

1)
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Partie III. Un possible dans le cas ou n = 2

Soit a et b des réels strictement positifs et X7 et X9 deux variables aléatoires a valeurs dans {0,1}
telles que :

B(a+x1 + x2,b+2 — 21 — 22)
B(a,b)

8. a) Montrer que les deux variables X et X5 suivent la méme loi de Bernoulli.

V(zy,z2) € {0,1}%, P([ Xy = 21] N [Xo = x2]) =

Démonstration.

La loi du couple (X7, X2) est fournie dans la question.

Il s’agit donc de déterminer les lois marginales de ce couple.

« D’apres I’énoncé : X1(2) = X2(Q) = {0,1}.

o La famille ([X = 0],[Xz = 1] ) forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par la formule des probabilités totales :

P([X1=0]) = P([Xi=0/N[Xa=0]) + P([X1=0]N[Xs=1])

B B(a,b+2) n Bla+1,b+1)
- B(a,b) B(aab)
Or, par les formules des questions 5.a) et 5.b) :
b+1 b+1 b
B 29) = B N+l) = ——— B 1) = B
<a7b+ ) (a7(b+ )+ ) a+(b+1) (a7b+ ) a+b+1 a+b (a7b)
Bla+1,b+1) = —°  Bla+1,h) = — 2 “_ Bla,b)
’  (a+1)+0b " (a+1)+batb ’
o On en déduit :
P([X1=0]) = b (b+1)+ b a
(a+0b) (a+b+1) (a+0b) (a+b+1)
b b
@0 @rorn (CHDFa = =0
et donc : )
a
(Ka=1]) (X =0]) atb  a+b

e On procéde de méme pour déterminer la loi de la v.a.r. Xo. On obtient :

P([Xo=0]) = P([X1=0N[X2=0]) + P([X;1=1N[X,=0])

B Bla,b+2) . Bla+1,b+1)

B(a, b) B(a, b) = P(X1=0])

On en déduit que X7 et X5 suivent la méme loi de Bernoulli B < j_ b>'
a

Commentaire

o Il n’est pas demandé, dans I’énoncé, d’expliciter le paramétre de la loi de Bernoulli commune
a X7 et Xo. Ainsi, comme 'on sait que X; et Xs suivent chacune une loi de Bernoulli
(X1(2) = X2(Q) = {0,1}), I'égalitée P([X, =0]) = P([X; =0]) permet de conclure que
X; et X9 suivent la méme loi de Bernoulli.

o On a préféré explicité tous les calculs ici car ils serviront dans les questions suivantes. [
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b) Montrer que la variable aléatoire X7 + X5 suit la loi béta-binomiale B(2;a,b).

Démonstration.
o Tout d’abord : (Xl + Xg)(Q) = {$1 + 22 | xr] € Xl(Q) ET zo € XQ(Q)} = {0, 1,2}.

« Soit i € {0,1,2}.
La famille ([X; = 0],[X1 = 1]) forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par la formule des probabilités totales :

P([X1+X2=1i]) = P([X1=0n[X1+Xo=4]) +P([X; =1]N[X; + Xp =1])
= P([X1=0n[Xo=1])+P([X1=1N[Xe=i—1])

Il s’agit alors d’envisager les différentes valeurs de 1.

«Sii=0
P([X1+X2=0]) = P([X1=0]N[Xo=0])+P([Xs =Urfs=—1])
_ B(a,b+2) (b+1)0b
~ B(a,b)  (a+b+1)(a+b)
(a)[O}XbD] 9 (a)[olxb[Z—O}
T (a+ b T <0) (a+b)B
« Sii=1
P([X1+Xo=1]) = P([Xi=0n[Xe=1])+P([X; =1]N[X2=0])
_ Bla+1,b+1) Bl(a+1,b+1) 0 ab
=~ T By | Bab  Clatb+rDatb)
L @WUxbr2N (@)l x bl
= (a+b)l2 <1> (a+b)P
o« Sii=

P([X1+Xo=2]) = P([Xy=0fx7=2]) +P([X1 =1N[Xy=1])

B(a+2,b) (a+1)a

B(a,b)  (a+b+1)(a+D)

Ce résultat est une nouvelle fois obtenu par les formules des questions 5.a) et 5.5).
On obtient alors :

2\ (a)? x b2
0> (a+b)2

en remplagant les roles joués par a et b dans la formule obtenue dans le cas i = 0.

P([X1+X2=2]) = (

X1+X2<—>B(2;a,b) 0
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¢) Etablir la relation : Pix,—1([X2 =1]) =

Démonstration.
Par définition :

Px,=y([X2=1]) =

P([X1=1])
_ % _ (a+1)a ot a+tl
= (a+b+1)(a4+D) a a+b+1
On a bien : Ply, (X2 =1)) = —2T 1
a+b+1 O

9. La fonction Scilab suivante dont le script est incomplet (lignes 7 et 11), effectue une simulation des
deux variables X et X9 qu’elle place dans un vecteur ligne a deux composantes.

Commentaire

o Avant de fournir le programme Scilab associé & cette question, rappelons que lors de ’écriture d’'un
programme, on se soumet généralement a quelques régles de bonne conduite :

(1) utilisation de commentaires indiquant le but de chaque fonction,

(2) réflexion autour du découpage en sous-fonctions pouvant étre réutilisées,
(3) utilisation de nom explicites pour les fonctions et le variables,

(4) indentation du code (utilisation correcte d’espaces et sauts de lignes).

Le but de ces régles est de produire un code lisible, intelligible et facilement modifiable a I’avenir.
Evidemment, on ne s’attend pas, dans un sujet de concours, a ce que soit commentée la fonction
dont il est demandé d’expliciter le calcul. Par contre, on s’attend & ce que les autres régles de bonne
conduite soient respectées. Ne pas le faire correspond a ce que I'on nomme de 'obfuscation (pas
forcément volontaire) de code. Sous ce terme, on désigne les méthodes permettant de rendre un code
difficile a déchiffrer. Le but de telles techniques est de protéger son code. Typiquement, une entreprise
ayant investi afin de développer un algorithme pourra procéder a une obfuscation de code afin que
ses concurrents industriels ne puissent comprendre la maniére dont procéde cet algorithme.

« Dans I’énoncé original, le programme était présenté sous la forme suivante.

1 function x = randbetabin(a, b)

2 x = zeros(1,2) ;

3 u= (a+b) x rand() ;

4 v=2¢_(@+b+ 1) «rand() ;

5 if (u < a) then x(1,1) =1 ; if .............. then x(1,2) =1 ; end ;
6 else if ............. then x(1,2) =1 ; end ;

7 end ;

s endfunction

On peut regretter cette indentation qui rend le code difficile & lire : il est en effet difficile de percevoir
I'imbrication des structures conditionnelles.

o On se permet ici de fournir le programme dans une version plus classique de 'indentation.
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1 function x = randbetabin(a, b)
2 x = zeros(1,2)

3 u= (a+ b) x rand()

4 v=2C_(a+b+ 1) % rand()
5 if (u < a) then

6 x(1,1) =1

7 s then
8 x(1,2) =1

9 end

10 else

11 T then
12 x(1,2) =1

13 end

14 end

15 endfunction

a) Préciser la loi simulée par la variable u de la ligne 3.

Démonstration.

L’instruction rand permet de simuler une v.a.r. qui suit la loi ([0, 1]).
En ligne 3, on multiplie le résultat fourni par rand() (valeur dans [0, 1[) par (a + b).
Cela permet de transporter le résultat dans 'intervalle [0, a + b].

La variable u est une simulation d’une v.a.r. U telle que U < U([0,a + b).

b) Compléter les lignes 7 et 11.

Démonstration.
« Commencons par rappeler que les v.a.r. X; et X5 suivent toutes les deux la méme loi de Ber-
noulli B ( ) Pour simuler le couple (X1, X2), ’énoncé propose une fonction randbetabin
a

qui renvoie une matrice réelle (x; x2). Plus précisément :

a
x x1 doit prendre la valeur 1 avec probabilité P
a

b
x x1 doit prendre la valeur 0 avec probabilité s
Il en est de méme de xo.
Le programme commence par créer la matrice ligne x a 2 colonnes remplie de 0, puis va mettre
a jour ces coeflicients afin de respecter les objectifs énoncés dans le point précédent.
Il y a ici une subtilité puisque les v.a.r. X; et X2 ne sont pas indépendantes.
En effet, d’apres la question 8.c¢) :

a+1 2 a
a+b+1 a+b

Pix,—y([X2=1]) = = P([X2=1])

Ainsi, le programme opére en 2 temps :

x on simule d’abord la v.a.r. Xj.
On a vu que l'appel (a+b) * rand() simule une v.a.r. U telle que U — U([0,a + b[). Plus
précisément cet appel renvoie un réel u choisit aléatoirement dans [0,a + D] :

R
0 b a a+b
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Le réel u appartient a l'intervalle [0, a] avec probabilité :

P([U €[0,al]) =P([U < a]) =

2 = P(X = 1)

Le réel u appartient a l'intervalle [a, a + b[ avec probabilité :

b

P(U€faa+b) =P(U>a) = —— -

P([X1 = 0])

C’est ce que réalise le programme en ligne 6 :

5 if (u < a) then
6 x(1,1) =1

Dans le cas ot la condition n’est pas réalisée (ce qui se produit avec probabilité —2-) le

a+b
premier coefficient de la matrice x n’est pas mis a jour.

x on simule ensuite la v.a.r. Xs.
Pour ce faire, on regarde la valeur x(1,1) simulée pour Xj :
a+1

- Six(1,1) vaut 1 alors Xy doit prendre la valeur 1 avec probabilité ——.
at+b—+1

a+1

d’apres | tion 8.c) : Pix._1([Xa=1]) = ————

(d’apres la question 8.c) [Xl—l]([ 9 ]) a+b+1)

Pour affecter & x(1,2) la bonne valeur, on procéde comme pour x(1,1).
Le schéma est le suivant :

| ‘ | |
| ! | !
0 a+1 at+b+1

On compléte donc comme suit la ligne 7 :

if (v < a + 1) then
x(1,2) =1

oo IN

- Six(1,1) vaut 0 alors X» doit prendre la valeur 1 avec probabilité :

P([X; =0]N[X2=1])
P([X1 =0])

ab
(a¥o+1)(atd) ab a+D a

L  (a+b+1)(akb) b a+b+1

Pour affecter & x(1,2) la bonne valeur, on procéde comme précédent.
Le schéma est le suivant :

| | | |
| “, \ |
0 a a+b+1

IP)[X1=0} ( (X2 =1] )

On compléte donc comme suit la ligne 11 :

if (v < a) then
x(1,2) =1

[
—

IS |

Commentaire

Rappelons qu’on détaille la réponse a cette question afin de permettre une bonne com-
préhension des mécanismes en jeu. Cependant, compléter correctement le programme
Scilab démontre la bonne compréhension de la simulation demandée et permet certai-
nement d’obtenir tous les points alloués & cette question.
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10. a) Calculer le coefficient de corrélation linéaire de X; et Xo.

Démonstration.

e Les v.a.r. Y7 et Yy sont finies donc elles admettent chacune un moment d’ordre 2.
Ainsi, Y7 et Yo admettent un coefficient de corrélation linéaire donné par :

COV(Xl, X2) _ E(XlXQ) - E(Xl)E(XQ)
V(X1)V(X2) V(X1)V(X)

p(le XQ) =

Or X4 et X5 suivent la méme loi B ( a ) Ainsi :
a+b

a
E(X;) = P E(X>)
vixy) = % (1) = by
P X a+b)  a+ba+b 2

o L’espérance E(X;X5) est définie par :

E(X1X2) = %(ioz‘m([xl—i]ﬂ[xz—ﬂ))
= P([X;1=1n[X2=1])
(a+1)a
(a+b+1)(a+0)

Ainsi :
(a+1)a _a a
(a+b+1)(a+b) a+ba+bd

a a+1 a
T oa+b <a—|—b+1_a+b)

a <(a+1)(a+b)—a(a+b+1)>
 a+b (a+b+1)(a+0)

_a ((a2+ab+a+b)—(a2+ab+a))
 a+b (a+b+1)(a+Db)

E(X1X2) —E(X1)E(X2) =

a b ab

a+b (a+b+1)(a+b)  (a+b+1)(a+b)?

e On peut alors finir le calcul :

1

p(X1,X2) = XV (E(X1X2) — E(X1)E(X2))
_ (a+b)? ab B 1
B ab  (a+b+1)(a+b)2  a+b+1
X1,X9) = !
LX) = T ¥
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b) Soit (p,r) un couple de réels vérifiant 0 <p<let 0 <r < 1.
Expliquer comment utiliser la fonction randbetabin pour simuler deux variables aléatoires sui-
vant une méme loi de Bernoulli de paramétre p et dont le coefficient de corrélation linéaire est
égal a r.

Démonstration.

« La fonction randbetabin prend pour paramétres les variables a et b et renvoie la simulation

du couple (X1, X3), ou X; et X5 suivent toutes les deux la méme loi de Bernoulli B < i b> .
a

« Ainsi, si on souhaite utiliser la fonction randbetabin pour simuler deux variables aléatoires
suivant une méme loi de Bernoulli de paramétre p et dont le coefficient de corrélation linéaire
est égal a r, il suffit de trouver a et b solutions du systéme (S) suivant :

a

p =
a+b
(S) X

a+b+1

o Résolvons ce systéme :

(p—1a + pb = 0 (en multipliant Ly par a + b
(S) = et Ly para+b+1 et en
ra + rb = 1l-v réordonnant)

avecp—1 # 0 car 1
— S v = (poD1-n (avecp —1# p#1)

r(p—1)a = plp—1)(1~-71)
- rb = (p-1)(1-1)

Li+7rLi+plLy
<~

(avec r #0)

Lo (p—1) Lo—7 Ly {(pl)a + pb = 0

Lleﬁh a pl_r
Lz(—*%Lz =
= r 1 (avec r(p—1) #0)
—r
b = (1-p)

r

Pour p et r donnés, 'appel randbetabin(px(1-r)/r, (1-p)x(1-r)/r) permet d’obtenir
la simulation de v.a.r. X7 et X9 qui vérifient les propriétés énoncées dans la question.

il
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