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DS6 (version A)

Exercice 1 (EML 2005)

On consideére les éléments suivants de .#3(R) :

100 010 00 1
I=(o 1 0], J=|0oo0 1], K=|00 0
001 000 000

On note E le sous-espace vectoriel de .#5(R) engendré par I, J et K.
Pour toute matrice M de E, on note M? = I, et si M est inversible, on note, pour tout entier naturel
k, M=% = (M~1)%, et on rappelle qu'alors M¥ est inversible et que (M*)~! = M~F,

1. Déterminer la dimension de E.

Démonstration.
Par définition : E = Vect (I, J, K)
« Montrons que la famille (/, J, K) est libre.
Soit (A1, A2, A3) € R3. Supposons : A1 - [+ Xy J + A3+ K = 0./,(r)- Alors :

100 0
Moo 10 +/\2-(0
001 0
Mo A2 A3 000

0 M M|l=(000

0 0 X\ 000

On obtient alors : Ay = Ao = A3 = 0.
La famille (I, J, K) est libre.

S O =
O = O
~___—
_l’_
>
S
~ _
o o O
o O O
S O =
\—/
Il
~
oS O O
o o O
o O O
\_/

Donc :

o En résumé, la famille (1, J, K) :
x est libre, d’aprés ce qui précede,

x engendre E, par définition.

La famille (I, J, K) est une base de E.

dim(F) = Card((I,J,K)) =3

2. Calculer J2, JK, KJ et K2

Démonstration.
010 010 00 1
e J2=JxJ=100 1] x|0o 0 1]l=[000]|=K
000 000 000
J2=K
010 00 1 000
e JK=10 0 1] x|0o 0 0]l=1{0 0 0
000 000 000
JK:Q%S(R)
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Commentaire

Pour le calcul de KJ et K2, on pouvait rédiger de la facon suivante :

e KI=JxJ=J=JxJ*=JK =04r)
.K2:J2XJ2=J4=J><J3=JXO///3(R)ZO///s(R)

3. Soit la matrice L =1 + J.

a) Montrer, pour tout entier naturel n :

(n—1)

L' =T +nJ+ 2 K

Démonstration.

e Les matrices I et J commutent : [ x J=J =J x I.
Soit n > 2. D’aprés la formule du bindéme de Newton :

= ([+J)0 = 3 <Z>In—’f,]k .S (Z)Jk (car I"F = 1)

k=0

_ fj (Z)Jk—i- D (Z)Jk (carn > 2)

k=0 k=3
_ 22: n\ 7k (car JF = 0., (r) pour tout k > 3
=0 \k par récurrence immédiate)
—_ (™) 0 "\ 1 2
- (o) () ()7
n(n —1) X ,
= IT+nJ+ 5 K (d’apres la question précédente)

e Onremarque de plus : L0 =T et L' =L =1+ J.
Donc la formule reste valable pour n =0 et n = 1.

(n—1)

On en déduit : Vo € N, L" = I +nJ + = K.
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b)

Commentaire

o Afin de démontrer : Yk >3, JF =0 #5(R), on peut procéder de maniere directe.
En effet, pour tout &k > 3 :

JF =3 x JF3 = OJ/ZS(R) x JF3 = 0//3(1[{)

(on peut considérer J¥=3 car k —3>0)
o Le résultat étant donné dans I’énoncé, il est possible de traiter cette question par récurrence.

-1
Démontrons par récurrence : Yn € N, P(n) ou  P(n):L"=1+nJ+ n(n2) K.

» Initialisation :
» D’une part : LY = 1.

0(0—1)
2

x D’autre part : I +0 J + K=1

D’ou P(0).
» Hérédité : soit n € N.
. . 11 (n+1)n
Supposons P(n) et démontrons P(n+ 1) (i.e. L' =T+ (n+1) J + ——

K.

L = LML

(par hypohése

B n(n—1)
= <I+n J+ — K) (I +J) de récurrence)

2 21)%>

1 _
- <I+nJ+n(n)K>+<J+nJ2+n(n

n(n —1)

= I+(n+1) J+( 5

+n) K (car J?> = K)

1
= I+(n+1) J+n <”2+1> K

n+1

= I+(n+1) J+n K

D’ou P(n+1).

Ainsi, par principe de récurrence : Vn € N, P(n).

\. [_] J

Vérifier que L est inversible et montrer, pour tout entier relatif n :

1
L”:I+nJ+n(n2)

1 00 010 110
L=I+J=(010|+(0 0 1|={f0 11
0 01 0 00 0 0 1

L est une matrice triangulaire supérieure dont les coefficients diagonaux sont tous non nuls.

K

Démonstration.

e On calcule :

Ainsi, la matrice L est inversible.

« On a démontré en question précédente que cette relation est vérifiée pour tout n € N.
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« Il reste alors & démontrer que la relation est vérifiée pour les entiers négatifs.

Plus précisément, pour tout n € N, on veut montrer :

L—":I+(—n)J+wI(:I—nJ+ 5
on L™ = (LY = (L") ",

n(n+1)

Il s’agit donc de montrer que A, =1 —nJ + K est l'inverse de

Or :

1 1
A, x [" = (I—nJ+n<n2+)K>><<I—I—nJ+n<nz)K>

2 2

= <I+nJ+n("_1)K>+<—nJ—n2J2_”2(”_1)

n(n +

1)K

L™

(car K? = KJ

K
) =JK =0 4m)

(n(n+ 1)K+ n?(n + 1)%+ n?(n+1)(n — 1)}(2,)

2 2 4

n(n—1) n(n+1)

= I+% (n=1) =20+ F1)) K = I
Ainsi, L™ est inversible d’inverse :

n(n+1)
2

LT"=I""'=A4,=T—-nJ+ K

1
Vn € Z, L"_I+nj+"(”2)f(

¢) Exprimer, pour tout entier relatif n, L™ & l'aide de I, L, L? et n.

Démonstration.

« Rappelons tout d’abord : L =1+ J donc J =L —1I.
D’autre part, comme I et L commutent :

K=J*=(L-I)*=L*-2L+1

J=L—-1 e K=L*>-2L+1
e Soit n € Z. D’aprés la question précédente :

1
L = I+nJ+%

K

= I+n(L—I)+M(L2—2L+I)

2

—1
= I—i—nL—nI—i—nmz)

= (1—n+n(n2_1)>1—|—n(1—(n—1))L+

= WI—TL(TL—Q)L+

n(n—1)
2

L2

2 —nn-1)L+20 "2

(car J?> = K)

(n—1)(n—2)

2

VneZ L"=~——"""2T_nn-2)L+——""
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0 2 -1
On considere la matrice A = (1 0 1 ) de .#3(R) et on note f I'endomorphisme de R? représenté
2 -3 3

par la matrice A dans la base canonique de R? et e ’application identique de R3 dans lui-méme.

4. Montrer que f admet une valeur propre et une seule que ’on déterminera.
Est-ce que f est diagonalisable ?

Démonstration.

« Soit A € R. Rappelons :

A est valeur propre de M < M — A\I3 n’est pas inversible

. Or:
-2 2 -1
rg(A—\I) = rg 1 =X 1
2 -3 3-2X
Lo Ly 2 -3 3-2X
= rg 1 =X 1
-2 2 -1
Lo 2Ly— Ly
Lhe2liia 2 -3 3- )
= rg| [0 3-2) -1+
0 4—3\ —2+3X-)\2
Ly+3Ly—21L3 2 -3 3—A
= rg| (o 1 1— 3\ +2)\2
0 4-3\ —2+3X-\?
Ly Ly — (4= 3)) Lo 2 -3 3-A
= rg | 10 1 1-3x42)\2
0 0 P(\)
ou :

P = (—2+32=A%) —(4-3)) (1-31+2)\?)
= —A=DA=2)—(4-30)M\-12r—-1)
= A=D(-(A=2)+(Brx-4)(2r-1))
= A=1)(—=A+2+ (62 —11x+4))
= (A—1)(6X* — 12X +6)
= 6(A-1(N=22+1) = 6 (A-1)(A—1)?

La réduite obtenue est triangulaire supérieure.
Elle est non inversible ssi I'un de ses ceefficients diagonaux est nul. Ainsi :

(A —\I) non inversible < 6 (A —1)3=0
& A=1

L’endormorphisme f admet 1 pour unique valeur propre : Sp(f) = {1}.

« Supposons par 'abusrde que f est diagonalisable. Alors A est diagonalisable.
Il existe alors une matrice P € ., (R) inversible telle que :

A=PDp!
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ou D est une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de A.
Or Sp(A4) = Sp(f) = {1}. Donc : D = Is.

Et ainsi :
A=PL P 'l=ppPl=1

Absurde!

On en déduit que 'endomorphisme f n’est pas diagonalisable.

Commentaire \

o L’avant derniére étape du calcul du rang présenté dans cette question est un peu particuliére :
au lieu de placer un 0 en position (3,2), on s’est débarrassé de A en position (2, 2).
Il était aussi possible d’opérer comme suit :

2 -3 3—A
rg(A—XI) = rg (0 3—2X 14X )
0 4—3\ —243)\—\2
Ly (3—2)\) Ly — (4—3)) Lo (2 -3 3_>‘)
= rg| [0 3—2X —1+2A (si3—2X#0)
0 0 QMW
oit: Q) = B-2N(-2+3X=2%)—(4-3)\)(-1+)\)
= B=2)1=-N(-24+N+A-30)1-N)
- (1—A)((3—2>\)(—2+>\)+(4—3>\)
- @—Am@ﬁ+ﬂx—sz+u—3»)
= (1=X\)(=2+4)—-2)?)
= (1=X)(=2) (1=22+27?) = =2 (1-)\)?

Ainsi, dans le cas out 3 — 2\ # 0, on obtient une réduite triangulaire supérieure.
Elle est non inversible ssi I'un de ses coefficients diagonaux est nul. Ainsi, si 3 —2A # 0 :

A — A non inversible & —2 (1-X\)?=0 & A=1

11 reste & traiter le cas ott 3—2X =0 (i.e. A = 3).
Dans ce cas, en reprenant le début du calcul précédent, on obtient :

2 =3 3—=A
rg(A— A1) = rg | |0 3—2A 14X
0 4—3\ —2+3X-)\2
2 =3 3-2A
= rg|(0o o 3 (car 3—2X=0)
0o -1 1
2 1
Ly L 2 —? 3:)\
= rg T2 1
0!

La réduite obtenue est triangulaire supérieure et sous ses coefficients diagonaux sont non nuls.

3
Elle est donc inversible. On en déduit que 3 n’est pas valeur propre de A.
L O
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5. a) Soit w = (1,0,0). Calculer v = (f —e)(w) et u=(f —e)(v).
Montrer que (u,v,w) est une base de R3.

Démonstration.
On note % la base canonique de R3.

« Tout d’abord, d’aprés I’énoncé : w = (1,0,0). Donc :

W = Matg(w) = ((1))
0

« Ensuite :
-1 2 -1 1 -1
V =Matg(v) =Matg((f —e)(w) =(A-DIH)W=|1 -1 1 ||o]=][1
2 -3 2 0 2
v=(-1,1,2)
o Enfin :
-1 2 -1 -1 1
U=Matg(u) =Matz((f—e)(v)=A-0HV=(1 -1 1 1]=10
2 -3 2 2 -1
u=(1,0,-1)
« Montrons que la famille (u, v, w) est libre.
Soit ()\1,)\2,)\3) € R3.
Supposons : A\ - u+ Ay - v+ A3 - w = Ops.
On obtient alors le systéme suivant :
A — A + A3 = 0
/\2 :0<=>{/\1:/\2:)\3:0
-1+ 2\ =

(par remontées successives)

Ainsi, la famille (u,v,w) est libre.

o En résumé :
x (u,v,w) est une famille libre,
« Card((u,v,w)) = 3 = dim(R?)

On en déduit que la famille (u,v,w) est une base de R3.
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b) Déterminer la matrice associée a f relativement a la base (u,v,w).

Démonstration.
Par définition des vecteurs u, v et w :

x v=(f—-e)(w)= f(w) —w. Donc : f(w)=v4+w=0-u+1-v+1- -w.
0

Ainsi 1 Mat(y ) (f(w)) = | 1
1

x u=(f—e)(v)=f(v)—v.Donc: f(v)=u+v=1-u+1-v+0-w.

1
Ainsi : Mat (g, 4, (f(w)) = (1)
0

x avec les mémes notations que précédemment :

0o 2 -1 1 1
Matz(f(u)) = Matg(f) Matg(u) = AU = (1 0 1 ) (0) = (O) =U
2

Donc: f(u)=u=1-u+0-v+0-w.

1
Ainsi : Mat (y, 4, (f(u)) = (0)

0

110
Donc : Mat(y 40)(f) = [0 1 1
001

EXR

¢) Montrer que f est un automorphisme de R3 et, pour tout entier relatif n, exprimer f a Iaide

de e, f, f% et n.

Démonstration.

o D’aprés la question 3.b), la matrice L est inversible. Donc ’endomorphisme f est bijectif.
De plus, f est un endomorphisme de R3.

On en déduit que f est un automorphisme de R3.

« Soit n € Z. D’aprés la question 3.c) :

o (n=1(n-2) n(n—1)
2

L2
2

I—n(n—-2)L+

Or L est la matrice représentative de f dans la base (u,v,w).

Ainsi, par passerelle matrice-endomorphisme :

= (n—l)(n—Q)e n(n—l)fQ.

9 —n(n—2)f—|—T
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Commentaire

Détaillons le deuxiéme aspect de la question.
o Tout d’abord :

L" = (Mat(u,v,w)(f))n = Mat(u,v,w)(fn)

o D’autre part :

(n—1)(n—2) n(n—1)

fj_ n(n —2)L + TL2
= (TZ_:L)QM Mat(u’v,w)(e) —n(n—2) Ma‘t(u,v,w)(f) + w (Mat(uﬂhw) (f))2
_ (”_1)2& Mat .y (€) — (1 — 2) Mat g o) (f) + w (Mat .y, (f2))
= Mat(u,,u) (W e-n(n=2)/+ w fz)

e On en déduit :

n n—1(n-2
L’application Mat, , .,(.) étant bijective, on obtient :

fro= W@—n(n—%f—{-

2

J
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Exercice 2 (EML 2012)

Partie I : Etude d’une fonction d’une variable réelle
On considére 'application f : [0, 4+00[— R définie, pour tout t € [0, +oo[ par :
[ tin(t) sit#0
1) = { 0 sit=0
1. Montrer que f est continue sur [0, +o00].
Démonstration.
La fonction f est continue :
o sur |0, +oo[ car elle est le produit f = f; x fo de :
x f1:trt quiest continue sur |0, +00[ en tant que fonction polynomiale,

x fa 1t~ In(t) qui est continue sur |0, 4o0].

« en 0. En effet, par croissances comparées : lim+ t In(t) = 0. Ainsi :
t—0

lim f(t) = 0= f(0)

t—0t

La fonction f est donc continue sur [0, +o00].

0
2. Montrer que f est de classe C! sur |0, +o0| et calculer f/(t) pour tout t € ]0, 4+o0].
Démonstration.
La fonction f est de classe C' sur |0, 4+-o0]
en tant que produit de fonctions de classe C! sur ]0, +o0].
Soit ¢ € )0, 4-o0].
1
f't) = 1xIn(t)+2x ;= In(t) + 1
Vt € 10,400, f/(t) =In(t) + 1 0

3. Dresser le tableau des variations de f. On précisera la limite de f en +oo0.

Démonstration.

« Par produit de limites : lim f(¢) = lim ¢ In(t) = 4o0.

t—-+o00 t—+00

° SOlt t e ]0, +OO[

(car x — € est strictement
croissante sur R)

e On a de plus :
fleHh=ellnleH=etx(-1)=—et

10
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« On obtient le tableau de variations suivant :

t 0 e L +00

Signe de f'(t) - 0 +

Variations de f \ /

4. Montrer que f est convexe sur |0, +0o0l.

Démonstration.
D’aprés 3. : Vt € ]0, 400, f/(t) =1In(t) + 1.
Or, la fonction In est strictement croissante sur |0, +0o0[.

D’ou f’ est strictement croissante sur |0, +oc0|.

On en déduit que f est convexe sur |0, +ool.

Commentaire

On aurait aussi pu résoudre cette question de la maniére suivante.
1. Montrer que f est de classe C2 sur 0, 4+ocl.

2. Démontrer : V¢ € |0, 4o0[, f(t) > 0.

-

5. On note I' la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O, z,;)

a) Montrer que I' admet une demi-tangente en O et préciser celle-ci.

Démonstration.
Soit t € |0, 4o0].
f(t) = f(0) _ ZIn(?)

To(f)(t) = Py = In(t) vl

On en déduit que la courbe I' admet une demi-tangente verticale en 0.

b) Déterminer les points d’intersection de I' et, de 'axe des abscisses.

Démonstration.
Soit (z,y) € ]0,+oo| x R.
Le point (z,y) est un point d’intersection de I' avec ’axe des abscisses si et seulement si :

Donc les points d’intersection de I' avec 'axe des abscisses sont (0,0) et (1,0).

11
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¢) Tracer allure de I'. On admet : 0,36 < el < 0,37.

Démonstration.

0.5 1 1.5 2 2.5

Partie II : Etude d’une fonction de deux variables réelles

On considére I'application F : ]0, +o00[>— R, de classe C?, définie, pour tout (z,y) € ]0, +oo[? par :

F -
(z,y) " .

6. Calculer les dérivées partielles premiéres de F en tout (x,y) de |0, +oc[?.

Démonstration.
D’aprés 1'énoncé, la fonction F est de classe C? sur |0, +oo[2. Elle admet donc des dérivées partielles
premiéres sur ]0, +oc[2.

V(x,y) € ]0,+o00[?,

O(E)ry) = D ot oy (F) ) = -

LY

1 1
n(;c) L L
y

Ty O

7. Montrer que (e, e) est un point critique de F.

Démonstration.
On vérifie : V(F)(e,e) =0 4, , (r)-

A(F)(e ) = e>1<e_lne(2€) :Zg_zgzo

De méme : 05(F)(e,e) = 0.

On en déduit que (e, e) est un point critique de F'.

12



ECE2 8 février 2021
Mathématiques

Commentaire \

Pour cette question, il ne fallait surtout pas perdre du temps & déterminer ’ensemble des

points critiques de F'.

Comme d’habitude, il est trés important de bien lire la question posée :

x si ’énoncé demande de montrer qu’un point (zg,yp) est un point critique de f, alors
on vérifie simplement : V(f)(xo,y0) = 0.4, , (®)-

x si’énoncé demande de déterminer I’ensemble des points critiques de f, alors on résout
le systéme : V(f)(z,y) = 0,4, ,(r), d'inconnue (z,y) € Dy.

\. J

8. Calculer les dérivées partielles secondes de F en tout (x,y) de |0, +o00[%.
Est-ce que F' admet, un extremum local en (e, e)?

Démonstration.

« D’aprés I'énoncé, la fonction F est de classe C2 sur |0, +o0o[?. Elle admet donc des dérivées partielles
secondes sur |0, +oo[2.

V(z,y) € 10, +oo?,
1 In(y) 1 1
03 1(F)(x,y):—?+2 PERE 3%2(1?)(9679):—:52—@
1 1 In(z) 1
9 R 2 _ ot
a2 1(F)($,y) - ny y:c2 et a2 Q(F)(:U? ) yg ny
« Calculons d’abord V2(F)(e,e).
1 In(e) 1 1
e - (RN AalP)eo —s+2d oo ( o 263)
e, (& == = =
931 (F)(e,e) 33,(F)(e,e) LI . OB “2e? e
373 o3 3

« Déterminons ensuite les valeurs propres de H = V2(F)(e,e).

Soit A € R.
e 3\ —2e73
det(H — A1) = det L

= ((e®=X)+2e3) ((e3=N)—2e73)
= (-A+3e3)(-A—ee3) = A=3e3) (N +e9)
On en déduit :
A est valeur propre de H < H — )\ Is n’est pas inversible
& det(H—-XI)=0
& A=3eH)N+e3)=0

& A=3e3 0U A= —e3
On en déduit : Sp(V2(F)(e,e)) = {—e~3,3e73}.

Or: —e3<0et3e3>0.

D’ou (e, e) n’est pas un extremum local de F' (c’est un point col). O

13
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Exercice 3 (EDHEC 2020)

On considére une variable aléatoire X suivant la loi normale A/ (O, 02), ol o est strictement positif.
1

oV2m
fonction de répartition de X, définie sur R par :

On rappelle que la fonction fx : x +—

2
x
exp <—202> est une densité de X et on note Fx la

FX:ml—>/x Fx(t) dt

1. Démontrer : Vz € R, Fx(—x) =1 — Fx(z).

Démonstration.
Soit z € R.

Fe(eo) = [ fe) dt

—x
Comme les intégrales /

— O

T
fx(t) dt et / fx(t) dt sont convergentes, on effectue le changement
—0o0

de variable affine| uw = —t

u= —t (donc t = —u)
—du=—dt et dt=—du
el =—-00 = u=+00

et=—x = u==zx

Ce changement de variable est valide car 9 : u > —u est de classe C! sur [z, +-00].
On obtient alors :

[ mwa = [ swa

—00
+oo
= / fx(u) du (car fx est paire)
€T
oo +o0 (par relation de Chasles, les
= / fx(u) du —I—/ fx(u) du intégrales en présence étant
:” oo convergentes)
x cy oz
. (car fx est une densité
N /OO () du+1 de probabilité)

= 1-— Fx(x)

Vr e R, Fx(—xz) =1— Fx(z)

2. On pose Y = |X| et on admet que Y est une variable aléatoire.

a) Montrer que la fonction de répartition de Y est la fonction, notée Fy, définie par :
2Fx(zr)—1 siz >0
Fy :xz—
0 six <0

Démonstration.
« Tout d’abord, par définition de la v.a.r. Y : Y/(Q) C [0, +oo].

14
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o Soit x € R. Deux cas se présentent :

Fy(x) = P(Y <z]) = P(@) = 0

x six € [0,400], alors :

Fy(z) = B(Y <
|

(car X est une
v.a.r. o densité)

(d’apres la question
précédente)

= Fx(z)— (1- Fx(z))

= 2Fx(z)—1

2Fx(z)—1 siz >0

0 sixz <0

Finalement : Fy : x — {

b) En déduire que Y est une variable & densité et donner une densité fy de Y.

Démonstration.
o La fonction Fy est continue :
x sur | — oo, 0] en tant que fonction constante,
x sur ]0, 4+o00[ en tant que transformée affine de F'x qui est continue sur cet intervalle,
x en 0. En effet :
- d’une part : lim Fy(x) =0 (par définition de Fy).

z—0~
1
- d’autre part : lim Fy(x) =2Fx(0)—1=2-—-1=0
x—07t 2
Ainsi :

lim Fy(x) = Fy(0) = lim Fy(x)

z—0~ z—0t

On en déduit que Fy est continue sur R.

Commentaire \

1
On utilise ici une des propriétés de la v.a.r. X de loi N (O, 02) : Fx(0) = 3 On rappelle

que la démonstration s’effectue comme suit.
+oo
o Comme fx est une densité, 'intégrale / fx(t) dt est convergente.
—00
e Ainsi :

00 0
/ fx(t)dt = 2/ fx(t) dt  (car fx est paire)

—00

= 2Fx(0)
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« La fonction Fy est de classe C! sur | — 00,0/ et sur ]0, +oo[ par des arguments similaires & ceux
de la continuité sur ces intervalles.

On en déduit que Fy est de classe C! sur R sauf éventuellement en 0.

On en conclut que Y est une v.a.r. a densité.

o Pour déterminer une densité fy de Y, on dérive sa fonction de répartition Fy sur les intervalles
ouverts | — 0o, 0[ et |0, +o0].
Soit € R.

x Six €] —o00,0[ alors :

fr(z) = Fy(z) =0

fr(z) = F{/(x) = 2F,($) = 2fx(z) = 5 exp <_1:)

x On choisit enfin : fy(0) = 0.

0 siz <0
Finalement : fy : 9 22
exp|—=—=| six>0
o2 ( 20 2> O
N . ) 2
c) Montrer que Y posséde une espérance et que 'on a : E(Y) =o —
Démonstration.
+oo
e La v.a.r. Y admet une espérance si et seulement si l'intégrale / t fy (t) dt est absolument
—00

convergente, ce qui équivaut & démontrer la convergence pour ce calcul de moment du type

+o0
/ ™ F (1) dt.

— 00

« Tout d’abord, comme la fonction fy est nulle en dehors de |0, +o0] :

/W> tfy(t) dt = /Om tfy(t) dt

— 00

+oo
« De plus, la fonction ¢ — ¢ fy (t) est continue par morceaux sur [0, +ool. L'intégrale / t fy(t)dt
0

est donc impropre seulement en +oc0.

« Soit B € 0, +o0].

(d’apres la question

B B 9 2
/0 iyt dt = /0 t o2 P <_02> dt précédente)

16
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BQ
¢ Or, comme 202 >0: lim exp|—=——]=0
B—+o0 202

On en déduit que Y admet une espérance et :
20 2
EY) = — = o4/—.

(Y) o - .

3. On suppose, dans cette question seulement, que o est inconnu et on se propose de ’estimer.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 1. On considére un échantillon (Y7, Ya,...,Y}) composé
de variables aléatoires, mutuellement indépendantes, et ayant toutes la méme loi que Y.
1 n
On note S, la variable aléatoire définie par : S,, = — >  Y;.
N g=1
a) Montrer que 5, est un estimateur de o, donner la valeur de son biais, puis proposer un estimateur
sans biais de o, que ’on notera T,,, construit de facon affine & partir de .5,,.

Démonstration.

1 n
n g=1
x a l'aide d’un n-échantillon (Y7,...,Y,) de la via.r. Y,

o« Lavar. S, = Y} s’exprime :

x sans mention du paramétre o.

La v.a.r. S, est donc un estimateur de o.

e La v.a.r. S, admet une espérance en tant que combinaison linéaire de v.a.r. qui en admettent
une. Elle admet donc un biais.

o De plus :
1 n
Ng=1
e ar linéarité de
= —> E(Y) l(fn .
N1 espérance)
1 n 2 ) \ .
- 2y 04/2 (d /a]’)res la question
n g=1 7w précédente)
1 2
= —Xnrwo —
n T

On en déduit : b,(S,) =E(S,) —o =0 < 2_ 1).

o D’aprés ce qui précéde :

2
E(S,) = o4/
T
donc gE(Sn) - -
d’ou IE< Wgn) - (gDaT‘ ,llneamte de
2 lespérance)

On pose alors : T}, = \/Z Sh.
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™ 1 2 )
x Lavar T, = \/g X — > Y} s’exprime :

n p=1
- a l’aide d’'un n-échantillon (Y3,...,Y,) dela viar. Y,

- sans mention du paramétre o.

T
La v.ar. T, = \/g Sy, est donc un estimateur de o.

x La v.a.r. T,, admet une espérance en tant que transformée linéaire de la v.a.r. S,, qui en admet
une. De plus, d’aprés les équivalences précédentes :

E(T,) = IE( gsn> _

T
On en déduit que T,, = \/g S,, est un estimateur sans biais de o.

b) Rappeler la valeur du moment d’ordre 2 de X, puis déterminer E(Y?2), V(Y) et V(S,,).
Démonstration.
o Par formule de Koenig-Huygens : V(X) = E(X?) — (E(X))2 Ainsi :

E(X2) = V(X)+ (E(X))?

= o2+0? (car X < N (0,0?))

E(X?) = o?

e On remarque :

« Par formule de Koenig-Huygens :

2
V(Y) = B - (B(Y)? = o* - ( 2) - s-t 2 - (1-2)

V(S,) = VCL %Yk>

k=1
Ly (z Y; )
= — k
n? k=1
R (car Y1, ..., Yy sont
- n? ,gl V(¥i) indépendantes)

o (d’apres ce qui précede)
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¢) Déterminer le risque quadratique de T;, en tant qu’estimateur de o. En déduire que T}, est un
estimateur convergent de o.

Démonstration.

e La v.a.r. T;, admet une variance en tant que transformée linéaire de .S,, qui en admet une. Elle
admet donc un risque quadratique.

o Par décomposition biais-variance :

ro(Tn) = V(T)+ (bo(Tn))

_ v m S, ) +02 (car T,? e?st un estimateur
2 sans biais de o)

™
FT—2 ,
T 2z °
L T™—2
Ainsi : ro(T),) = o o?.
0 : lim =2 —0. Don: I T,) =0
. nlremaquue.n_1>151cr1Oo on Ou~n_1)1iloo7’a( n)— .

On en déduit que T;, est un estimateur convergente de o.

O

4. On rappelle qu’en Scilab, si i et j désignent deux entiers naturels non nuls, la commande grand (i,
j, 'mor', m, s) simule dans un tableau & i lignes et j colonnes, i x j variables aléatoires mu-
tuellement indépendantes et suivant toutes la loi normale d’espérance m et de variance s2.
Compléter le script Scilab suivant afin qu’il permette de simuler les variables aléatoires S, et T,
pour des valeurs de n et o entrées par I'utilisateur.

1 n = input('entrez la valeur de n : ')

2 sigma = input('entrez la valeur de sigma : ')
3 X = —————- // simulations de X1, ..., Xn

4 Y= -ccoo // simulations de Y1, ..., ¥Yn

5 8 = ------

6 T = ----—-

Démonstration.
On propose le programme Scilab suivant :

1 n = input('entrez la valeur de n : ")

2 sigma = input('entrez la valeur de sigma : ')

3 X = grand(l, n, 'nor', 0, sigma) // simulations de X1, ..., Xn
4 Y = abs(X) // simulations de V1, ., Yn

5 S = (1/n) % sum(Y)

6 T = sqrt(kpi / 2) xS
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Détaillons I'obtention de ce script.

Début du programme
On commence par demander & l'utilisateur d’entrer une valeur pour 'entier n et pour I'écart-type

sigma.

1 n = input('entrez la valeur de n : ')
2 sigma = input('entrez la valeur de sigma : ')

Simulations des v.a.r.

x On commence par simuler un n-échantillon de la v.a.r. X ou X — N (0, 02). D’apreés ’énoncé,
cela s’effectue a ’aide de la commande suivante :

3 X = grand(1, n, 'nor', O, sigma)

x On simule ensuite un n échantillon (Y7,...,Y;) de la v.aar. Y = | X]|.

4 Y = abs(X)

M=
=

x A laide de la simulation de (Y1,...,Y,), on en déduit une simulation de S,, =

SRS
i
I

5 S = (1/n) % sum(Y)

Commentaire \

Notons que 'on pouvait procéder de maniéres différentes. Par exemple :
« en exploitant les commances Scilab :

5 S = mean(Y)

o en codant la somme « & la main »

5 S =0

¢ for k=1:n

7 S =38+ Y(k)
s end

9 S =(1/n) 8

Etant donné l'espace alloué par le programme (une ligne), le concepteur avait certaine-
ment en téte la premiére ou la deuxiéme solution. Cependant, il est raisonnable de penser
que toute réponse juste sera comptée comme telle. Ainsi, la derniére solution rapporte
certainement la totalité des points.

\. J

x On simule enfin la v.a.r. T}, = \/Z Sh.

¢ T =srqt(hpi / 2) xS

Commentaire .

Afin de permettre une bonne compréhension des mécanismes en jeu, on a détaillé la réponse &
cette question. Cependant, compléter correctement le programme Scilab démontre la bonne
compréhension de la simulation demandée et permet certainement d’obtenir tous les points
alloués a cette question.

On procédera de méme dans les autres questions Scilab.

20



ECE2 8 février 2021
Mathématiques

Probléme (EML 2015)

Dans tout 'exercice, (£2,.o7,P) désigne un espace probabilisé et toutes les variables aléatoires considé-
rées seront supposées définies sur cet espace.

Partie I : Loi exponentielle

Dans toute cette partie, A désigne un réel strictement positif.

1. Donner une densité, la fonction de répartition, ’espérance et la variance d’une variable aléatoire
suivant la loi exponentielle de paramétre .

Démonstration.
Soit X une v.a.r. de loi £ ().

0 siz <0
Alors la fonction fx : x +— est une densité de X.
e ™™ sz >0

0 siz <0
La fonction de répartition de X est la fonction Fx : z +—
1—e ™ siz>0

1
Enfin, X admet une variance, et donc une espérance, données par : E(X) = " et V(X) = 20

2. Justifier que les intégrales suivantes convergent et donner leurs valeurs :

+o0 +o0
/ e ™ dr, / T
0 0

Démonstration.

“+00
La fonction x + e™*? est continue sur [0, +oo[. L’intégrale / e % dz est donc impropre
0

seulement en +oo.
Soit = € [0, +o0l.

1 1

Az Az
e = — de = — x
3 3 fx(z)
+oo

Or, comme fx est une densité, 'intégrale / fx(z) dx est convergente.

—0o0

+o0 +oo
Ainsi l'intégrale / fx(z) dx est convergente, et / e dx aussi.
0

0
(on ne change pas la nature d’une intégrale en multipliant son intégrande par une constante non

nulle)
On en déduit :

+00 1 [t
/ e M dr = / fx(z) dx
0 A Jo

1 [t (car fx est nulle en
Y /_OO Jx () dx dehors de [0, +0o0[)

1
= 3 1 (car fx est une densité)

+oo 1
/ e dp ==
0 A
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Commentaire

Méme si cela était moins dans 'esprit de ’énoncé, il était possible de procéder par calcul direct :

« Soit B € [0, +o0].
B 1 1
-z _ ¥ - _ -AB
/0 e dor = [ 3 e L 3 (e 1)

e Or,comme A>0: lim e B =0.
B—+400

+o0o 1
On en déduit que l'intégrale / e dz est convergente et : / e A dy = Y
0 0

\.

+oo
« La fonction z — 2 e % est continue sur [0, +-co[. L’intégrale / ze ™ dz est donc impropre
0
seulement en +o00.

« Soit z € [0, +o0].

1 1

Az Az

Te = x - de = —z x

S 5 @ fx(@)
+oo

e Or, comme X admet une espérance, 'intégrale / x fx(z) dx est convergente.
—00

+o0 +00
Ainsi l'intégrale / x fx(x) dx est convergente, et / e dx aussi.
0

0
(on ne change pas la nature d’une intégrale en multipliant son intégrande par une constante non
nulle)

e On en déduit :

+00 1 [t
/ re M dr = / x fx(x) dx
0 A Jo

1 [to° (car fx est nulle en
N /\/_Oo 7 fx(z) dehors de [0, +o0[)
1

+oo 1
On en déduit : / re N dy = 2
0

Commentaire

On pouvait la encore procéder par calcul direct a ’aide d’une intégration par parties.
« Soit B € [0, 4+00[. On procéde par intégration par parties (IPP).

1
V(z) = e A® v(z) = Y e AT

Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe C* sur [0, B].
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Commentaire

« On obtient alors :
B 1 B B
/ e N dx = [x X (— e_)‘f"> } —/ —— e dy
0 A o 0 A
1 1 [P
= -3 Be_’\B—i—X /0 e M dy
1 B —-AB + 1 1 -z l
= —— Be — | —=ce
A A A
0
1 1
_ -\B -AB
—X Be — ﬁ (e — 1)
o Or,comme A >0: lim e *B =0. De plus, par croissances comparées : lim Be % =0.
B—+o0 B—+oco
+oo +oo 1
On en déduit que I'intégrale / ze N dx est convergente et : / ze N dr = z
0 0
‘ nEy

3. a) Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1].
Quelle est la loi de la variable aléatoire V = —1 In(1—U)?
Démonstration.
1
« Notons h : x — Y In(1 — ), de sorte que V = h(U).
Comme U — U([0,1]), on considére : U(2) = [0, 1[. On en déduit :

V(Q) = (hU))(Q) = r(UK) = h([0,1])

(car h est continue et strictement

- [h(O), firg h(az)[ croissante sur [0,1])

z—1

= [0,+o0]

Ainsi : V() = [0, +o0].

Commentaire

Comme ce n’est pas le coeur de la question, il n’est pas nécessaire de faire I’étude détaillée

de la fonction h. On présente ici rapidement les éléments permettant cette étude :

x la fonction h est dérivable (donc en particulier continue) sur [0, 1[ en tant que composée
de fonctions dérivables sur les intervalles adéquats.

x soit z € 10, 1].

0= 4 (+5) = s

La fonction h est donc strictement croissante sur [0, 1[.

\.

o Déterminons la fonction de répartition de V.
Soit x € R. Deux cas se présentent.

x Sixz <0, alors [V < 2] =g car V(Q) = [0, +oo]. Ainsi :

Fy(z) =P([V <a])=P(@)=0
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x Six e [0,+o0] :

Fo@) = P(V <a]) = P([—imu—v)@])

= P(ln(1 -U) > —Az)) (car —\ < 0)

(car la fonction exp est
strictement croissante sur R)

= P(1-U3e))

= B(U<1-o)

= Fy (1 —e_MC)
_ {_ e (car 1 — e €[0,1] et
- U < u(0,1])

0 siz €] —o00,0]

Finalement : Fy : z —
1—e ™ sixe|0,+o00]

« On reconnait la fonction de répartition associée a la loi £ (A).
Or, la fonction de répartition caractérise la loi d’une v.a.r.

On en conclut : V — &£ (A).

Commentaire

« On a démontré, lors de I'étude de V' (€2), que h réalise une bijection de [0, 1[ sur [0, +oo[. 11
est possible de déterminer I'expression de h=! : [0, +o0o[ — [0, 1].
Pour ce faire, on remarque que pour tout z € [0, 1[ et y € [0, +o0], on a :

1
y=h(z) < y=-5 In(1 — z)
& x=1-—eV
& x=h"Yy)
On démontre ainsi que h~' a pour expression : h™!: z 1 — e %,

AT apparaissant a la fin de la résolution

o On retrouve ici 'expression de la quantité 1 — e~
de la question. Ce n’est pas surprenant car la méthode utilisée ici consiste justement a faire

apparaitre, étape par étape, la quantité h~!(z). Plus précisément, on a :
Fy(z) = P([V<a]) = P([pU)<2]) = P([ULSh  (2)]) = Fy(h(2))

On comprend mieux pourquoi cette maniére de procéder est appelée méthode d’inversi(ﬂq.

\. J

b) Ecrire une fonction en Scilab qui, étant donné un réel A strictement positif, simule la loi expo-
nentielle de parameétre A.

Démonstration.

function v = simuExp(lambda)
u = rand()
v = -(1/lambda) x log(l-u)
endfunction 0

[ S I I R
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On considére une suite (X, )nen+ de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi expo-

nentielle de parameétre 1.
Pour tout n de N*, on définit la variable aléatoire T;, = max(X1, ..., X;,) qui, & tout w de €2, associe
le plus grand des réels X;(w), ..., X,(w) et on note f, la fonction définie sur R par :

ne (1 —e )"t siz>0

Ve € R, fo(z) = {

0 six <O

Partie II : Loi de la variable aléatoire T,

4. a) Calculer, pour tout n de N* et pour tout « de R*, la probabilité P([T,, < z]).

Démonstration.
Soit n € N* et soit x € RY..

(car les v.a.r. X1, ..., X,
sont indépendantes)

(car les v.a.r. Xq, ..., X,
ont méme loi)

= (P([X1<a])"
= (1—-e®)" (car X1 —E(1) etz >0)
¥n € N, Vo € R, P([T, < a) = (1 —e™®)" 0

b) En déduire que, pour tout n de N*, T, est une variable aléatoire & densité, admettant pour

densité la fonction f,,.

Démonstration.
« Tout d’abord : Vi € [1,n], X;(Q2) = [0, +oo] (car X; — & (1)).

Ainsi : T,,(©2) C [0, +o0].

o Déterminons Fr, , la fonction de répartition de T5,.
Soit « € R. Deux cas se présentent :

x sl x €] —00,0] alors [T, < z] = @ car T,,(2) C [0, +o0]. Ainsi :

Fr,(z) = P([T, <z]) = P(®) =0

x si x € [0,+00]. D’apreés la question 4.a) :

Pr,(z) = P(T,<z]) = (1—e )"

0 siz <O

Finalement : Fp, : x +—
(1—e®)" siz>0
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o Démontrons que 7T, est une v.a.r. a densité.
x La fonction Fr, est continue :
- sur | — 00, 0[ en tant que fonction constante,
- sur |0, +oo] car elle est la composée Frr,, = g2 0 g1 de :
—gr:x—1—e"" quiest:
» continue sur |0, +o0],
» telle que : ¢1(]0, +o0]) C R.

— g2y +—> y" qui est continue sur R.

- en 0. En effet :
— d’une part : lim Fr, (z) =0
z—0~
— d’autre part : lim Fr, (z) = Pr,(0) = (1 —e %) = 0.
z—0t

Ainsi :
lim Fr,(z) = Pr,(0) = lim Fr,(2)

z—0— z—0t

La fonction Fr, est continue sur R.

« La fonction Fr, est de classe C! sur ] — 0o, 0] et sur ]0, +-oc[, par des arguments similaires & ceux
de la continuité sur ces intervalles.

On en déduit que Fr, est de classe C! sur R sauf éventuellement en 0.

La v.a.r. T,, est donc une v.a.r. & densité.

o Pour déteminer une densité fr, de 7T, on dérive sa fonction de répartition Fr, sur les intervalles
ouverts | — 00, 0] et ]0, +00].
Soit z € R.

x Siz €] —o00,0] alors :

fr.(@) = Fy(z) = 0 = fo(x)
fr.(@) = Fi(z) = ne™®(1—e")""! = fu(z)

x On choisit enfin : fr, (0) = f,(0).
Finalement : Vx € R, fr, (z) = fn(2).

On en déduit que la fonction f,, est bien une densité de T,. O

5. a) Montrer que, pour tout n de N*, la variable aléatoire T;, admet une espérance.

Démonstration.

Soit n € N*.
+oo
o Lav.a.r. 7}, admet une espérance si et seulement si I'intégrale x fn(z) dx est absolument

—0o0
convergente, ce qui équivaut & démontrer la convergence pour ce calcul de moment du type

/ T fu(2) da.

— 00
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« Tout d’abord, comme la fonction f,, est nulle en dehors de [0, 4o0] :

/+°O @ fu(z) do = /;OO 2 ful(z) da

—00

+o00
« De plus, la fonction z — x f,,(z) est continue par morceaux sur [0, +o00[. L’intégrale / z fn(z) dx
0
est donc impropre seulement en 4-oc.

o On sait de plus :

1
x T fo(x)= o <> En effet, pour tout > 0 :

r—+o0 1‘2

z q(x) —_ :anne_m(l _ e—:v)n—l — nxS e—a:(l _ e—x)n—l

72

Or: lim e ®=0.Donc: lim (1—-e®)""!=1.
T—+400 r—+00

De plus, par croissances comparées : lim z3e™% = 0.
—

T——+00
x fn(x
Finalement, on a bien : lim fq( ) =0.
r—+00 =
x
1
x Vo € [1,+o00[, z fo(z) 2 0et — >0
x
+o0o
x L’intégrale — dx est une intégrale de Riemann, impropre en +oo, d’exposant 2

2
1 X
(2 > 1). Elle est donc convergente.

D’aprés le critére de négligeabilité des intégrales généralisées de fonctions continues positives,

+00
lintégrale / x fn(x) dr est convergente.
1

« De plus, la fonction x +— z f,,(x) est continue par morceaux sur le segment [0, 1].

1
L’intégrale / x fn(x) dz est donc bien définie.
0

+oo
Finalement, pour tout n € N*, I'intégrale / x fn(x) dz est convergente.
0

On en déduit que, pour tout n € N*, la v.a.r. T,, admet une espérance.

b) Déterminer l'espérance E(77) de T} et I'espérance E(T3) de Tb.

Démonstration.

« On remarque que : 71 = max(X;) = X;.

Ainsi, d’aprés la question 1. : E(T}) = 1.
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« D’apreés la question précédente, T admet une espérance. Ainsi :

+oo +o00
E(Ty) = / x fo(z) dx = /0 x fo(x) dx  (car fo est nulle en dehors de [0, +0o0[)

—0o0

+o0
= / 2re ¥ (1 —e ) dx
0

+oo +o0 (par linéarité de lintégration, car d’apres 2.,
- 9 T e — 9 —2x d 400 400
/0 ve v /_OO ve . / e’ dx et/ ze ¥ dx convergent)
0 0
1 1 s ; ,
= 2X th 2 X 7] (d’apres le résultat de la question 2.)
_ 3
-2
3
E(Ty) = =
(1) =3 0
L . . % 1 /
6. a) Vérifier : Vn € N*, Vo € Ry, froi1(z) — fulz) = o n1().
Démonstration.
Soit n € N*.

« La fonction f,, est dérivable sur |0, +00[ en tant que produit de fonctions dérivables sur |0, +o00].
Soit x € |0, 4o00] :

i) = —ne®(1—e )" 4nn—1)e 21 —e %) 2
= ne ¥(l—e )" 2(—(1—e*)+(n—1)e%)

= ne (1 —e*)" 2(ne ® —1)

Vo >0, fio(@)=(mn+1e*(1—e )" H(n+1l)e ™ —1)

« Soit z € 0, 4o0].
Farr(@) = fal@) = (n+1De(1 = )" — ne~7(1 — =)
= e (l—e (4 (1 — e ) —n)

= e *(1- e_”’)”_l(l —(n+1)e™®)

1
= *mrlbﬂ(l‘)
Vi €N Ve > 0: fup(2) — fal@) = ——— f 11 (2)
n , Vo S iz (@) = -7 fun@

Commentaire

On a ici démontré I'égalité demandée sur R* et non sur Ry. En effet, la fonction f,
n’est pas toujours dérivable en 0. Par exemple, f; et fo ne le sont pas.
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b) Montrer ensuite, a ’aide d’une intégration par parties :

+00 +oo
Vn € N, /0 & (fust (1) — ful)) do = — /0 fusa(z) da

n—+1

Démonstration.
Soit n € N*.
o La fonction & — z(fn+1(x) — fn(x)) est continue par morceaux sur [0,+oc[. L’intégrale

+00
/ Z(frnt1(x) — fu(x)) dx est donc impropre seulement en +oo.
0

« Soit A € [0,+o0]. D’apreés la question précédente :

A A
| thin@ = st do = —— [ 2 () da

On effectue alors une intégration par parties (IPP).

ulz) = =z W(x) = 1
V(z) = frp) @) = fanalo)
Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe C' sur [0, A]. On obtient :
1 A 1
_n+1 0 ‘Tfn+1(x) dr = _n_|_1 [ fn-i—l fn-i-l d:IZ
1
= _n +1 fn+1 fn+l
e De plus :
+oo
x la fonction f,,11 est une densité de probabilité. Ainsi 'intégrale / frnt1(x) dx est conver-
—00

+o0
gente (et vaut 1), et donc / frnt1(z) dx aussi.
0

+o0
D’ou : / fn+1 dx fn+1(m) dx.

A—>+OO 0
x comme A >

A fni1(A) = Axne_A(l—e_A)” =nx—x(1—e=M" — 0 (par croissances comparées)

eA Astoo

+oo
On en déduit que U'intégrale / x (fny1(x) — fu(x)) dx converge.
0

Ainsi : ¥n € N*, /0 e (fesr(@) = fula)) do = — /0 " () do.

n+1 ]

¢) En déduire, pour tout n de N*, une relation entre E(T},11) et E(T,), puis une expression de
E(T,,) sous forme d’une somme.

Démonstration.
Soit n € N*.
o D’aprés la question 3.a), les v.a.r. Ty, 11 et T,, admettent une espérance.
“+oo “+o0o
On en conclut que les intégrales impropres / Z foy1(x) dz et / x fn(x) dx sont
—0o0 —00

(absolument) convergentes.
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e On calcule alors :

+oo +oo
E(Th+1) — E(T,,) = / x fpy1(x) dox —/ x fn(x) dr

—00 —0o0

Feo Feo (car frn et fni1 sont nulles
a /0 T fota(2) de _/0 T ful(@) do en dehors de [0, 400[)

+oo
_ /0 2 (fas1(2) = fulz)) do

1 too
= /0 fry1(x) dx (d’apres la question 6.b))
1 Hoo (car fn+1 est nulle
on+1 /oo Jua () de en dehors de [0, +o0[)
1 L
= x 1 (car fni1 est une densité)
Wn € N*, B(Thy1) — B(Th) = —
n ) n+1 n) = nt1
1
e On a donc : Vk € N*, E(Tk+1) — E(Tk) = m
En sommant ces égalités pour k variant de 1 & n — 1, on obtient :
S B0 -E@) =% = 5
k+1) — k) = = -
Par télescopage :
no1
E(T,) —E(T1) = > +
k=2 k
Or, d’aprés la question , E(T7) = 1.
no1 no1
On en déduit que : Vn e N, E(T,,)) =1+ > —= > —
=k =k 0

Partie III : Loi du premier dépassement

Dans toute cette partie, a désigne un réel strictement positif.
On définit la variable aléatoire N égale au plus petit entier n de N* tel que X,, > a si un tel entier

existe, et égale & 0 sinon.
+00

7. Justifier I'égalité d’événements : [N = 0] = [ [X; < a]. En déduire la probabilité P([N = 0]).
k=1
Démonstration.
e Soit w € Q.

w € [N =0] si et seulement si N(w) = 0. Or N(w) = 0 si et seulement s’il n’existe pas d’entier
n € N* tel que X, (w) > a.
Autrement dit, si la proposition suivante est vérifiée :

NON (3n € N*, X,,(w) > a)

+o0
Ce qui équivaut & : Yn € N*, X, (w) <a. Puisa:we () [X, <a]
n=1
+oo
[N=0l= N [Xk<d
k=1
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Commentaire \

e On aurait sans doute obtenu tous les points de cette question sans l'introduction
propre de w. En effet, I’énoncé prend le parti de ne pas le faire lors de la définition
de la v.a.r. N.

« Cela se fait cependant au prix d’une confusion d’objets entre variables aléatoires /
réalisations / événements. Détaillons la démonstration qui semble plus proche de
I’esprit du concepteur.

e On a N = 0 si et seulement s’il n’existe pas d’entier n € N* tel que X,, > a.
Autrement dit, si : NON(In € N*, X, > a).
Ce qui équivaut a : Vn € N*, X, < a.

“+oo

Finalement, on a : [N =0] = [\ [Xk < d]

\. J

o Ainsi :

D’apres le théoréme de la limite monotone :

+o0 n
PN [Xe<a]l|]= lim P [Xr<d]
k=1 n—-+oo k1
o Soit n € N*.
~ " (car les v.a.r. Xq, -+, Xy
< = <
F (kﬂl X < a]) ;};IIP([Xk <a)) sont indépendantes)
(car les v.a.r. Xp, -+, Xp,
= <
,};[1 P([X1 < a]) ont méme loi)

= (1—e )" (car X1 = E(1) eta>0)

Or:0<1—e %< 1. En effet :

donc —a < 0

(par stricte croissance

d’ ™ 0 —a
ot < © < de exp sur R)
ainsi -1 < —e % < 0

On en déduit : lim (1 —e™%)" =0.

n—-+4o0o

Et:IP’(JﬁO [ngao—o.

k=1

Ainsi : P([N = 0]) = 0.
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8. Montrer : Vn € N*, P([N =n]) = (1 —e %)" te 2
Démonstration.

Soit n € N*.

« Par définition, I’événement [N = n] est réalisé si et seulement si n est le plus petit entier tel que
[X,, > a] est réalisé. Autrement dit, si on a a la fois :

x pour tout k € [1,n — 1], 'événement [ X} < a] est réalisé,

x 'événement [X,, > a] est réalisé.

Ainsi: [N = n] = [X1 < a] NN [Xn1 <a]N[Xn>a] = (:rj X, <a]> A [X, > d]
On en déduit -
P(N=n]) = P ((:rj X, < a]) N[X, > a])
(car les v.a.r. X1, -+, Xn

- (T rE <) <px,>a)

sont indépendantes)

(car les v.a.r. Xp, -+, X,
ont méme loi)

= (P([X1 < a])" x P([X1 > a])

= (Fx,(@)"™" x (1= Fx,(a))

= (lfe_a)n_1 x e~ ® (car X1 — E(1) eta>0)

VneN*, P(N=n])=(1—-e9)" e

9. Déterminer 'espérance E(NV) et la variance V(IV) de N.

Démonstration.
o D’aprés I’énoncé : N(Q) = N.
o De plus, on a démontré :
x P([N =0]) =0.
«VneN*, P([N=n])=1—-e9)" e

On en déduit : N — G (e™%).

o Ainsi N admet une espérance et une variance.

De plus : E(NV) = =e¢* et V(N)= =e¥(l—e %) =e?(e* —1).
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Commentaire

« Profitons de cette question pour faire un point sur la notation X (2).

Rappelons qu'une v.a.r. X est une application X : Q@ — R.
Comme la notation le suggeére, X (Q2) est I'image de Q par 'application X.
Ainsi, X () n’est rien d’autre que ’ensemble des valeurs prises par la v.a.r. X :

X(©Q) = {X(w) |we}
= {zeR|JweQ, X(w)=u2c}

Il faut bien noter que dans cette définition aucune application probabilité P n’apparait.
I1 est toujours correct d’écrire : X (2) C | — 00, +00].

En effet, cette propriété signifie que toute v.a.r. X est a valeurs dans R, ce qui est toujours le
cas par définition de la notion de variable aléatoire.

Dans le cas des v.a.r. discrétes, il est d’usage relativement courant de confondre :
x ’ensemble de valeurs possibles de la v.a.r. X (i.e. 'ensemble X (£2)),

x Pensemble {z € R | P([X =x]) # 0}, ensemble des valeurs que X prend avec probabilité
non nulle. Dans le cas qui nous intéresse ici, a savoir X est une v.a.r. discréte, cet ensemble
est appelé support de X et est noté Supp(X).

Si X est une v.a.r. discréte, il est & noter que toute valeur prise par X avec probabilité non
nulle est une valeur prise par X. Autrement dit, on a toujours :

Supp(X) € X ()

En effet, si z € Supp(X) alors P([X = z]) # 0. On en déduit : [X = z] # @. Il existe donc (au
moins) un élément w € § tel que X (w) = z. La v.a.r. X prend donc la valeur x.

La réciproque n’est pas forcément vérifiee : X (£2) X Supp(X).

Autrement dit, une v.a.r. X peut prendre une valeur avec probabilité nulle. On peut par exemple
penser a ’expérience consistant au lancer d’un dé a 6 faces. La v.a.r. X qui donne le résultat
du dé a pour ensemble image X (2) = [1,6]. Si on considére que le dé est truqué et ne renvoie
que 6, alors le support de X est Supp(X) = {6}.

Ainsi, dans le cours, il est précisé qu'une v.a.r. X qui suit une loi géométrique (de paramétre
e~ %) vérifie X (Q) = N*. Ici, N(2) = N mais la v.a.r. N prend la valeur 0 avec probabilité nulle.
On a alors :

Ve € R, P([X =z]) =P([N = z])

(et ces probabilités sont nulles si v ¢ N*)
Dans ce cas, on considére que X et N ont méme loi (qui est G (e7%)).

Evidemment, il est tout & fait possible d’effectuer un calcul direct avec les probabilités calculées
en questions 7. et 8.. Cependant, cela démontre une manque de prise de recul et finit par cotiter

des points car demande beaucoup plus de temps. 0

On s’intéresse maintenant a la variable aléatoire Z, définie pour tout w de §2 par :

Sy = { Fyo©) 5N £0
a 0 si N(w) =0
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10. Justifier : P([Z < a]) = 0.

Démonstration.

« La famille ([N = 0], [N # 0]) forme un systéme complet d’événements.
D’aprés la formule des probabilités totales :

P([Z <d]) = P([Z<a N[N =0])+P([Z <a] N[N #0])

o Or, par définition de Z :

(on rappelle que d’aprés ’énoncé : a > 0 > 0)

o D’autre part, par définition de N :
[Z<alN[N #0] = @

Démontrons-le en raisonnant par ’absurde.

Supposons : [Z < a]| N[N #0] # @. Alors il existe w € [Z < a] N[N #0].
Cela signifie : N(w) # 0 et Z(w) < a.

Comme N(w) # 0 alors Z(w) = Xpy(y)(w). On en déduit :

Z(w) = Xy (@) <a

Or, comme N(w) # 0, alors N(w) est par définition le plus petit entier n € N* tel que X,,(w) > a.
On a alors : Xy, (w) > a.
Absurde! (car Xy (,)(w) < a)

e On revient a la premiére égalité :
P(Z <al) = P(N =0]) +P(2)
= 040 (d’apres la question 7.)

Finalement, on a bien : P([Z < a]) =0

Commentaire

L’utilisation de la formule des probabilités totales devrait relever ici de 'automatisme. En effet, on
traite d’une v.a.r. qui est définie par cas. Pour le calcul de P([Z < a]), on est donc naturellement
amené a vouloir traiter a part le cas ot [N = 0] est réalisé et celui ot [N # 0] est réalisé. La
formule des probabilités totales n’est autre qu’une formalisation correcte de cette idée.

=
J

11. Soit x € Ja, +0o0].

a) Soit n € N*| justifier I’égalité d’événements :
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Démonstration.
Deux cas se présentent.

«Sin=1
IN=1Nn[Z<z] = [N=1Nn[Xn<z| (par définition de Z)
= [N=1]n[X1 <z (par définition de Z)
= [Xi1>a|N[X1 <] (par définition de N)
= Ja< X; <1z
Onabien: [N=1N[Z<z]=[a < X; < 7]
On en déduit alors :
P(N=1n[Z<z]) = Pla< X1 <z]) = Fx,(z) — Fx,(a)
— @—e ) (e ) = e e
— e—(l (1 _ e(l—.’f)
P(IN=1Nn[Z<z])=e(1—e"7")
- Sin>2
IN=nlN[Z<z] = [N=n]Nn[Xy <2] (par définition de Z)
= [N =n|n[X, < 2] (par définition de Z)
n—1
= ( N Xk < a]) N[Xy,>al N [X, <z (dapresla question 8.)
k=1

(par définition de T,,—1)

Sin >2,on abien : [N

Th-1<alNfa< X, <zl

On en déduit alors :

P([N

n]N [T < z)

P([Th-1 <a]Nfa < X, < z))

B([Ty1 < al) Bla < X, < )

(1-e)"P(la < X, < 2])

De plus X, suit la méme loi que X, donc :

(car T,,—1 et X, sont indépendantes
d’apres le lemme des coalitions)

(d’apres la question 4.a))

Plla< X, <z])=P(la< X; <z]) = %1 —e""7)

Sin > 2,

P(IN = n]N[Z < «)

(1—e )" tema(l —eomm).

On remarque que ’expression trouvée dans le cas n > 2 est valide pour n = 1.

On en déduit : Vn € N*, P([N

nN[Z <z]) =e (1 —er %) (1 - e_a)n—l
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Commentaire

On fait remarquer que la formule obtenue est valide dans le cas n =1 et n > 2.

Ce n’est pas un objectif annoncé de la question. L’avantage est que cela rend la question
suivante plus simple & rédiger : on n’est pas obligé de distinguer lescasn=1etn > 2
puisque l'expression est valide dans ces deux cas.

Ul
b) Montrer alors : P([Z < z]) =1 — e 7.
Démonstration.
La famille ([N = n] )n>1 forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :
+o0
P(Z <z]) = 2 P(N=n]Nn[Z <))
n=1
1 n—1
= Y e l—e""")(1—e"? (d’apres la question 11.a))
n=1
“+o00o
— efa(l _eaf:r) Z (1 —e a)nfl
n=1
+oo
= e (1—-e"%) Y (1—e 9" (par décalage d’indice)
n=0
1
— a(] — g%
A C S S & ey
= o7(1 — e ?) L
B7d
= 1 —e0 %
Ainsi: P([Z < z]) =1—e*" B

12. a) Montrer que la variable aléatoire Z — a suit une loi exponentielle dont on précisera le paramétre.

Démonstration.
« Soit € R. Deux cas se présentent :

x six < 0, alors :

[Z—-a<z]=[Z<z+a]C[Z<d]

Donc, par croissance de P et d’aprés la question 10. :

(d’apres la question 11.b),
carx+a>a)
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Finalement :
0 siz <0

FZ_aimH{

1—e™® sizx>0

On reconnait la fonction de répartition de la loi £ (1).
Or, la fonction de répartition caractérise la loi d’une v.a.r. .

Donc la v.a.r. Z — a suit une loi exponentielle de paramétre 1.

Commentaire

e On reconnait ici une question du type « déterminer la loi d'une transformée affine d’une
v.a.r. Z ». Ce type de question est a savoir faire sans hésitation.

o L’énoncé nous guide ici dans la disjonction de cas & considérer : il précise que Z — a suit une
loi exponentielle. Or I'ensemble image d’une v.a.r. suivant une loi exponentielle est [0, +oo].
La disjonction de cas attendue pour déterminer la fonction de répartition de Z — a est donc :

x le cas x > 0,

x le cas x < 0.

\ D
b) En déduire l'existence et la valeur de E(Z), ainsi que l'existence et la valeur de V(7).
Démonstration.
e On remarque que : Z = (Z —a) + a.
La v.a.r. Z admet une variance, donc une espérance, en tant que
somme de v.a.r. qui en admettent.

o Par linéarité de ’espérance :

1

E(Z) = E(Z—-a)+E(a) = I—i—a =1+a

o Par propriété de la variance :

1

V(Z) = V(Z—-a) = 7 = 1
Finalement : E(Z) =1+aet V(Z) = 1. O
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