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DS9

Exercice
On désigne par id 'endomorphisme identité de R3, et par I la matrice identité de .#3(R).

Partie I : Etude d’un endomorphisme de R?

On note # = (e1, e2,¢e3) la base canonique de R? et on considére ’'endomorphisme f de R? dont la
matrice dans la base canonique est :

1 0 0
A=|-2 3 =2
-1 1 0

1. a) Calculer A% — 3 A puis déterminer un polynéme annulateur de A de degré 2.
b) En déduire les deux valeurs propres possibles A\; et Ay de A (avec A\ < A2).

c¢) En Scilab, l'instruction r = rank(M) permet de stocker dans la variable r le rang de la matrice
M. On considére le programme suivant :

A=1[1, 0, 0; -2, 3, -2; -1, 1, 0]
rl = rank(A - eye(3,3))
r2 = rank(A - 2 * eye(3,3))

jw N =

On place ci-dessous le résultat des instructions qui permettent d’obtenir les valeurs rl et r2
dans la console.

——> rl
rl =

——> 12
r2 =

Que peut-on conjecturer quant aux valeurs propres de f et la dimension des sous-espaces propres
associés ?

d) Déterminer une base (u1,v1) de Ker(f — A1id). Le réel A\; est-il valeur propre de f?
On choisira les vecteurs u; et vy de facon que leurs composantes soient des entiers naturels les
plus petits possible, la derniére composante de u; et la premiére de vy étant nulles.

e) De méme, déterminer une base (v2) de Ker(f — A2id). Le réel Ao est-il valeur propre de f 7
On choisira vy de fagon que ses composantes soient des entiers naturels les plus petits possible.

2. a) Justifier que la famille (u1,v1,v2) est une base de R3.
Quelle est la matrice représentative de f dans cette base?

b) On note = = (a, b, c) un vecteur quelconque de R3.
Déterminer, en fonction de a, b, ¢ les coordonnées de = dans la base (u1, vy, v2).

3. Utiliser le polynéme annulateur obtenu en question 1. pour déterminer A~! en fonction de A et I.
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Partie II : Etude d’une base de R”

Soient n et p deux entiers naturels tels que n > p > 2 et soit £ un R-espace vectoriel de dimension n.
On considére f un endomorphisme de E. On suppose :

x f diagonalisable,

x f posséde p valeurs propres Ap, ..., )\, deux a deux distinctes.

Dans la suite, on note %’ une base dans laquelle la matrice représentative de f est une matrice diagonale
notée D. On note id ’endomorphisme identité de R™.

4. a) On note I, la matrice identité de .#,(R), montrer :
(D—-\1,) ... (D=X1,) = 0.z, (®)

b) En déduire un polynéme annulateur de f.

PoX —A
Pour tout entier k € [1,p], on définit le polyndéme Ly = ] 3 )\]
j=1 kT A

j#k

5. Soit k € [1,p].
a) En distinguant les cas i = k et i # k, calculer Li(\;).

b) Montrer que (L1,...,Ly) est une base de R,_1[X].

; P
¢) Etablir alors : VP € R,_1[X], P = > P(\;) Lg.
k=1

P P P
d) En déduire : Ly =1. Que vaut Y. Ly(f)? Siz € E, que vaut Y. (Ly(f))(z)?
k=1 k=1 k=1

6. Soit k € [1,p].
a) Démontrer : Vi € [1,p], (f — A\gid) o (f — Njid) = (f — Njid) o (f — Mg id).

b) Ecrire (f — A id) o Ly (f) sous forme d’une composée de p applications linéaires.
En déduire que pour tout v € F, (Lk(f))(ac) est un élément de Ker(f — A\ id).

¢) En combinant le résultat de la question précédente et celui de la question 5., que démontre-t-on ?
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Probléme

« Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans ce probléme sont supposées définies sur un
espace probabilisé (€2, .o, P).

« Sous réserve d’existence, on note E(X) et V(X) respectivement Iespérance et la variance d'une
variable aléatoire X, et Cov(X,Y") la covariance de deux v.a.r. X et Y.

o Dans les parties I et III, la fonction de répartition et une densité d’une variable aléatoire X & densité
sont notées respectivement Fx et fx.

o On admet que les formules donnant I'espérance et la variance d’une somme de variables aléatoires
discrétes, ainsi que la définition et les propriétés de la covariance et du coefficient de corrélation
linéaire de deux variables aléatoires discrétes, s’appliquent au cas de variables aléatoires & densité.

o Pour n entier supérieur ou égal & 2, on dit que les variables aléatoires & densité Xi, Xo, ..., X,, sont
indépendantes si pour tout n-uplet (x1, zo, ..., xz,) de réels, les événements [X; < 1], [Xo < x9), ...,
[X,, < z,] sont indépendants.

o L’objet du probléme est double. D’une part, montrer certaines analogies entre les lois géométriques
et exponentielles, d’autre part mettre en évidence quelques propriétés asymptotiques de variables
aléatoires issues de la loi exponentielle. La partie II est indépendante de la partie I. La partie III est
indépendante de la partie II et largement indépendante de la partie L.

Partie I. Loi exponentielle /72
+0o0

1. a) Rappeler la valeur de / et dt.
0

+oo
Etablir pour tout n de N* la convergence de 'intégrale / the t dt.
0

+oo +oo
On pose alors Iy = / et dt et pour tout n de N* I,, = / t"e~t dt.
0 0

400 0 sit<O
« 1 pt :/ eldt=1car fx:t— est une densité de X — £ (1)
0 e’ sit>0

o 1 pt:t—t"e ! est continue sur [0, +o0]

« 3 pts : critére de négligeabilité des intégrales généralisées de fonctions continues
positives

1
. -t _
x 1 pt . tne = t_)aoo <t2>

1
x 1pt:Vtel[l,+oof, t"et>0et 2 >0
“+o00
x 1 pt : Pintégrale / o) dt est une intégrale de Riemann, impropre en +oo,

1
d’exposant 2 (2 > 1). Elle est donc convergente.

b) Soit n un entier de N*. A I’aide d’une intégration par parties, établir une relation de récurrence
entre I,, et I,,_1. En déduire la valeur de I,, en fonction de n.

« 1 pt : IPP + validité car u et v sont de classe C! sur [0, B]
B B
. 1pt: / t"etdt=—-B"e P +n / t"let dt
0 0

e 1lpt:VneN, [, =nl,
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e 3pts:VneN, I, =n!
x 1 pt : initialisation
x 2 pts : hérédité

Soit A un réel strictement positif. Soient X; et X5 deux variables indépendantes de méme loi
1

exponentielle de parameétre A (d’espérance ).
On pose : Y = X7 — Xy, T = max (X1, X2) et Z = min (X7, Xo).

2. Justifier les relations T+ Z = X1 + Xo et T — Z = | X1 — Xo| = |Y].
o« 2 pts : 1 pt par relation

3. a) Rappeler sans démonstration les valeurs de V(X1) et de P([X; < z]), pour tout réel z.

1
‘]-pt:V(Xl):F
0 siz <0
e 1pt: Fx, 12—
l1—e™® siz>0

b) Calculer E(X; + Xa), V(X1 + X3), E(Y), V(Y).

e 1 pt: Les viaar. X; + X2 et Y = X; — Xy admettent une variance (et donc une
espérance) en tant que combinaison linéaire de v.a.r. qui en admettent une.

2
. 1pt:E(X1+X2):X et E(Y)=0

2 2

4. Déterminer pour tout réel z, Fz(z) et fz(z). Reconnaitre la loi de Z et en déduire E(Z) et V(Z).
« 1 pt: Z() C[0,+00]
e 1 pt:Vze|—o00,0[, Fz(z)=0
e 3 pts : Vo € [0,+o0[, Fz(z) =1 — e 2 "
x 1pt:Fy(z)=1-P(Z>2])=1-P(X1 >2]N[Xe>z]) =1—-P([X1 > z]) x P([X2 > z])
(car X; et X2 sont indépendantes)

1pt: Fy(z)=1-(1- FXl(w))2 car X; et Xy ont méme loi

X

X

2
1pt: Fz(z)=1-— (1 - (1- e_Ax)) d’aprés 3.a) car v > 0
e 1lpt:Z—E(2))

(1—e™)? sit=0
5. a) Montrer que pour tout réel t, on a : Fp(t) =
0 sit<0

Exprimer pour tout réel ¢, fp(t).

e 1 pt:Vze]—o00,0[, Fr(z)=0
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e 2 pts : Vz € [0, +00[, Fr(z) = (1 — e *7)?
x 1 pt : indépendance de X; et X»
x 1 pt : fin du calcul
e 2 pts : T est une v.a.r. a densité
x 1 pt : Fr continue sur R
x 1 pt : Fr de classe C! sur R sauf éventuellement en 0

0 sixzx <0

e 2pts: fr:ixz
{ 2 e A7 (1—e_/\x) siz>0

x 1 pt : cas | — 00,0] et |0, 4+o00[
x 1 pt : on choisit f7(0) =0
b) Justifier I'existence de E(T") et V(T'). Montrer que E(T) = % et V(T') = e

(on pourra utiliser des changements de variables affines)

o 1 pt : daprés la question 2. : T'= X; + X3 — Z. On en déduit que la v.a.r. T" admet
une variance (et donc une espérance) en tant que combinaison linéaire de v.a.r.
qui en admettent une.

3

.lpt:]E(T):ﬂ

+00 +o0
« 1 pt : E(T?) = / t2 fr(t) dt = / t? fr(t) dt (car fr est nulle en dehors de
—00 0
[0, +00)

+oo +o0
e 1pt:ET?) =2 / t2 x Ae M dt—/ 2 x 2xe 2 M 4t = 2R(X?) — E(U?) ou
0 0

U= E(2N)
e 1 pt: E(T?) =2 (V(Xl) + (E(Xl))2> - (V(U) + (E(U))g) (par formule de Koenig-
Huygens)
7
. 2y
o1 pt H E(T ) 2)\2
. _ 2y _ 2_ 5
« 1 pt: V(T)=E(T?) — (E(T)) e
1
6. On note r le coefficient de corrélation linéaire de Z et T. Montrer que r = ﬁ
Cov(Z,T)
e 1 pt:r=
VV(Z) VV(T)

e l1pt:V(T'+2) = V(Z)+2 Cov(Z,T)+V(T)

e 1 pt: Cov(Z,T) = % (V(Z+T)-V(2)-V(T)) = %(V(Xl + X5) — V(Z) — V(T)) (car
T+7Z=X:+X>2)

1
o1 pt H COV(Z,T) = N

1 1
o 1 pt: d’aprés 4. \/V(Z) = ”W =73
« 1 pt : d’apreés 5.b) /V(T) = \/E: 5

S
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7. a) Préciser Y (Q) et |Y|(Q).
e 1pt:Y(Q)=Ret |Y|(Q)=][0,+00]
b) Déterminer une densité de la variable aléatoire —Xs.

e 1 pt:V(Q)=]—00,0] (ou V=-Xy)
e 2 pts : Vo € | —00,0], Fyy(z) =e*?®
x 1 pt : Xo est une v.a.r. a densité
x 1pt:—z>=0
e« 1 pt:Vzel0,+oof, Fy(z)=1
e 2 pts : V= —X5 est une v.a.r. a densité
x 1 pt : Fy continue sur R
« 1 pt : Fyy de classe C' sur R sauf éventuellement en 0

et siz <0

e 2pts: fyr:ix—
0 siz>0

x 1 pt:cas|—o00,0[ et |0, +o0]
x 1 pt : on choisit fi/(0) =0

+oo
c¢) Montrer que pour tout réel y, 'intégrale / fx,(t) f-x,(y — t) dt est convergente et qu’elle

—0o0

A
vaut B e vl (on distinguera les deux cas : y > 0 et y < 0).

+00 +0o0
e 1pt: / fx, () fex,(y—t) dt = /0 fx,(t) f-x,(y — t) dt car fx, est nulle en

dehors de [0, +o00]

e 3pts:casy<0

B B
1
1 pt: / fxi() fox,(y — 1) dt = M et — / 2 e M dt
0 2X 0

X

X

+0o0
1 pt : I’intégrale / 2 e 2 dt est convergente (et vaut 1) car c’est le moment
0

+o00
d’ordre 0 de U — £(2 ). On en déduit que l’intégrale / fx, () fox,(y —t) dt
0

est convergente

tpts [ g fly -0 di= e

— 00

X

edpts:casy >0
1 pt: le(t) f—XQ(y_t)#O & >y

+o0 Too B
1pt: / fxi () f-x,(y—t) dt = / Ix,(t) fox, (y—t) dt = A2 MY % / 9N e2M gt
0 ) i

X

X

X

+oo
1 pt : comme / 2Xe2M 4t est convergente (cf point précédent), alors
0

+00
/ 2 e 2M dt est aussi convergente.
y

400
x 1 pt: / 2 e M gt =P([U > y]) = e 2NV
Y
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. A
d) Etablir que la fonction y — Ze Yl est une densité de probabilité sur R ; on admet que c¢’est

une densité de la variable aléatoire Y.

A
e 1 pt:y— §e_’\‘y| continue sur R
A oAy
e 1 pt:VyeR, §e v >0

+o0 by
o 2 pts : 'intégrale / 5 e MYl dy est convergente et vaut 1.

—00

“+o0o
x 1 pt : Pintégrale / Ae Y dy est convergente (et vaut 1) car c’est le moment
0

too 3
d’ordre 0 de X; — £ ()). Ainsi l’intégrale / 5 e ¥ dy est convergente et :
0

o\
+
8

[\

CDI
>
<

QL

N

|
N =
é:\
+
8

>~

CDI
>
<

=N

Ny
|

| =

X

—

I

—_

x 1 pt : Pintégrale /0+oo % e MYl dy est convergente et la fonction y — % e Ml est
paire
e) Déterminer pour tout y réel, fly|(y). Reconnaitre la loi de [Y| =T — Z.
e 1 pt:Vze]—00,0[ Fy/(z)=0
e 3 pts : Vz € 0,400, Fly|(z) =1—e "

1t Fy(@) =B(e<y<a)= [ fy0) d

—z
x

x 1 pt: Fy(z) =2 / fiy|(t) dt (car fjy| est paire (cf question précédente))
0

x 1 pt : fin du calcul
e 1pt:|Y]|—=E(N

Partie II. Loi géométrique

Non proposée ici.
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Partie III. Convergences /76

Dans les questions 12 a 15, A désigne un paramétre réel strictement positif, inconnu.
Pour n élément de N*, on considére un n-échantillon (X1, Xs, ..., X,,) de variables aléatoires a valeurs
strictement positives, indépendantes, de méme loi exponentielle de paramétre A.
n
On pose pour tout n de N* : S, = Y~ X et J, = AS,,.
k=1
12. Calculer pour tout n de N* E(S,,), V(S,), E(J,) et V(J,).

« 1 pt: S, et J, admettent une variance (et donc une espérance) en tant que combi-
naison linéaire de v.a.r. qui en admettent une.

« 1 pt : par linéarité de ’espérance E(S,,) = %
e 1pt:E(J,) =n
« 1 pt:V(S,) = 2 car X1, ..., X, sont indépendantes

22
e 1 pt:V(J,)=n

e Tgn~l g

(n—1)! x>0
13. On admet qu’'une densité f;, de J, est donnée par fj, (z) =

0 r <0
a) A l'aide du théoréme de transfert, établir pour tout n supérieur ou égal a 3, lexistence de
1 1
E|— ) etdeE [ — |, et donner leur valeurs respectives.
JIn Jz

1
e 1 pt : par théoréme de transfert, — admet un moment d’ordre 2 si et seulement
n

too
si / — fi1.(z) dr est absolument convergente. Cela revient 4 démontrer sa
0 €T

1
convergence car : Vz € |0, 400, = fr.(z) =0

1 1

e 1 pt: — = —
1

convergente (car n — 3 € N). Ainsi A admet un moment d’ordre 2.
n

—+00
"3 e™®. Or, d’aprés 1.a), I,,_3 = / "3 e " dr est
0

1

1 1 1
7)) e e

elpt:d s 1.b), E -)N=—
P apreés 1.b), < n—3) RS

1
e 1 pt : — admet un moment d’ordre 2 et donc une espérance
n

1 1 1
. 1pt:E<Jn>—(n_1)!In_2—(n_l)!(n—2)!—

1
n—1

— n —
b) On pose pour tout n supérieur ou égal & 3 : A\, = 5 Justifier que A, est un estimateur de A.

n
Est-il sans biais? Calculer la limite, lorsque n tend vers +o0o, du risque quadratique associé a
Ap €n A

~

e 1 pt : )\, est un estimateur de A\

~

1 . .
« 1 pt: )\, =n) — admet une variance (et donc une espérance) en tant que trans-
n

formée linéaire de — qui en admet une
n
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~ n ~
e 1pt:E, </\n> =1 A par linéairité de I’espérance. La v.a.r. )\, n’est donc pas
un estimateur sans biais de \
o 1 pt : décomposition biais-variance
n—+2 9

o 2 pts : en utilisant 2.a), r) (X") - (n=1)(n-2)
n— n-—

.1pt:m(xn> ~ i.D’oﬁ:m(X) — 0

n—+oo M n—-+o0o

14. Dans cette question, on veut déterminer un intervalle de confiance du paramétre A au risque .
On note ® la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite, et u, le réel strictement

positif tel que ®(uy) =1 — %.

a) Enoncer le théoréme de la limite centrée. En déduire que la variable aléatoire N,, définie par

S,
N, = A —= — \/n converge en loi vers la loi normale centrée réduite.
n
e« 1 pt : énoncé TCL
e 2 pts : Y; =N,
e 1 pt : hypothéses du TCL vérifiées dans cadre de ’exercice

b) En déduire que pour n assez grand, on a approximativement : IP’( [—ua < Ny < ug ) =1-oa.

« 1 pt : comme N, Z, Z,alors lim P([—uq < Ny < ug)) =P([—uq < Z < uq))
n—-+o0o n—-+o0o

e 1 pt:P([—uq < Z <uy|) =2P(uy) — 1
e 1pt:2dP(u,)—1=1-«

c¢) Montrer que pour n assez grand, l'intervalle | 1 — ta X\n, 1+ e 5\; est un intervalle
Vn vn

de confiance de A au risque . On note Ag la réalisation de X; sur le n-échantillon.

ot Bl < Ny < ) =P (| () <A< Y Wik ) car (1) @)

Sn
10, 409

. 1pt:1@([\5/f(\/ﬁua)<A<\§f(\/ﬁ+ua)]> =P<[Xn<1\%> <A< <1+3%>D

15. Avec le n-échantillon (X7, Xo, ..., X,,), on construit un nouvel intervalle de confiance de \ au risque
B (B # «), tel que la longueur de cet intervalle soit k (k > 1) fois plus petite que celle obtenue avec
le risque a.

a) Justifier I'existence de la fonction réciproque @' de ®.
Quel est le domaine de définition de &1 7
e 1 pt : & continue sur R car c’est la fonction de répartition d’une v.a.r. a densité
e 1 pt : & strictement croissante sur R

e 1 pt: &(] — 00, +00[) = ]0,1] car ¢ est une fonction de répartition. Le domaine de
définition de ®~! est donc ]0, 1|

: 1
b) Btablir I'egalite § = 2 ( L@~ (%)

En déduire que 8 > «. Ce dernier résultat était-il prévisible ?

« 1 pt : comme la longueur du nouvel IC;_g(\) est k fois plus petite que celle de

’ ] . 1 A — Yo A fo =+
I’ICi_4()\), on obtient : ngrfoo P (I:An (1 kﬁ) SAS A <1 + kﬁ)]) R




ECE2 3 avril 2021
Mathématiques

.1pt:P<[Xn<1 kqi‘}) A< Xn< ﬁ)bzp([—fgmgf])
o P <) e ()

e« 1 pt : on en déduit 1 — 2<I>< ) 1d’0u6—2<1—¢><%)):2@(—%>

e 1 pt : P(uy) = 1— 5 donc % — B(uy) = P(—uy) dott uy = —071 (%) ainsi

1 «
29 fqu(f)
p=20 (o (g
e 2 pts: B>«
1 a
1 t:—@‘l(—
PR 2
x 1 pt : par stricte croissance de ® sur R, § > «

)>¢_1<%) cark>1et®—1(%)<0(cara<1)

Dans les questions 16 & 18, on suppose que A = 1.

16. On pose pour tout n de N* : T, = max (X1, Xo, ..., X,).
Pour tout n de N*, pour tout réel x positif ou nul, on pose :

gn(z) = /096 Fr (t)dt et hy(z)= /OI t fr, (t) dt

a) Exprimer hy(z) en fonction de Fr, () et gn(x).

e 1 pt:IPPcaru:t—tetwv=Fp de classe C' sur [0,z]
Mettre le point méme si la régularité de v n’est pas démontrée

e« 1 pt: hy(x)=xFp,(x) — gn(z)
b) Déterminer pour tout réel ¢, 'expression de Fr, (t) en fonction de t.

B 1
Etablir pour tout n supérieur ou égal a 2, la relation : g,—1(z) — gn(z) = — Fr, ().
n

e 0 pt: T,,(Q) C[0,400]

e 1 pt:Vze]—o00,0[, Fr,(z) =0

e 2 pts : Vx € [0,400[, Fr,(x) =(1—e )"
x 1 pt : indépendance de X1, ..., X,
x 1 pt : reste du calcul

e 1 pt:g,1(x)—gn(x)= % Fr (z)

c¢) En déduire que pour tout n de N*, pour tout réel z positif ou nul, 'expression de g,(x) en
fonction de z, Fr, (x), Fr,(z), ..., Fr,(x).

1
« 1 pt : sommation + télescopage pour obtenir g;(z) — g (z) = Z FTk( x)

« 1pt:g(x )Zx—FTl( )
olpt:gn()—xfz FTk()

d) Montrer que Fr, () — 1 est équivalent & —ne™", lorsque x tend vers +o0.

olpt

El

n
e) Déduire des questions ¢) et d) l'existence de E(T},) et montrer que E(T},) = >
k=1

10
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+o0o
e 1 pt:lav.a.r. T,, admet une espérance si et seulement si ’intégrale / t fr,(t) dt

o0
est absolument convergente. Cela revient & démontrer qu’elle est convergente car
+o00
c’est un calcul de moment du type / t" fr, (t) dt
—0o0
+oo +oo
« 1 pt: comme 7,(2) C [0, +oco[ alors / tfr,(t) dt = / t fr, (t) dt. Donc T,, admet
—00 0
une espérance si et seulement si lim h,(z) existe
T—+00

« 1pt:hn(@) =a(Fr,(2) - 1)+ 3 % Fr, (z)
k=1

« 1 pt : d’aprés la gst précédente z (Fr,(zr) —1) ~ —nxe ™. Or hIJP —nre =0
xr—+o00 T—r+0Q0
par croissances comparées. D’out : lim =z (Fr, (z)—1)=0
T—+00
no1 no1
« 1 pt : comme F7, est une fonction de répartition, lim ) — Fr (z) = > — (car
e—too ;2 K k=1 F

c’est une somme finie)

17. On veut étudier dans cette question la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (Gp,)n>1
définie par : pour tout n de N*, G,, = T,, — E(T},).
On pose pour tout n de N* : v, = —In(n) + E(T},) et on admet sans démonstration que la suite
(Yn)n>1 est convergente ; on note 7 sa limite.

1 n
a) Montrer que pour tout z réel et n assez grand, on a : Fg, (v) = (1 - e(”%)) .

e 1 pt: G,(Q) C[-E(T}),+o0|

e 1 pt: comme ngr—ir-loo —E(T},) = —o0, alors il existe ng € N tel que : Vn > ng, v > —E(T,).
Soit n > ng.

e 1 pt: Fg, (z) = Fp,(x+E(T,))

e 1pt: Fg,(z)= (1 —e @ETIN" car x +E(T,,) >0

. 1pt: Fg, (2) = (1 — e @hmtnm)® — (1 2 e—<x+vn>>
n

b) En déduire que pour tout x réel, on a: lim Fg, (x) = eme ¢t
n—-+oo

« 1 pt : par continuité de exp en —(z+7) : lim e (#tm) = ¢~ (@+7)

n——+o0o
. 1 _ 1 _ 1
« 1 pt:comme lim ——e @M =0, In(1—-— e @tm) ~ — e ltm) o
n—-+oo n n n——+oo n n——+oo
1 @+
n

« 1 pt : conclusion par continuité de exp en —e~(@+7)

e~ (z+v

c¢) Montrer que la fonction Fg : R — R définie par Fg : x +— e~ " est la fonction de répartition

d’une variable aléatoire G & densité. Conclure.

e 1 pt : Fz continue sur R

_e—(z+7)

o 1 pt : Fz dérivable sur R et Fé cz e (@) e > 0. Donc F croissante sur R

el1pt: lim Fg(zr)=0et lim Fg(z)=1
T—>+400

T—r—00

« 1 pt : F; de classe C! sur R
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« 1 pt : d’aprés 6.b), pour tout z € R, lim Fg, (v) = Fg(z). D’ou: G, EANeE

n—-+00 n—-+00

18. a) Soit X une variable aléatoire & densité de fonction de répartition Fy strictement croissante.
Déterminer la loi de la variable aléatoire Y définie par Y = Fx (X).

« 1 pt : Fx est continue (en tant que fonction de répartition d’une v.a.r. a densité)
et strictement croissante sur R. Elle réalise donc une bijection de R sur ]0,1] (car
c’est une fonction de répartition)

1pt:Y(Q)=]01]
1pt:Vee]—o00,0], Fy(z)=0et Vz e [l,+o0[, Fy(z)=1
e 2pts: Ve 0,1, Fy(z) =2

x 1 pt: Fy(v) = P([Fx(X) < 2]) = P([X < Fx'(2)]) car F' strictement croissante
sur |0, 1]

x 1pt: Fy(zv)=Fx (Fx'(z)) ==z
e« 1 pt:Y < U([0,1])

b) Ecrire une fonction Scilab d’en-téte Gumbel qui permet de simuler la variable aléatoire G.
On supposera que la constante v est définie en langage Scilab par une constante gamma.
On rappelle que la fonction Scilab rand() permet de simuler la loi uniforme sur |0, 1].

« 2 pts : Fy! cx— —In(—1In(z)) —v
e 1pt: F);l(Y) suit la méme loi que X d’aprés la question précédente

« 3 pts : fonction Scilab (1 pt par ligne)

function x = Gumbel ()

y = rand()

x = -log( -log(y) ) - gamma
endfunction

e o =
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