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DS9

Exercice
On désigne par id 'endomorphisme identité de R3, et par I la matrice identité de .#3(R).

Partie I : Etude d’un endomorphisme de R?

On note # = (e1, e2,¢e3) la base canonique de R? et on considére ’'endomorphisme f de R? dont la
matrice dans la base canonique est :

1. a) Calculer A% — 3 A puis déterminer un polynéme annulateur de A de degré 2.

Démonstration.
o Tout d’abord :

« Ensuite :
1 0 0 3 0 0 2 0 0
A2-34=[-67 6|-[-69 6] =10 -2 o0
-3 3 -2 -3 3 0 0 0 -2

A2 -3A=-2T

Commentaire \

Cette premiére question est extrémement classique. On la retrouve trés fréquemment en pre-
miére question des énoncés des épreuves du TOP5. La réponse attendue a ce calcul est généra-
lement 'une des deux suivantes :
x A2 —3A=04m)-

On en déduit alors que Q(X) = X? — 3 X est un polynéme annulateur de A.

x A2 —3 A = al (pour un réel o).
On en déduit alors que que Q(X) = X? — 3 X — a est un polynéme annulateur de A.
C’était le cas ici.
Il est important de mener & bien ce premier calcul car ’obtention d’un polynéme annulateur
est généralement une question charniére pour le reste de I’étude de ’endormorphisme f.

\. J

b) En déduire les deux valeurs propres possibles A et Ay de A (avec A\ < A2).

Démonstration.
D’aprés la question précédente, le polynome Q(X) = X3 —3X +2 = (X —1)(X — 2) est un
polynéme annulateur de la matrice A. Ainsi : Sp(A) C {racines de Q} = {1, 2}.

Ainsi : Sp(f) = Sp(A) C {1,2}. On note alors A\; =1 et g = 2.
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Commentaire

o Une matrice A € #,,(R) posséde TOUJOURS un polynoéme annulateur non nul Q.

On peut méme démontrer (ce n’est pas au programme en ECE) qu’il existe toujours un tel
polynome de degré (au plus) n.

Si @ est un polynome annulateur de A alors, pour tout a € R, le polynéme « @) est toujours
un polynoéme annulateur de A puisque :

(@@Q)(A) = aQ(4) = 0.4,®)

Cela suffit & démontrer que A posséde une infinité de polyndémes annulateurs.
On peut en obtenir d’autres. Par exemple R(X) = (X —5)Q(X) est un polynéme annulateur
de A puisque :

R(A) = (A-51)Q(A) = 04,(®)

Il faut donc parler D’UN polynéme annulateur d’une matrice.

Les racines d’un polynéme annulateur ne sont pas forcément toutes valeurs propres de A.
Si c¢’était le cas, A aurait une infinité de valeurs propres (elle en posséde au plus n). Par
exemple, comme R(X) = (X —5) Q(X) est un polyndéme annulateur, un tel raisonnement
permettrait de démontrer que 5 est aussi valeur propre. B

¢) En Scilab, I'instruction r = rank(M) permet de stocker dans la variable r le rang de la matrice
M. On considére le programme suivant :

A=1[1, 0, 0; -2, 3, -2; -1, 1, 0]
rl = rank(A - eye(3,3))
r2 = rank(A - 2 * eye(3,3))

W N e

On place ci-dessous le résultat des instructions qui permettent d’obtenir les valeurs rl et r2
dans la console.

——> rl
rl =

——> 12

Que peut-on conjecturer quant aux valeurs propres de f et la dimension des sous-espaces propres
associés 7

Démonstration.

o Tout d’abord, remarquons :

x Matgz (f — id) = Matg(f) — Matg(id) =A-1
x Matg(f —2id) = Matg(f) — 2Matg(id) = A — 21

Ainsi, A — 1 (resp. A —21) est la matrice représentative de f —id (resp. f —21id)
dans la base £.
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« Rappelons que l'instruction Scilab eye(3,3) permet d’obtenir la matrice identité d’ordre 3.
On peut alors conclure du script Scilab :

x rg(f—id) :rg(A—I) =1.
x rg(f—Qid) :rg(A—2I) =2.
« On obtient alors, par le théoréme du rang :
dim (R*) = dim (Ker(f —id)) + dim (Im(f —id))
I I

3 1

Ainsi : dim (Ker(f —id)) = 3 — 1 = 2. En particulier, comme
Ker(f —id) # {Ogs}, on peut conclure que A\; = 1 est valeur propre de f.

En agissant de méme pour Ao, on obtient : dim (Ker(f — Qid)) =3-2=1.
En particulier, comme Ker(f — 2id) # {Ors }, on peut conclure que Ao = 2 est
valeur propre de f.

Commentaire \

L’énoncé ne donne pas directement accés a f mais & A, sa matrice représentative dans la base
A. La base A étant fixée, 'application Mat 4(.), appelée parfois isomorphisme de représenta-
tion, permet de traduire les propriétés énoncées dans le monde des espaces vectoriels en des
propriétés énoncées dans le monde matriciel.

Voici quelques correspondances dans le cas général :

E espace vectoriel de dimension n <— ., 1(R)
f: E — E endomorphisme <«— Matgz(f) € #,(R)
f bijectif <+— Matg(f) inversible
Ou encore, dans le cas précis de ’exercice :
f—=xnid «— A-X\1
Il est trés fréquent que les énoncés de concours requiérent de savoir traduire une propriété d’un

monde a 'autre. Il est donc indispensable d’étre & 1’aise sur ce mécanisme.
O]
\ v

d) Déterminer une base (u1,v;) de Ker(f — A1id). Le réel A\; est-il valeur propre de f?
On choisira les vecteurs u; et vy de facon que leurs composantes soient des entiers naturels les
plus petits possible, la derniére composante de u; et la premiére de vy étant nulles.

Démonstration.

o Déterminons Ker (f — id).
Soit u € R3. Alors il existe (z,,2) € R? tel que u = (z,v, 2).

X
Notons alors : U = Matg(u) = (y)
z
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ueKer(f—id)

11

!

Ly 2Ly + 14

!

« On obtient :
Ker (f—id) = {(z,y,2)€eR}|z=y—2}
= {y—29 2| (y2) R}
= {y-(1,1,0)+2z-(=1,0,1) | (y,2) € R?}
= Vect((1, 1, 0),(—1, 0, 1))

(car on en modifie pas ’espace vectoriel engendré
= 1,1 1,1 X
Vect ((1, 1, 0),(0, 1, 1)) par une famille en ajoutant au 2°™¢ vecteur le 1¢")

Comme Ker ( f— id) # {Ors}, le réel 1 est bien valeur propre de f, d’espace propre
associé B (f) = Ker (f —id) = Vect ((1, 1, 0), (0, 1, 1)).
La famille 71 = ((1, 1, 0), (0, 1, 1)) :
x engendre E1(f),
x est libre car constituée de deux vecteurs non colinéaires.

Ainsi, 71 = ((1, 1, 0),(0, 1, 1)) est une base de E(f).
On note u; = (1, 1, 0) et v; = (0, 1, 1).

Commentaire

11 est explicitement demandé dans la question de chercher des vecteurs uq et v1 de forme
particuliére. A I'aide de la rédaction habituelle, on obtient E(f) = Vect (wq,ws) avec
des vecteurs wy et wo qui ne sont pas forcément sous la forme attendue. Il suffit alors
de procéder a des manipulations algébriques simples (et qui ne modifient pas 'espace
vectoriel engendré) sur la famille F = (wl, wg) afin d’obtenir le résultat souhaité.
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e) De méme, déterminer une base (v2) de Ker(f — A2id). Le réel Ay est-il valeur propre de f 7
On choisira vy de fagon que ses composantes soient des entiers naturels les plus petits possible.

Démonstration.

o Déterminons Ker (f -2 id).
Soit u € R3. Alors il existe (z,,2) € R? tel que u = (z,v, 2).

X
Notons alors : U = Matg(u) = (y)
z

u € Ker (f —2id) f—2id)(u) = Os

(
(A -2 I) U=0.4,mr)

[

e
&
_l_
<

|
]
N

I
@)

o O

y — 2z =

Ly <+ Ls— Ly

o
I
© O ocoo o

Conn —x =0
> y — 2z =

On obtient :
Ker (f —2id) = {(z,y,2)€R®|2=0 et y=2z}
= {(0,2z, 2) | z € R}
= {2:(0,2,1) | ze R}
= Vect((0, 2, 1))

Comme Ker ( f— 2id) # {ORs}, le réel 2 est bien valeur propre de f, d’espace propre
associé By (f) = Ker (f —2id) = Vect ((0, 2, 1)).

La famille 7 = ((0, 2, 1)) :
x engendre Ea(f),

x est libre car constituée uniquement d’'un vecteur non nul.

Ainsi, F5 est une base de Es(f).
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Commentaire

« On a bien déterminé toutes les valeurs propres de g. En effet :

x on a montré dans un premier temps : Sp(f) C {1,2}. Ainsi, les réels 1 et 2 sont les
seules valeurs propres possibles de I’endomorphisme g.

x on a ensuite démontré que 1 et 2 étaient effectivement des valeurs propres de f.
On en déduit : Sp(f) = {1, 2}.
o Il faut s’habituer & déterminer les ensembles F)(A) par lecture de la matrice A — A\ 1.

Ilustrons la méthode avec la matrice de 1’exercice et A = 2.

x
On cherche les vecteurs X = [y | de E2(A) c’est-a-dire les vecteurs tels que :
z
(A=21)X =04,,®) Or:
-1 0 O T
-2 1 =2 Y = x-C1+y-Co+2z-Cs
-1 1 -2 z 1 0 0
= x-|=2|+y- 1] +2z-|-2
0 -1 1 -2
Pour obtenir le vecteur [ 0 | al’aide de cette combinaison linéaire, on doit forcément choisir

0

x = 0. En effet, si « est non nul, le coefficient en 1% position de la combinaison linéaire
est forcément nul. On prend alors z = 0.
La combinaison linéaire restante est nulle si y = 2z.

0
En prenant par exemple z = 1, on obtient : F3(A) O Vect 2
1
Et 'égalité est vérifiée car ces deux espaces vectoriels sont de méme dimension (comme :
rg(A — 21) = 2 on peut conclure, par théoréme du rang : dim (E3(A4)) = 1).

-

J

2. a) Justifier que la famille (ug, vy, v2) est une base de R3.

Quelle est la matrice représentative de f dans cette base?

Démonstration.
« La famille 7 = (u1,v1,v2) est obtenue par concaténation des familles :
x JF1 = (u1,v1), famille libre du sous-espace propre associé a la valeur propre 1.

x JFa = (v2), famille libre du sous-espace propre associé a la valeur propre 2 # 1.

Commentaire

e On se sert dans cette question du théoréme qui stipule que toute famille obtenue par
concaténation de familles libres de sous-espaces propres associés a des valeurs propres
différentes, est elle-méme une famille libre.

o L’énoncé demande de « Justifier » que F est une base de R3. Cette terminologie est
souvent associée a des démonstrations courtes, ce qui explique le choix de rédaction
effectué ci-dessus. Il faut toutefois noter qu’il était aussi possible de démontrer la liberté
de la famille F en revenant a la définition. Ce raisonnement est tout aussi rigoureux mais
plus long & mettre en place, ce qui provoque une perte de temps pénalisante pour la suite.
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Commentaire

Profitons-en pour rappeler la rédaction permettant de démontrer la liberté d’une famille.
Démontrons que la famille (uy, vy, v2) est libre.
Soit (A1, A2, A3) € R3. On suppose : A; - ug + Ao - v1 + A3 - vg = Ogs. ()
Or: (%) = A1- (1,1,0) + A2 - (0,1,1) + A3 - (0,2,1) = (0,0,0)
g (A1, A1+ A2+2A3, A2+ A3) = (0,0,0)
A1 =0

— A 4+ A+ 2X3 = 0
Ay + A3 = 0

L2 — Lg — L1 )\1 = 0
— A + 2X3 = 0
Ao+ A3 = 0

L3« L3 — Lo )\1 - 0
— A 4+ 2X3 = 0
— X3 = 0

< { )\1 = )\2 = /\3 =0
(par remontées successives)

On en conclut que la famille F est libre.

\.

o Ainsi, la famille F = (u3,v1,v2) est :
« libre (dans R?),
x telle que : Card (.7-") =3 =dim (Rg).

On en déduit que la famille F est une base de R3.

o Déterminons maintenant Mat (y,, o) (f)-
X f(ul) =1-u1+0-v1+0-vy car uy EEl(f)

1
On en conclut : Mat(ulmm)(f(ul)) = (0

—~
~ S—
- -

x f(o1))=0-u;+1-v14+0-v9 car vy € Ey

On en conclut : Mat(ul’wm)(f(vl)) = (

o = O
N~——

x f(va) =0-u; +0-v1 42 vy car vy € Eo

—~
~
bl

On en conclut : Mat(uhu%w)(f(vg)) = (

N OO
~—

S O =
O = O

Finalement : Mat(uhvl,m)(f) = (

CR=N=)
< - =
]
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b) On note x = (a, b, c) un vecteur quelconque de R3.
Déterminer, en fonction de a, b, ¢ les coordonnées de x dans la base (u1,v1,v2).

Démonstration.

« Comme la famille F = (u1,v1, v2) est une base de R3, il existe (aq, g, a3) € R3 tel que :

T = ap-upt+az-vrt+ag-vy (%)
e Or: (%) — ar- (1,1,0) +az-(0,1,1) + a3 - (0,2,1) = (a,b,c)
= (a1, a1 +ag +2a3, ag +a3) = (a,b,c¢)
(65} = a
< a1 + as + 203 = b
Qs  + a3 = c
Lot Ly— Ly a1 = a
<= as + 2a3 = —a + b
oy + a3 = c
L3+ Ly — Ly a1 = a
<= as + 2a3 = —a + b
- a3 = a — b + ¢
Ly Ly +2Ls a1 a
<= Q9 = a — b 4+ 2c¢
— a3 = a — b +

On en conclut que z = (a, b, ¢) a pour coordonnées (a,a — b+ 2¢,a — b+ ¢) dans
la base (u1,v1,v2). O

3. Utiliser le polynéme annulateur obtenu en question 1. pour déterminer A~' en fonction de A et 1.

Démonstration.
D’aprés la question 1. :

A2—3A+2[ = 0///3(]1{)
donc A2 -3A4 = 2]
donc AA-31) = =21

done A(—;(A—?)I)) _ 1

-2 0 0
1 1
On en déduit que A est inversible d’inverse A~! = —3 (A-31) = ) (2 0 2) .
-1 1 -3
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Partie II : Etude d’une base de R”

Soient n et p deux entiers naturels tels que n > p > 2 et soit £ un R-espace vectoriel de dimension n.
On considére f un endomorphisme de E. On suppose :

x f diagonalisable,

x f posséde p valeurs propres Ap, ..., )\, deux a deux distinctes.

Dans la suite, on note %’ une base dans laquelle la matrice représentative de f est une matrice diagonale
notée D. On note id ’endomorphisme identité de R™.

4. a) On note I, la matrice identité de ., (R), montrer :
(D — )\1 In) X oo X (D — )\pIn) = Ok%/n(]R)

Démonstration.

« D’apreés I'énoncé, il existe une base &’ telle que D = Mat g (f) € #,(R) est diagonale. Rappe-
lons que les coefficients diagonaux de D sont les valeurs propres de f. Ainsi, & permutation des
vecteurs de la base %’ prés (ce qui correspond a une permutation des coefficients diagonaux
de D), on obtient :

A 0 0
0
A1
A2 (0)
D — )\2
(0)
Ap
0

Notons que, pour tout i € [1,p], chaque valeur propre \; apparait r; fois sur la diagonale de
D ou : r; = dim (E), (f)).
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« Soit ¢ € [i,p]. On obtient alors :
A= N 0 0

0

M= N

0 0 Ap — Ai

Remarquons que, comme Ay, ..., A, sont 2 & 2 distincts, alors : Vj € [1,p] \ {i}, \j — X\ # 0.
En particulier, les coefficients diagonaux notés () dans la matrice ci-dessus sont tous non nuls
(il en est de méme de A\; — A; et A, — \g).

e On en déduit :

p
(D—XM1,) x---x(D=X1I,) = ]IDy,
i=1
[T1(Da)11 0 0
=1
p
0 [1(Dx)22
_ =1
0
P
0 0 _ljl(Dz\l)p,p
ot la derniere égalité est obtenue car les matrices D)y, ..., Dy, sont diagonales.
p
Ainsi, pour tout j € [1,n] : [[(Dy,);; = 0. En effet, d’aprés le point précédent, chacun de
i=1
ces produits comporte (exactement) un terme nul.
On en conclut : (D — A1 I,) X -+ X (D = A In) = 0z, (w)- -
b) En déduire un polynéme annulateur de f.
Démonstration.
D’aprés la question précédente :
(D—)\lfn) X o+ X (D—)\pfn) :0///“(]1@)
Or D est la matrice représentative de f dans la base %'
On en déduit que le polynome Q(X) = (X — A1) x --- x (X = ),)
est un polynéme annulateur de f. O

10
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PoX =\
Pour tout entier k € [1,p], on définit le polynome Li(X) =[] 3 )\] .
j=1 TN
Jj#
5. Soit k € [1,p].
a) En distinguant les cas i = k et 7 # k, calculer Li(\;).
Démonstration.
Soit i € [1,p]. Deux cas se présentent.
o sii =k, alors :
PN — A P
L) = 11 55— II 1=1
NN A
j= j=
itk itk
Lp(M\g) =1

e 8i¢ #k, alors :

P A — s A — X p A — A\
L )\Z = . J = ! ! MRS =0
e = Ny T e N

j=1 1
itk ik
J#
Vi € [[l,p]] \ {k}, Lk(/\z) =0 N
b) Montrer que (L1, ..., Ly) est une base de R,_1[X].
Démonstration.
« Démontrons que la famille (L1, ..., L,) est libre.
Soit (1, ..., ip) € RP. Supposons :
pr Lo+ 4 pp-Lp = Og,_[x] (*)
P
Soit 7 € [1,p]. On en déduit : > pp Lg(A;) = 0. D’ou :
k=1
i—1 P
> e Le(X) 4+ paLi(X) + X e Li(h) = 0
k=1 k=i+1
izl P (d’apres la question
done k§1 e QA k:ZZ;q e 0= précédente)
d’ou L =0
Ceci étant valable pour tout ¢ € [1,p], on en déduit que (L1, ..., Ly) est libre.
o La famille (Ly,...,Ly) est donc :
x libre,
x telle que : Card ((Ll, e ,Lp)) =p=dim (Rp_l[X]).
La famille (L1,..., L,) est donc une base de R,_;[X].
O

11
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- p
¢) Etablir alors : VP € R, 1[X], P = 3. P(\y) Ly.

d)

Démonstration.

Soit P € Rp_l[X].

o Comme (Ly,..., L) est une base de R,,_1[X], il existe un unique p-uplet (p1, ..., u,) € RP tel
que :

p
P = > Ly
=1

e Soit 7 € [[1,p]. On en déduit :

P
PX) = > e Lie(N)
k=1
i—1 P
= pele(Ni)  + piLi(h) + 0 >0 ke Le(N)
k=1 k=i+1
i—1 P
= X0+ opuyx1 o+ > g x0 (d’apres 5.a)
k=1 k=i+1
n p
Finalement : P = > ug - Ly = >, P(\g) - Lg.
k=1 k=1 O
P P P
En déduire : Y Ly = 1. Que vaut Y. Li(f)? Six € E, que vaut Y (Ly(f))(z)?
k=1 k=1 k=1
Démonstration.

On applique le résultat de la question précédente au polynéme P(X) =1¢€ R, ;[X].
On obtient : ,
P(X) = > P(\)- Lig(X)
k=1

1 f 1+ Ly(X)
k=1

p
S Ly=1
k=1

P
On en déduit : Y Li(f) = idg.
k=1

Ainsi : Vo € E, i (Li())(z) =idp(z) = 2.
k=1 O

12
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6. Soit k € [1,p].
a) Démontrer : Vi € [1,p], (f — A\xid) o

Démonstration.
Soit i € [1,p].

x D’une part :
(f = id) o (f = Niid) = f*—

x D’autre part :

(f =Aiid) = (f —Nid)o

Meido f— X foid+ N\ Njid = f2 —

(f — A\id).

(Ak + )\z) f—|- /\k )\iid

(f = Niid) o (f = Agid) = f2 = Nido f — X\ foid4+ N Apid = f2— (A + X)) f+ A \sid
Finalement : Vi € [1,p], (f — A\gid) o (f — Niid) = (f — Niid) o (f — Agid).
O
b) Ecrire (f — A\ id) o Li(f) sous forme d’une composée de p applications linéaires.
En déduire que pour tout @ € E, (Li(f))(x) est un élément de Ker(f — Ay id).
Démonstration.
« Dans la suite, on utilisera la notation suivante :
P
O (f=Aid) = (f—=AMid)o o(f = Ag—1id) o (f = Aggrid) o o (f=Apid)
j=1
J#k
En particulier, on a :
nn = & (5t -y Y O (F-nid)
k = 1 = - il
21 \ A=A FsEPVEDY, P !
j#k J#k JjFk
o Tout d’abord :
. _ . P 1 P y (par définition
(f = Aeid)o Lp(f) = (f—Aid)o jl:[l M= jg (f = Ajid) de L)
J#k J#k
M 5 (C-Mide & (5= i)
= . — A\ Y
i=1 Ak = A i=1 ’
J#k J#k
» 1 » (d’apres la
= I VDY (O (f—=Xj 1d)> question
j=1 kT4 J=1 précédente)
J#k

(F-midon(f=| M (6 (f - Md))
j=1 "k J j=1
Jj#k

13
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e Soit x € E. D’apreés ce qui précéde :

(f=Mid) (L) @) = ((F = Mid) o (La(h) ) (@)

j=1 Jj=1
itk

_ p 1 p \sid

- jl;ll M=A | jgl U=2id) | @)
itk

p
Or, d’aprés la question 4.b), le polynome Q(X) = [](X — A;) est un polynoéme annulateur

j=1
de f. Ainsi :

O=

(f =Ajid) = Ogm

Jj=1

donc
J

p 1 P _
donc jl;[l Yy . <<]Ql (f=Aj 1d)> (LU)> = 0p
i#k

donc (f—)\kld)<(Lk(f))(:c)) = 0p

O

(f = Aj id)) (r) = Og

Il
—

On en conclut : (Ly(f))(z) € Ker(f — A id). -

¢) En combinant le résultat de la question précédente et celui de la question 5., que démontre-t-on ?

Démonstration.
Soit z € E.

o D’aprés la question 5. :

5 = kz (Le()) ()

« Or d’aprés la question précédente, pour tout k € [1,p] : (Lx(f))(z) € Ker(f — Agid).
On a ainsi démontré qu'il existe (u1,...,up) € Ker(f — A1id) x --- x Ker(f — A, id) tel que :

Autrement dit, tout vecteur de F se décompose en une somme de p vecteurs
de Ker(f — A1id), ..., Ker(f — A,id). O

14
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Probléme (HEC 2010)

« Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans ce probléme sont supposées définies sur un
espace probabilisé (€2, .o, P).
« Sous réserve d’existence, on note E(X) et V(X) respectivement Iespérance et la variance d'une

variable aléatoire X, et Cov(X,Y") la covariance de deux v.a.r. X et Y.

« Dans les parties I et III, la fonction de répartition et une densité d’une variable aléatoire X & densité
sont notées respectivement Fx et fx.

o On admet que les formules donnant I'espérance et la variance d’une somme de variables aléatoires
discrétes, ainsi que la définition et les propriétés de la covariance et du coeflicient de corrélation
linéaire de deux variables aléatoires discrétes, s’appliquent au cas de variables aléatoires & densité.

o Pour n entier supérieur ou égal & 2, on dit que les variables aléatoires & densité X, Xo, ..., X,, sont
indépendantes si pour tout n-uplet (x1, z9, ..., xz,) de réels, les événements [X; < 1], [Xo < x9, ...,
[X,, < z,] sont indépendants.

o L’objet du probléme est double. D’une part, montrer certaines analogies entre les lois géométriques
et exponentielles, d’autre part mettre en évidence quelques propriétés asymptotiques de variables
aléatoires issues de la loi exponentielle. La partie II est indépendante de la partie I. La partie III est
indépendante de la partie II et largement indépendante de la partie L.

Partie I. Loi exponentielle
+00
1. a) Rappeler la valeur de / et dt.
- 0 +m
Etablir pour tout n de N* la convergence de 'intégrale / t"e™t dt.
0

“+o00 —+00
On pose alors Iy = / et dt et pour tout n de N* I,, = / t"e~t dt.
0 0

Démonstration.

e On note X une v.a.r. de loi £ (1). Alors une densité fx de X est :

0 sit<0
fX bt
et sit>0
“+o0o
On en déduit que l'intégrale / fx(t) dt est convergente et vaut 1.
—0o0

+oo
Comme fx est nulle en dehors de [0, 4o00[, on obtient : / e tdt=1.
0

» Soit n € N*.

400
- La fonction ¢ — " e~ est continue sur [0, +oo[. L’intégrale / t" e~" dt est donc uniquement
0

impropre en +oc0.
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- De plus :

t—+4o00 t2

1
x on remarque : t"e "t = o () En effet :

tnet
— = tT2eTt 5 0 (par croissances comparées)
2 t—4o00
. ¢ 1
x par ailleurs : Vt € [1,+oo[, t"e™" >0 et 2 > 0.
+o0o
x l'intégrale 2 dt est une intégrale de Riemann, impropre en 400, d’exposant 2 (2 > 1).

Elle est donc convergente.

Par critére de négligeabilité des intégrales généralisées de fonctions continues positives, I'inté-

+oo
grale / t" et dt est convergente.
1

1
- Enfin, comme la fonction ¢ +— t" e 7! est continue sur le segment [0, 1], alors I'intégrale / thetdt
0

est bien définie.

“+o0o
Finalement, 'intégrale / t" et dt est convergente.
0

O

b) Soit n un entier de N*. A I’aide d’une intégration par parties, établir une relation de récurrence
entre I,, et I,,_1. En déduire la valeur de I,, en fonction de n.

Démonstration.

o Soit n € N*. Soit B > 0. On effectue une intégration par parties (IPP).

u(t) = t" u'(t) = nt"!

Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe C* sur [0, B]. On obtient :
B 5 B
/ tetdt = [—thet] +n / " le ! dt
0 0 0
B
= —Bre P4n / et dt
0

Or, par croissances comparées : lim — B"e % =0.
B—+oc0

On en déduit, par passage a la limite quand B tend vers 400 :
VneN* I,=nl,_1.
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« Démontrons par récurrence : Yn € N, P(n) ou  P(n): I, =nl.
» Initialisation :
D’aprés la question 1.a) : Iy =1 =0!.
D’ou P(0).
» Hérédité : soit n € N.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. Iny1 = (n+ 1)!).

Inyi = (n+1)1, (d’apres la question précédente)
= (n+1)xn! (par hypothese de récurrence)
= (n+1)!

D’ou P(n+1).

Par principe de récurrence : Vn € N, I,, = nl.

O

Soit A un réel strictement positif. Soient X; et X2 deux variables indépendantes de méme loi
exponentielle de paramétre \ (d’espérance %)

On pose : Y = X; — Xy, T = max (X1, X2) et Z = min (X1, Xo).
2. Justifier les relations T+ Z = X1 + Xo et T — Z = | X1 — Xo| = |V

Démonstration.
Soit w € 2. Deux cas se présentent.

o si T(w) = Xj(w), alors : Z(w) = Xa(w). Ainsi :
x d’une part : T(w) + Z(w) = X1(w) + X2(w).
x d’autre part : T'(w) — Z(w) = X1(w) — Xa2(w) =Y (w).
De plus, comme on est ici dans le cas ot max (X1 (w), X2(w)) = X;(w), on obtient : Y (w) > 0.
D’ou :
T(w) = 2Zw) = Y(w) = [Y()] = [Y|w)
e si T'(w) = Xo(w), alors : Z(w) = Xo(w). Ainsi :
x d’une part : T(w) + Z(w) = Xo(w) + X1 (w) = X3 (w) + Xo(w).
x d’autre part : T'(w) — Z(w) = X2(w) — X1 (w) = =Y (w).
De plus, comme on est ici dans le cas ot max (X;(w), Xo(w)) = Xa(w), on obtient : ¥ (w) < 0.
D’ou :
T(w)=2Zw) = V() = V()] = [Y[w)

Finalement, pout tout w € € :

TW) +2(W) = Xi@) +Xo(w) et Tw)-Zw) = [Y]w)

Onen déduit : T+ 7 = X7 + X5 etT—Z:]Y]:]Xl—XQI.

O
3. a) Rappeler sans démonstration les valeurs de V(X7) et de IP’( (X1 < 7] ), pour tout réel x.
Démonstration.
Comme X; < £ ()), alors :
1 0 siz <0
V(Xl) 13 et Fx, 1oz —
A l1—e™® siz>0 O
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b) Calculer E(X; + X3), V(X1 + X2), E(Y), V(Y).

Démonstration.

o Les vaar. X1+ Xg et Y = X7 — Xy admettent une variance (et donc une espérance) en tant
que combinaison linéaire de v.a.r. qui en admettent une.

o Par linéarité de ’espérance :

11 2
« tout d’abord : E(X; + X2) = E(X1) +E(X2) = § + 1 = 1.

2
E(X; +Xp) = ¢

1 1
« ensuite : E(Y) = E(X; — X3) = E(X;) — E(X3) = 1= 0.
E(Y)=0
o Comme les v.a.r. X7 et Xy sont indépendantes :
1 1 2
V) = V) + V) = ok = 2

2
V(X]_ + XQ) == F

o Comme les v.a.r. X; et X5 sont indépendantes, par lemme des coalitions, les v.a.r. X7 et —X»
le sont aussi. Ainsi :

V(X1 —X2) = V(X1)+V(=X3) = V(X1)+V(X3) = %
Dot : V(Y) = V(X1 — X») = % -

4. Déterminer pour tout réel z, Fz(z) et fz(z). Reconnaitre la loi de Z et en déduire E(Z) et V(Z).

Démonstration.
« Tout d’abord, comme X;(€2) = [0, +00[ et X2(€2) = [0, +o0[, alors : Z(2) C [0, 4o0].
o Soit x € R. Deux cas se présentent :

x six €] —00,0] alors [Z < z] = @ (car Z(Q2) C [0, +0o0[). Dot :

777777777777 Fz(x) = P([Z<z]) = P(@) = 0
Fie) = P(Z<a]) = 1-B(Z> 1))
=1 —P([Xl > l‘] N [XQ > ZL‘])

= 1-P([X1 > z]) x P([X2 > z]) (car X1 et Xy sont

indépendantes)
= 1—-(P([X; > x]))2 (car X, et Xo ont méme loi)
2
= 1-(1-Fx,(z))
2
= 1- (,1’ — (¥ - e_’\z)) (d’aprés 3.a), car x > 0)
= 1 e—2)\m
0 siz <0
Finalement : Fy : x —
1—e 227 gigz>0
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o On reconnait la fonction de répartition d'une v.a.r. de loi £(2\). Or la fonction de répartition
caractérise la loi.

On en déduit : Z — £ (2 ).

0 siz <O 1 1
, E(Z) = V(Z)=—.

Dou: fz:z = —,
{2)\e2“ siz>0 2 4\ n

(1—e)? sit>0
5. a) Montrer que pour tout réel ¢, on a : Fp(t) =
0 sit <0
Exprimer pour tout réel ¢, fp(t).

Démonstration.
« Tout d’abord, comme X;(€2) = [0, +o0] et X2(Q2) = [0, +00[, alors : T'(2) C [0, +o0].

« Soit € R. Deux cas se présentent :

(car X1 et Xo sont

indépendantes)
= (P([X: <z ))2 (car X1 et Xo ont méme loi)
= (1fe—MC)2 (d’apres 8.a), car x > 0)
0 sixz <0

Finalement : Fp: x +— )
(1 — e*)‘x) siz>0

o La fonction Fr est continue :
x sur | — 0o, 0] en tant que fonction constante,
x sur |0, +o0o[ en tant que produit de fonctions continues sur |0, +o0],
x en 0. En effet :

- d’une part : lim Fr(z) =0

z—0~
- d’autre part : lim Fr(z) = Fr(0) = (1 —e %2 =0
z—0t
Ainsi : lim Fp(z) = Fr(0) = lim Fp(z).
r—0~ r—07t

La fonction Fr est donc continue sur R.

« La fonction Fr est de classe C! sur ] — oo, 0[ et sur |0, +-oc[ par des arguments similaires & ceux
de la continuité sur ces intervalles.

La fonction Fr est donc de classe C! sur R sauf éventuellement en 0.

La v.a.r. T est donc une v.a.r. & densité.
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o Pour déterminer une densité fr de T', on dérive sa fonction de répartition Fp sur les intervalles
ouverts | — 00, 0[ et |0, +o00].
Soit © € R.

x On choisit enfin : fr(0) = 0.

0 sixzx <0
Finalement : fr:z —
2Ne " (1—e_)“"’) six >0
. . 3 5
b) Justifier I'existence de E(T') et V(T"). Montrer que E(T) = N et V(T') = YSVR

(on pourra utiliser des changements de variables affines)

Démonstration.

o D’aprés la question 2. : T'= X1 4+ Xo — Z. On en déduit que la v.a.r. T admet une variance
(et donc une espérance) en tant que combinaison linéaire de v.a.r. qui en admettent une.

o Tout d’abord :

o Ensuite, comme la v.

E(T?)

E(T)

/‘-‘rOO
— 0o
/-‘rOO

0

/

0

= E(Xl + X9 — Z)
= E(X;+ Xy) —E(2) (par linéarité de l’espérance)
2 1

= 17 (d’aprés 3.b) et 4.)
_ 41
22X 2

Ainsi : E(T) = —-

si: =y

t2 fr(t) dt

9 (car fr est nulle en
£ fr(t) dt dehors de [0, +00])

2 x 2 e M (1 — e’)‘t) dt

— 9 /+Oo 2 Ne M dt — /+Oo 12 5 2 No-2At gy (par lindarité de
0 0

Uintégrale)

Cette linéarité est bien licite car les intégrales en présence sont convergentes. En effet :

“+o00
x d’une part, I'intégrale / 2 x Xe M dt est le moment d’ordre 2 de X7 < & (A),
0

400
x d’autre part, 'intégrale / 2 x 2Xe72 M dt est le moment d’ordre 2 de U < & (2)).
0

a.r. T admet une variance, elle admet un moment d’ordre 2. De plus :
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On en déduit :

E(T?) = 2E(X?)—EU?)

= 2 (V) + (BX))?) - (VO) + (EB0)?)

-

4
A2

1
)\2

(par formule de
Koenig-Huygens)

7+i _ i—i-i (car Xy < E () et
32 ISCRISY: U E2N)
17
202 2)2

« Par formule de Koenig-Huygens :

6. On note r le coefficient de corrélation linéaire de Z et T. Montrer que r =

Démonstration.

o Tout d’abord, par définition du coefficient de corrélation : r =

o De plus :

Ainsi :

« Enfin :

Cov(Z,T)

2 7 9 )
v(T) = E(TQ) - (E(T)) = 222 4 )\2 = 4 )2

Bl

Cov(Z,T)
V(Z) /V(T)

V(T +Z) = V(Z)+2 Cov(Z,T) + V(T)

1
5(V(Z+T)—V(Z)—V(T))
1
§(V(Xl + Xo) — V(Z) = V(1)) (car T+ Z = X1 + X3)
1/2 1 5 A
3 (/\2 SvEE 4)\2> (d’aprés 8.b), 4. et 5.b))
1.2
274\

Dot : Cov(Z,T) =~

ou : Cov(Z, = e

1 1
x d’une part, d’aprés 4. : \/V(Z) = \/m =5y

x d’autre part, d’aprés 5.b) : /V(T) =

« On obtient :

Cov(Z,T) e

1
T VDT L E VB
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7. a) Préciser Y (Q) et |Y|(Q).

Démonstration.

Les v.a.r. X7 et Xy sont toutes les deux de loi £ (A). Ainsi : X7(Q) = X2(R2) = [0, +o0].

Comme Y = X — Xo, on en déduit : Y(22) =R.

Par définition de la valeur absolue, on obtient : |Y|(2) = [0, +o0].

b) Déterminer une densité de la variable aléatoire —Xs.

Démonstration.

o Tout d’abord, on note

: V= —=Xs. Comme X5(Q2) = [0, +o0], alors :

V() = (=X2)(2) = ]—00,0]

o Soit x € R. Deux cas se présentent.

x Siz €]~ 00,0] alors :
Fy(x) = P([V<a])
= P([-X2<4])
= P([X2 2 -2
= 1-P([Xo < —2z]) (car Xy est une v.a.r. a densité)
= 1-Fx,(—x)
= 1- (1—e*)‘(*x)) (car —x > 0 puisque x < 0)
— e

En conclusion : Fy : z —
1 siz>0

« La fonction Fy est continue :

x sur | — oo, 0] en tant

que fonction usuelle,

x sur |0, +o0[ en tant que fonction constante,

% en 0. En effet :

- d’une part : lim Fy(x) = Fy(0) = X0 — 1

z—0~

- d’autre part : lim Fy(x) =1
z—0t

Ainsi : lim Fy(z) =
z—0~

F\/(O) = zli>r(1)1+ Fv(x)

La fonction Fy est donc continue sur R.
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o La fonction Fy est de classe C! sur | — oo, 0[ et sur |0, +oo| par des arguments similaires a

ceux de la continuité sur ces intervalles.

La fonction Fy est donc de classe C! sur R sauf éventuellement en 0.

La v.a.r. V est donc une v.a.r. a densité.

o Pour déterminer une densité fiy et V= — X5, on dérive sa fonction de répartition Fy sur les

intervalles ouverts | — oo, 0] et ]0, +o0.
Soit = € R.
x six €] —00,0], alors :
fv(z) =
x si x € ]0,4o00], alors :
fv(z) =

x On choisit enfin : fi(0) = 0.

Finalement : fy : xz — {

)\e)\x

0

siz <O

sizx >0

“+oo
¢) Montrer que pour tout réel y, l'intégrale /

—0o0

O

fx,(t) f-x,(y — t) dt est convergente et qu’elle

A
vaut 5 e Ayl (on distinguera les deux cas : y > 0 et y < 0).

Démonstration.
Soit y € R.

« Tout d’abord, comme fx, est nulle en dehors de [0, 4+o00] :

“+oo
/ Fa () foxa(y — 1) dt

o Deux cas se présentent alors :

x sy < 0, alors pour tout t € [0, +00[ : y — ¢t < 0. Ainsi, pour tout ¢ € [0, +o0] :

“+oo
- /0 Fxalt) Fxaly— ) di

Foxaly—t) = AW

Soit B € [0,400[. On en déduit :

B
/0 () foxa(y — ) dt

B
- / Ae M Aer WD) gy
0

B
)\2e’\y/ e M e M gt
0
B
)\Qe/\y/ e 2 M dt
0

A My 1 /B 2 Ne 2 gt
2X Jo
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+o00
Or l'intégrale / 2Xe 2 dt est convergente (et vaut 1) car c’est le moment d’ordre 0
0

+oo
de U < £(2). On en déduit que l'intégrale / fx,(t) f-x,(y — t) dt est convergente
0

et :
+o0 A N A Al
fx (@) fex,(y—t) dt = 3¢ Yx1 = 5 ¢© Y (cary <0)
0
+o0o A
<0 [ pa®fxl-t)di=g e
x si y = 0, alors remarquons que pour tout ¢ € [0, 400 :
fx,(t) #0 t € [0, +o0|
fxi () f-x,(y—t) #0 < <
(O Sty =0 f-x,(y—1) #0 y —1t €] —o00,0[

t=0 t=20
= =
y—t<0 t>y
On en déduit : fx,(t) fox,(y—1t) #0 & t>y. Et ainsi :

+00 +oo
/O Fxr(t) Foxy(y — 1) dt =/ Pt foxo(y — 1) dt

car t — fx, (t) f—x,(y — t) est nulle en dehors de ]y, o0l
Soit B € [y, +o00[. On obtient :

B B
/ le(t) f*XQ(y _t) dt = / )\ e*)\t A e)\(y,t) dt
Y Yy
B
= ANV / o 2t gy
)

1 B
= M — / 2 e 2M gt
2X Jy
+o0 +oo
Or, comme / 2 Xe 2 M dt est convergente (cf point précédent), alors / 2Xe 2 gt
0 Y

est aussi convergente.
De plus, en conservant la notation U — £ (2 \) :

+o00 +oo
/ 2xe At = / fu(t) dt
Yy Yy

= P(U >y])

= 1-P([U <y Q(,CZZU ae;Zni?teé)
=1 (1)

= e 2N
On en déduit :

+oo A\
/ le(t) f—Xg(y_t) dt = 5 eAy X 6_2)‘3/ — —)\y —
Y

| >
| >

e e Al (cary >0)

+oo A\
Vy}O,/ fX1(t)f—X2(y—t) dt:§e_’\|y‘ 0

—00
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d) Etablir que la fonction y ée*)‘“/| est une densité de probabilité sur R; on admet que c’est
une densité de la variable aléatoire Y.
Démonstration.
« La fonction y % e MYl est continue sur R car elle est la composée h = hy o by de :
x hy:y— —Aly| qui est :
- continue sur R,

- telle que : hi(R) C R.

A
x ho:y+— 5 e¥ qui est continue sur R

A
La fonction y — 56_)‘|y| est continue sur R.

e Soit y € R. Alors, comme A >0 : e Ayl > 0.

N | >

A
Yy € R, 56*)"9‘ >0

too )
5 e Myl dy est convergente et vaut 1.

« Démontrons que l'intégrale /

—00

. REEDY
x Etudions tout d’abord / 3 e Ml gy,
0
Pour tout y € [0, +o0[.

N | >

Y I R Y
2

+oo
Or lintégrale / Ae Y dy est convergente (et vaut 1) car c’est le moment d’ordre 0 de
0

+oc0 A
X1 <= £ ()N). Ainsi 'intégrale / 3 e MY gy est convergente et :
0

+oo 1 [t 1 1
/ ie_kly‘ dy = - / AeMdy = Zx1 = =
, 2 2 Jo 2

x On sait alors :

too
- l'intégrale / Z e A dy est convergente,
0 2
A
- la fonction y — 5 e~ MYl est paire. En effet, pour tout y € R :

A A
5 oMYl — 3 e~ MYl

+oo

A
On en déduit que l'intégrale / 5 e MYl dy est convergente et :

—0o0

“+o00 o0
/ A Al gy = 2/ A
o 2 0 2

+00)\
2

L’intégrale / e Ml dy est convergente et vaut 1.

—0o0

A
On en déduit que la fonction y — 5 e Ul est une densité de probabilité.
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e) Déterminer pour tout y réel, fy(y). Reconnaitre la loi de |[Y| =T — Z.

Démonstration.
« Tout d’abord, d’aprés 7.a) : |Y](R2) = [0, +o0].
o Soit x € R. Deux cas se présentent :

x six €] —00,0] alors [|[Y| < z] =@ (car |Y|(Q) = [0, +00[). Dot :

Fy(z) = P([[Y|<z]) = P(2) = 0

x sl z € [0,+00], alors :

= ' (d’apres la question
- fly|<t) dt précédente)
= 2 lel(t) dt (car f‘y| est paire (cf

question précédente))

0 siz <0

Finalement : Fly| : x — {

1—e " giz>0

o On reconnait la fonction de répartition d'une v.a.r. de loi £ (\). Or la fonction de répartition
caractérise la loi.

0 sizx <0

On en déduit [Y] < £ (A) et donc : fiy: 2 — .
e ™% six >0 0
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Partie II. Loi géométrique

Non proposée ici.
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Partie I1I. Convergences

Dans les questions 12 a 15, A désigne un paramétre réel strictement positif, inconnu.
Pour n élément de N*, on considére un n-échantillon (X1, Xs, ..., X,,) de variables aléatoires a valeurs
strictement positives, indépendantes, de méme loi exponentielle de paramétre A.

On pose pour tout n de N* : S, = Y~ X et J, = AS,,.
k=1

12. Calculer pour tout n de N* E(S,,), V(S,), E(J,) et V(J,).

Démonstration.

e Les v.arx. S, et J, admettent une variance (et donc une espérance) en tant que combinaison
linéaire de v.a.r. qui en admettent une.

e Pour la v.a.r. S, :
x tout d’abord :

(par linéarité de

P k lespérance)
_ i 1 (car : Vk € [1,n],
=1 A X =€)
_
D\
n
E(S,) = ~
(5)="

x ensuite :

_ i V(X) (car X1, ..., Xpn

P indépendantes)
B i 1 (car : Vk € [1,n],
=% Xk =€)
n
Y
n

e Pour la v.a.r. J, :

x par linéarité de 'espérance :

E(J,) = E(AS,) = AE(S,) = X x

Ainsi : E(J,,) = n.

x de plus :

V() = VS, = NV(S) = X x 55

D'ou : V(J,) = n.
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e—xmn—l
=y siz>0
13. On admet quune densité f;, de J,, est donnée par f;, (z) =4 (n—1)!

0 sizx <0
a) A T'aide du théoréme de transfert, établir pour tout n supérieur ou égal a 3, l'existence de

1 1
E(—)etde E|— ], et donner leur valeurs respectives.
JIn J?

Démonstration.
Soit n € [3,4o0].

1
o Par théoréme de transfert, la v.a.r. 7 admet une espérance si et seulement si 'intégrale
n

too 1
/ — f7,(x) dx est absolument convergente.
0 T

1
« Or, pour tout z €]0,+o0[ : — f;,(z) > 0.
x too 1
I1 suffit donc de démontrer que l'intégrale / — f7,(x) dz est convergente.
0 xT

« Soit z € 0, 4o0].
1 1 e ®gn! 1
2 @) = OX T T o ®

n72efx

+oo
Or, comme n — 2 € N, d’aprés 1.a), l'intégrale / "2 e dx est convergente.
0

. 1 ,
Ainsi, la v.a.r. — admet une espérance.
n

e De plus :
1 oo 1 Foo 1
E(—) = = de = ——— 2oy = —— I,
<Jn) /0 x T (@) dz (n—1)! /0 voe v (n—1)! 2
C 2 €N, daprés 1.b) : E [ — L —
omme n — apres 1. N e = n — L= .
) ap Jn) " (n—1) n—1

1
o Par théoréme de transfert, la v.a.r. 7 admet une espérance si et seulement si l'intégrale
n

too
/ —5 f1,(x) dz est absolument convergente.
0 T
1
« Or, pour tout z €]0, +oo[ : — fy,(z) > 0.
x o
11 suffit donc de démontrer que 'intégrale / — f1,(%) dz est convergente.
0 x
o Soit z € )0, 4o0].

1 1 e @l 1 n—3 —ux

210 = X T mom Y ©

“+oo
Or, comme n — 3 € N, d’aprés 1.a), l'intégrale / "3 e™® dx est convergente.
0

.y 1 )
Ainsi, la v.a.r. — admet une espérance.
n
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e De plus :
1 oo g 1 i 1
E L _ = - - n—3 ,—x = 7[717
() - [ w e - gy [ e - e
C —3 €N, daprés 1.b) : E =)= x( *3)'_;
omme 7 , d-apres 1.0/ . J2  (n—1)! "  on—=1)(n—-2)

—

n —
b) On pose pour tout n supérieur ou égal & 3 : A\, = —. Justifier que A, est un estimateur de A.

n
Est-il sans biais? Calculer la limite, lorsque n tend vers +o0o, du risque quadratique associé a

Ap en .
Démonstration.
Soit n € [3, 4o0].
— n n , .
e Lavar \, = 5 = — s’exprime :
k=1

x a l'aide du n-échantillon (X1, ..., X,),
x sans mention du paramétre .

La v.a.r. X; est donc un estimateur de A.

e On remarque :

-~ 1 1 1
Ap = NMX — = NX— = NAX —
Or, d’aprés la question précédente, la v.a.r. — admet un moment d’ordre 2 et donc une

n
variance. On en déduit que la v.a.r. A, admet une variance (et donc une espérance) en tant

o 1 .
que transformée linéaire de — qui en admet une.

n

e De plus :

. \E 1 (par linéarité de
N A ’espérance)

= nA

d’aprés 13.a)

Comme n > 3, alors : Ey (X;) = % AZ£ A

La v.a.r. A, n’est donc pas un estimateur sans biais de A.

o Par décomposition biais-variance :

n(h) = )+ (e (W)
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Or, par formule de Koenig-Huygens :

1 1 1))?
w(3) - 2@ ()
1 1 L
= D @m=2 m_12 (d’aprés 18.a))
_on—1-(n-2)
- (n=12(m-2) (n-1)2(n-2)
On en déduit : N 2 i . 2
n() = = 12m=2) " o1z
P+ n=-2)
T - 12e-2 "
_ T (n+2)
(= DZ(n—2)
- n+2 9
- (n=1)(n-2) n—+00 0
On obtient alors : nEIJIrlOO ) (X\n) =0.

Commentaire

Rappelons que I'on a le résultat suivant :
I
oo

—

Ainsi, la v.a.r. A, est un estimateur convergent de A.

\.

(X;) =0 = X; est un estimateur convergent de A

J

14. Dans cette question, on veut déterminer un intervalle de confiance du paramétre A au risque .
On note ® la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite, et u, le réel strictement

positif tel que ®(uy) =1 — g

2
a) Enoncer le théoréme de la limite centrée. En déduire que la variable aléatoire N,, définie par
S,
Ny = A \/—E — y/n converge en loi vers la loi normale centrée réduite.
n
Démonstration.

« Enoncons le théoréme central limite.
Soit (X, )nen+ une suite de v.a.r. :

x indépendantes,

x de méme loi,

x de méme espérance m,

2

x et de méme variance o“ non nulle.

Pour tout n € N*, on note :

Sp,=X1+---+X, et S,
Alors : S} ;é) Z ou Z<=N(0,1).
n (o9}

S, —nm

g\/Nn
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o Démontrons : S} = N,,.

! V(Sn)
S _n
= A (d’apres 12.)
22
B AS,—n
Avn
S.
Sk =Ny
« La suite (X;);en+ une suite de v.a.r. :
x indépendantes,
x de méme loi € (),
R . 1
x de méme variance 2 non nulle.
Par théoréme central limite : N, ——» Z ot Z < N(0,1).
n—-+o0o

O

b) En déduire que pour n assez grand, on a approximativement : IP’( [—ua < Ny < ug ) =1-oa.

Démonstration.
Comme N, — Z, alors :

nEToo P([~ta < Np<ua]) = P([~ua < Z < ual)
= P(ua) — P(—ua)
= (ua) — (1 = ®(ua))
= 2®(uy) —1
- 20-5)-1 5

O

] Yo

=

¢) Montrer que pour n assez grand, l'intervalle [( ) X\n, ( )

NG

—

An

] est un intervalle

de confiance de A au risque . On note Ag la réalisation de X; sur le n-échantillon.

Démonstration.
Soit n € N*.
P([~ta < Ny < ta])
_ s,
= P uaé)\n—\/ﬁgua}>
_ s,
= P( \/ﬁ_uag)‘g\/ﬁ_’—ua])
n
= (| Wi <A< K Vi) e () @) < ol
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On en déduit :

(5 ) ren o)

Ainsi, d’aprés la question précédente :

— Ug, — Ug
1 - 1 K < —_— = —
nEToquA"(l m)““"@*ﬁ)]) oo

L’intervalle [(1 — :;%) X;, <1 + 3‘%) 5\;} est donc
un intervalle de confiance de A au risque . O
15. Avec le n-échantillon (X7, Xo, ..., X,,), on construit un nouvel intervalle de confiance de \ au risque
B (B # «), tel que la longueur de cet intervalle soit k (k > 1) fois plus petite que celle obtenue avec

le risque a.

a) Justifier I'existence de la fonction réciproque ®~! de ®.
Quel est le domaine de définition de 17

Démonstration.
La fonction ® est :

x continue sur R, en tant que fonction de répartition d’une v.a.r. & densité,

x strictement croissante sur R.

En effet, la fonction ® est dérivable sur R car c’est une primitive de la fonction ¢ : & —
1 2

e T qui est continue sur R. De plus, pour tout z € R :

3

1 o2
®'(z) = p(x) = ez >0

Elle réalise donc une bijection de | — 0o, +oo[ sur ®(] — oo, +00]) ou :

O(] —o0,+o0]) = | lim P(x), lim P(x)| =]0,1]

T——00 T—+00

ou la derniére égalité est obtenue car ® est une fonction de répartition.

Ainsi, ® réalise une bijection de R sur |0, 1].

La fonction ®~! est donc définie sur ]0, 1].
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Commentaire

o Il est toujours bon de garder en téte que la fonction ® est bijective. C’est une propriété que
I’on utilise fréquemment dans le contexte de I’estimation.

o On pourrait par exemple également s’en servir pour démontrer que le réel u, existe et est
unique. En effet :

x la fonction ® réalise une bijection de R sur ]0, 1],

. 1—%6]0,1[,cara>0.
«

On en déduit qu’il existe un unique u, € R tel que : ®(uy) =1 — 5

k 2
En déduire que 8 > «. Ce dernier résultat était-il prévisible ?

- 1
b) Etablir 'égalité g = 2 <<1>—1 (g>

Démonstration.

o Déterminons l'intervalle de confiance de A au risque . Notons U, et V,, les extrémités de ce
nouvel intervalle.
D’aprés ’énoncé, la longueur de cet intervalle est k fois plus petite que celle de risque «. Ainsi :

1 ’[,La — uOZ — ua o~

n— Un = 7 - n — - = n) = 2 n
V, U, k<<1+\/ﬁ>)\ <Z \/ﬁ))\> Xk\/ﬁX)\
Ug, —

1 Al

<+k‘\/ﬁ) ]

. Uq, T Uq 1 - .
() <2< (- 5)8]) - s

Avec le méme raisonnement qu’en question 14.c), on a de plus :

P(l0w) 3 e (i) w]) = rli eme )

L’intervalle de confiance de A au risque 8 est donc [(1 _ e > 5\;,

ky/n

« On obtient :

Or, comme N, n;%)OOZ:
7 ([ < <) < p ([ <z ]) <20 (%)
Ainsi :
(R () <o)
o) 117
o D’aprés le point précédent :
comme 2@(%)—1 = 1-p
alors I} = 2—2@(%)
donc I} = 2(1—@(%)) = 2@(—%)
=2 ()
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« Enfin, exprimons u, en fonction de o et &1,
Par définition de u,, :

D(uy) =1-— % = % =1—DB(uy) = P(—u,) & &1 (9) = —uy & —d! (%) = Ugq

Finalement : § =2® <—uf> =29 (—W) =29 <; i (;))

1
o D’apreés ce qui précede : g = (kz d-1 (Z)) Ainsi :

De plus :
comme E > 1
1 (par stricte décroissance de
1 — 1 1
aors P x — — sur|0,4o00[)
x
1
donc z o1 (%) > ¢! (%) (car 1 (%) <0 (%)
(B e
d’oi e 1(Z) > @t <—)
ol (2 5
N B Qo (par stricte croissance
nst 2 > 2 de ® sur R)
enfin 8 > «
Détaillons 'argument (x).
a
o1(3) < 0
5 <
N a < ®(0) (par stricte croissance
2 de ® surR)
54 a < L
2 2
< a < 1

Or cette derniére inégalité est vraie par définition de «. Ainsi, grace au raisonnement par
équivalence, la premiére aussi.

On a bien : 8 > a.

Ce résultat était privisible car plus la précision de ’estimation exigée augmente
(i.e. plus la longueur de l'intervalle de confiance est faible), plus le niveau de risque
augmente (i.e. plus le niveau de confiance diminue)
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Dans les questions 16 & 18, on suppose que A = 1.

16. On pose pour tout n de N* : T, = max (X1, Xo, ..., X,).
Pour tout n de N*, pour tout réel x positif ou nul, on pose :

on() = /0 C Py dt et hy(z) = /0 () dt

Commentaire .

« Notons que I’énoncé définit ici des objets avant que I'on puisse statuer sur leur existence :
on ne sait ni si la v.a.r. 7, est & densité, ni si les fonctions Fr, et fr, sont continues
par morceaux sur [0,z]. La question suivante s’effectuera donc en supposant que T,, est
une v.a.r. & densité, de densité fr, et que la fonction F7, est suffisamment réguliére, en
I'occurence de classe C! par morceaux sur le segment [0, z].

o On aurait pu éviter d’effectuer ces hypothéses en énongant les questions dans ’ordre suivant :

16. a) Déterminer pour tout réel ¢, 'expression de Fr, (t) en fonction de t.
En déduire que T}, est une v.a.r. a densité. On note fr, une de ses densités.

b) Exprimer h,(z) en fonction de Fr, (x) et gn(z).

) 1
¢) Etablir pour tout n supérieur ou égal a 2, la relation : g,—1(x) — gn(z) = - Fr, (x).

\. J

a) Exprimer h,(z) en fonction de Fr, (z) et gn(x).

Démonstration.
Soit = € [0, +o0o[. On effectue une intégration par parties (IPP).

u'(t) = fr,(t) v(t) = Fr,(t)

Cette IPP est valide sous réserve que les fonctions u et v soient de classe C! (par morceaux)
sur [0, z]. On obtient :

ho(z) = /Oxt Fo () dt
= [tFn,(1)] —/Ox 1 x Fr, (t) dt

= xFTn(x) - gn(x)

YV € [0, +00|, hn(z) = 2 Fp, (z) — gn(x)

b) Déterminer pour tout réel ¢, expression de Fr, (t) en fonction de t.

. 1
Etablir pour tout n supérieur ou égal a 2, la relation : g,—1(z) — gn(z) = — Fr, ().
n

Démonstration.
« Soit n € N*. Tout d’abord : Vi € [1,n], X;(Q) = [0, +o0| (car X; — & (1)).

Ainsi : T,,(Q) C [0, +o0].
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o Soit t € R. Deux cas se présentent :

Ainsi :

Commentaire

Démontrons que T;, est une v.a.r. a densité.
« La fonction Fp, est continue :

x sur | —

— Ul :

— ug

L (car les v.a.r. Xq, ..., X,
- <
Zl;ll P([X: < 1)) sont indépendantes)
(car les v.a.r. Xy, ..., X,

ont méme loi)

1—e )" (car X1 —E(1) ett>0)

0 sit<0

Finalement : Fp, :t — {

(1—e_t)n sit>0

00, 0] en tant que fonction constante,

x sur |0, +oo[ car elle est la composée Fp, = ugowup de :

r—1—e 7 quiest :

» continue sur |0, +ool,

» telle que : u;(]0,4+00]) C R.

y — y™ qui est continue sur R.

x en 0. En effet :

— d’une part : lim Fr,(z) =0

z—0~

— d’autre part : lim Fr, () = Fy, (0) = (1 —e )" = 0.

z—0t

lim Fp, (z) = Fr,(0) = lim Fr,(x)

z—0— z—0t

La fonction Fr, est continue sur R.

« La fonction Fr, est de classe C! sur ] — oo, 0[ et sur ]0, +o00[, par des arguments similaires
a ceux de la continuité sur ces intervalles.

On en déduit que Fr, est de classe C! sur R sauf éventuellement en 0.

La v.a.r. T,, est donc une v.a.r. & densité.
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Commentaire \

On a démontré que :
x la fonction Fr, est continue sur [0,+oo[. Pour tout x € [0, 4oc[, elle 'est alors sur le
segment [0, x]. La fonction g, est donc bien définie.

« la fonction Fr, est de classe C! sur ]0, +oo|. Elle est méme de classe C! par morceaux sur
[0, 4+00[. Ainsi fr,, est continue par morceaux sur [0, +o00[. Pour tout = € [0, 400, elle l'est
alors sur le segment [0, z]. La fonction h,, est donc bien définie.

« I'IPP de la question précédente est valide puisque, comme Fr, est de classe C! par mor-
ceaux sur [0, z], la fonction v l'est aussi.

« Soit n € [2,400[. Soit x € [0, 4+00].

gn_l(x) dt —/ FTn (t) dt
0 0

/ — Fr,(t) dt

/ (1—e” -1 _ (1—e Y dt (car (n—1,n) € (N*)Q)
/ I - (X —eh) dt

/ f1—e "t dt
0
1
n

o

[en]

[e=]

3\'—‘

1—e "}
0
1

(1—e ™)™ = - Fr (x) (car x> 0)

Wn € [2, +00[, ¥z € [0, 400], gn1(z) — gn(x) = % Pr (2)

O

¢) En déduire que pour tout n de N*, pour tout réel x positif ou nul, Pexpression de g,(x) en
fonction de x, Fr, (x), Fr,(x), ..., Fr,(x).

Démonstration.
Soit n € N*. Soit z € [0, +o0].

o D’aprés la question précédente :

Wk € [2, 400, gr1(x) — gr(z) = %FTk(x)

o En sommant les égalités précédentes pour k variant de 2 & n, on obtient :

n

22 (gr—1(2) — gr(2)) = Z FTk()

g1(x) — gn(x) (par télescopage)
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e De plus :
gi(z) = / FTl(t)dt:/ 1—etdt
0 0
= [t—i—e*tr
= z+e -1 = x—Fp(v) (car x > 0)
o Ainsi : w1
gnlx) = z—Fr(2)= 3 o Fr(2)
k=2
1 L
= x_IFTl(x)_Z EFTJC(:L')
k=2

d) Montrer que Fr, (x) — 1 est équivalent & —ne™™, lorsque x tend vers +oo.

Démonstration.
Soit n € N*. Pour tout x € [0, +o0] :

Fr(z)—1 = (1—e®)"—1

Or lim e®=0.Dou:(1—e™)"—1 ~ nx(—e").
T—+00 z—+o00

Finalement : Fp (x) =1 ~ —ne™™.

x—+00 D

LA

e) Déduire des questions ¢) et d) l'existence de E(T},) et montrer que E(7,) = > T

k=1
Démonstration.
+o0

« Lav.a.r. T, admet une espérance si et seulement si l'intégrale t fr, (t) dt est absolument

—0oQ
convergente, ce qui équivaut & démontrer la convergence pour ce calcul de moment du type

+0o0
/ b (t) dt.

—00

« Tout d’abord, comme T,,(2) C [0, +oc[, la fonction fr,, est nulle en dehors de [0, +oo[. Ainsi :

+o0 +oo
/ t fr, (t) dt = /0 t fr, (t) dt

—00

On en déduit que 7T,, admet une espérance si et seulement si la fonction A,
admet une limite quand x tend vers +oo.
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« Soit x € [0, +oo[. D’aprés 16.a) :
ho(z) = Fr,(2) = gn()

= 2P (z)— <m_ > 5 Frl )) (d’apres 16.c))

= ﬁf(FTn()—l)JrZ Fr ()

Or :
x d’aprés la question précédente : Frp () —1 ~ —mne ™. D'ou:
r—+00
z(Fr,(x)—1) ~ —nze®
Tr—r+00
Comme, par croissances comparées : lim —nxe ™ =0, on en déduit :

T—+00

lim « (Fr,(z)—1)=0

T—+00
x pour tout k € [1,n], la fonction Fr, est une fonction de répartition. On en déduit :

lim Fp(z)=1

T—r+00

o 1 1
Ainsi : :EEIEOO 5 Fr (x) = T Et enfin :

(car cette somme est finie)

| =

im 3 - FTk( ) — é

T—+00 k—1

On en déduit que la fonction h,, admet une limite quand z tend vers +oo et :

nl n
lim ha(x) = 043 = 3 4

z—-+00 =1 k =1

La v.a.r. T,, admet donc une espérance.

e De plus :
+00 n 1
@) = [t d = im0 = g
B(T,) = 3
" =1 k ]

17. On veut étudier dans cette question la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (G, )n>1
définie par : pour tout n de N*, G, = T,, — E(T},).
On pose pour tout n de N* : v, = —In(n) + E(T},) et on admet sans démonstration que la suite
(Yn)n>1 est convergente ; on note 7 sa limite.

1 n
a) Montrer que pour tout z réel et n assez grand, on a : Fg, (v) = (1 - e(“%)) .

Démonstration.
« Pour tout n € N*, d’aprés 16.b) : T,,(2) C [0, +o0l.
Comme G, =T, — E(T},), on en déduit : G,(Q) C [-E(T},), +oc.
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e Soit x € R.
Tout d’abord : lim —E(T;) = —oc. En effet :
n—-+0o00
n
x d’aprés la question précédente : Vn € N*, E(T, Z

| =

. 1 . . .
x lasérie > — est une série de Riemann d’exposant 1 (1>1). Elle est donc divergente. Comme
k=1
c’est une série & termes positifs, sa suite des sommes partielles associée diverge vers 4o00.

Comme lim —E(7),) = —oo, alors il existe ng € N* tel que : Vn > ng, x > —E(T},).

n—-+oo
Soit n = ny.

Fa,(z) = P(Th - E(T,) <zl)
= ([T <z +E(Th)))
= Fp,(z+E(Ty))

(2 +E(T0))\" (car, comme n = ng :
= (1-e ) v+ E(Ty) > 0)

= (1 — e @rmthIN™  (par définition de )

= (1 e ($+’yn) efln(n))
= 1 € ~(ztmm) )”
eln n)
_ (1 B e_(x""'Yn))n
n

e (z+n)
Ainsi, pour n assez grand (n > ng) : Fg, :x— |1 — ——
n

b) En déduire que pour tout x réel, on a : lim Fg (z)= eme
n——+oo

Démonstration.
Soit z € R.
e Soit n = ny.

Fg,(z) = |[1- SR = exp <n In (1 - e_(”%)))

o D’aprés I'énoncé :  lim v, = 7.
n—+oo

Par continuité de la fonction exp en —(x + ) : liI_P e (@tm) = e=(@+7),
n—-+oo

1
e On en déduit : lim = e~ @+tm) =0 Ainsi :
n—4+o0o N

o (1 _ % e—(xm)) Ll o C L) g e 20

n—4oo n n—-+4oo n

nn(1-te@m) o px(_toG@) o oGt
n n—-+oo YA

D’ou :
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« Par continuité de la fonction exp en —e~(@+7) .

1
lim exp (n In (1 S e_($+%)>> = exp (—e—(:v+7)>
n—-+00 n

Finalement : Vx € R, lim Fg, (z) =e .
n—-+00 0

e—(z+v

¢) Montrer que la fonction Fg : R — R définie par Fg : x — e~ " est la fonction de répartition

d’une variable aléatoire G a densité. Conclure.

Démonstration.
« Démontrons que F¢ est une fonction de répartition.
x La fonction Fg est continue sur R car elle est la composée Fg = us o uq de :

- up iz —e~ @) qui est :

» continue sur R,

» telle que : u(R) C R.

- uo : x — €% qui est continue sur R.

En particulier, Fiz est continue a droite en tout point de R.

x La fonction Fg est dérivable sur R, par des arguments similaires a ceux de la continuité sur cet
intervalle.
Soit x € R.
Fh(z) = e @) e S

La fonction Fi est donc (strictement) croissante sur R.

. _ . _o—(z+7)
« Comme lim e (@t = 400, alors: lim e @ _ .
T——00 T—r—00

Dou: lim Fg(x)=0.

T—r—00

. _ o . e (o
« Comme lim e+ =0, alors, par continuité de exp en 0 : lim e~® ) o0 = 1.
Tr—r+00 T——00

Dou: lim Fg(x)=1

T—r+00

La fonction Fg est donc la fonction de répartition d’une v.a.r. notée G.

o Démontrons que G est une v.a.r. a densité.
x La fonction Fg est continue sur R.

«x La fonction Fg est de classe C! sur R, par des arguments similaires a ceux de la continuité sur
cet intervalle.

La v.a.r. G est une v.a.r. & densité.

o D’aprés la question précédente :

VeER, T Fo,(r) = e = Fo()
L1 <
On en déduit : G, — G.
n—-+oo
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Commentaire \

o Le programme officiel liste certaines propriétés d’une fonction de répartition F' :

1) F' est continue & droite en tout point,
2) F' est croissante sur R,

3) lim F(zx)=0
T—r—00
Y g, Fle) =1

Cependant, il n’est pas précisé qu’il s’agit 1a d’une caractérisation d’une fonction de
répartition : toute fonction F' : R — R qui vérifie les propriétés 1., 2., 3. et 4. peut
étre considérée comme la fonction de répartition d’une variable aléatoire.

« A I'époque de ce sujet, la caractérisation ci-dessus était inscrite dans le programme (ce
n’est plus le cas). Cependant, son utilisation semble toujours apparaitre aux concours.
Plus précisément, elle semble nécessaire pour traiter des questions portant sur la
convergence en loi (comme cette question) présentes dans les sujets EML 2016 et 2017.

Il est donc conseillé de connaitre la caractérisation ci-dessus. 0
\ 7

18. a) Soit X une variable aléatoire & densité de fonction de répartition Fx strictement croissante.
Déterminer la loi de la variable aléatoire Y définie par Y = Fx (X).

Démonstration.
o Tout d’abord :
Y(Q) = (Fx(X))(Q) = Fx(X(Q)
= Fx(] — oo, +])

- . . (par continuité (x) et stricte
N ]xEr—noo FX(x)’mEI—Eoo Fx (@)l croissance de Fx sur R)

(car Fx est une fonction

= 101 de répartition)

Précisons que assertion (k) est vraie (la fonction Fx est bien continue sur R), car Fx est la
fonction de répartition de X qui est une v.a.r. & densité.

Y () =10,1]

« Soit x € R. Trois cas se présentent :
x slx €] —00,0],alors [Y < z] =& (car Y(Q) =]0,1[). D’ou :

Fy(z) = P([Fx(X) <z])
Or la fonction Fx est :

- continue sur R, car c’est la fonction de répartition d’une v.a.r. a densité,

- strictement croissante sur R, d’aprés 1’énoncé.
Elle réalise donc une bijection de | — 0o, +-00[ sur Fx (] — oo, +o0[) = |0, 1].

En particulier, F'x admet une bijection réciproque F' )}1 strictement croissante sur |0, 1[.
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Ainsi :
Fy(z) = P([Fx(X)<z])

(par stricte croissance
de Fy'' sur]0,1])

= =z (par définition de F')

0 siz<O
Finalement : Fy :z+— ¢ = sixz €]0,1] .

1 siz>1

« On reconnait la fonction de répartition d’une v.a.r. qui suit la loi #(]0, 1[). Or la fonction de
répartition caractérise la loi.

Ainsi : Y < U(]0, 1[).

b) Ecrire une fonction Scilab nommée Gumbel qui permet de simuler la variable aléatoire G.
On supposera que la constante v est définie en langage Scilab par une constante gamma.
On rappelle que la fonction Scilab rand() permet de simuler la loi uniforme sur |0, 1].

Démonstration.

o On note U une v.a.r. de loi U(]0,1[). D’aprés la question précédente, la v.a.r. Fx(X) suit la méme
loi que U.

On en déduit que Fi'(U) suit la méme loi que X.

« Pour simuler la v.a.r. X, on cherche donc a simuler F' )zl(U). Commencons alors par déterminer F'y, L
Soit x € R. Soit y € ]0,1].

—_e—(@+7)

y=Fx(z) & y=e

(par bijectivité de In

— _o(@+7)
< In(y) ¢ sur ]0, 4o0[)
& —lIn(y) =e @)

(par bijectivité de In

& In(—In(y) = —(z+7) sur |0, 4+o00[)
o= —ln(—ln(y)):‘r—’—fy

& —ln(—ln(y))—*y:x

Finalement : F)El cy— —1In ( — ln(y)) — .
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e« On en déduit la fonction Scilab suivante.

function x = Gumbel ()

u = rand()

x = -log(-log(u)) - gamma
endfunction

[E P S

Commentaire

Cette question est une application directe de la méthode d’inversion vue en TP. Elle a

également été traitée en cours pour démontrer le résultat classique suivant : si U est une

1
v.a.r. telle que U < U([0, 1[), alors la v.axr. W = Y In(1 —U) suit la loi £ (N).
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