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DS3 (version B)

Exercice I (HEC 2002)

Le but de cet exercice est la résolution de ’équation matricielle AM = M B, d’inconnue M, dans
I’espace vectoriel ' des matrices carrées d’ordre 2 & coefficients réels.
On rappelle que si Uy, Uy, Us, Uy sont les matrices définies par :

10 0 1 00 0 0
(o) =) (o) w-(Y)
la famille (Uy, Us, Us, Uy) est une base de E, qui est donc de dimension 4. Si A et B sont deux matrices

de E, 'ensemble des matrices M de E vérifiant AM = M B est noté V4 p.

1. Soient A et B deux matrices de E et ¢4 g I'application qui, a toute matrice M de E, associe
la matrice AM — M B.

a) Montrer que ¢ 4 g est un endomorphisme de F et en déduire que V4 g est un sous-espace vectoriel

de FE.
Démonstration.
D’aprés I'énoncé, E = #>(R) et pap: M — AM — MB.

o Démontrons tout d’abord que ¢ g est a valeurs dans F.
Soit M € E. Alors o4 p(M) =AM —MB € E.

« Démontrons maintenant que f est une application linéaire.
Soit (A, i) € R? et soit (M, N) € E2. Alors :
oapAN-M+p-N) = ANM+p-N)—(A-M+p-N)B
= NAM+p-AN - X-MB—-pu-NB
= XN (AM —MB)+u- (AN — NB)
= X-pa(M)+p-oas(N)

Ainsi, ¢ est un endomorphisme de FE.

o Enfin :
Vap = {MeFE|AM — MB =0}

= {M € E|papM)=0}
= Ker(pa,n)

Ainsi, V4 p est un espace vectoriel car c’est le noyau d’'un endomorphisme.
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b) Dans le cas particulier ou A = (_11 _11> et B = <_21 2), construire la matrice carrée

d’ordre 4 qui représente w4 p dans la base (Uy, Us, Us, Uy).
Montrer que cette matrice est inversible et en déduire ’ensemble V4 p.

Démonstration.

- palh) = AUlUlB:(—ll _11> (é 8)((1) 8) (_21 (D
= (GG = (Go)

= 2-U1+0-Uy—1-U3+0-Uy

2

. . 0
Ainsi : Maty, 1,,05,04) <¢A’B<U1)> !

e G | I R TGy
(0 )G - ()

= —2-U1+0'U2—|—0'U3—1'U4

-2

0
Donc Mat(Ul,UQ,Ug,U4)(SOAvB(UZ)> =1

-1

1 -1\ /0 0 0 0\ /-1 0
e paB(Us) = AU3_U3B_(—1 1> 1 0>_<1 0><2 1>
S\t o) \-10) \2 0
= —1.U1+0-Uy+2-Us+0- Uy
-1

e 04,8(U2)

N 0
Ainsi : Maty, 1,,05,04) (@A,B(Ug)) =1,
0

oy = s (4 )0 )-6 93
G- ()

— 0U1—1U2_2U3+0U4

0

-1
Donc Maty, v,,u5,0, <<PA,B(U4)> I =)

0

-1

2 : 0
On en déduit que : Mat(U17U27U37U4)(<PA,B) =11 0o 2 _9
0
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o Notons C cette matrice et déterminons son rang.

rg(C) = L I

LlZL:f re 0o 0 0 -1
2 -2 -1 0
0 -1 0 0
-1 0 2 =2
L;;%l;wL‘ZLl - 0O 0 0 -1
0 -2 3 -4
0 -1 0 O
-1 0 2 =2
Lzzﬂl re 0 -1 0 O
0 -2 3 —4
0 0 0 -1
-1 0 2 =2
LB“L:‘S*?LZ re 0 -1 0 O -
0 0 3 —4
0 0 0 -1

« En effet, la réduite obtenue est triangulaire supérieure et a ccefficients diagonaux non nuls.
Elle est donc inversible et de rang 4.

La matrice C, est elle-méme d’ordre 4 et de rang 4. Elle est donc inversible.

e On en déduit que I'endomorphisme ¢4 g est un isomorphisme.
En particulier o4 p est injective. Or : V4 p = Ker(p4,B).

On en déduit que V4 g = {0g}.
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2. Dans cette question, r et s désignent deux réels distincts et différents de 1, et on pose :

1 0 1 0
D_<0 r) et A_<0 s)

a) Soit M = <z g) une matrice quelconque de E. Donner des conditions nécessaires et suffisantes

sur x, y, z, t pour que M appartienne a Vp A.

Démonstration.
MeVpan & DM—-MA=0

*)ED-CD6Y)

z y\ _ [z sy
< <rz rt) - (z st>
x x
PN y = 38y
rz = =z
rt = st
(I-s)y = 0
& (r—=1)z = 0
(r—s)t =0
s=1 00U y=0
& r= U z=0
r=s 00 t=0
y=0 )
- J (car on a supposé s # 1,
r#1letr#s)
MecVpa & y=2z=t=0 =
b) En déduire une base de Vp .
Démonstration.
o Remarquons tout d’abord que :
x
Vba = {(Z ?) € MR)|y=z=1t=0}
z 0 10
= {(0 O> |z e R} = {x- <0 0> | r € R}
10
= Vect <<0 0>> = Vect (Uy)
« La famille (Uy) est :
x est génératrice de Vp A.
x est libre car uniquement constituée d’'un vecteur non nul.
Ainsi, (Uy) est une base de Vp a. -
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3. Soit a, b, c,d des réels non nuls vérifiant a —b #c—d,a—b#1,c—d # 1, A et B les matrices

définies par :
a 1—a c 1—c
a=(51h) 2= 100

a) Montrer que les valeurs propres de A sont 1 et a — b.
En déduire qu’il existe une matrice inversible P de E, et une matrice D égale a celle de la
question ?? pour une valeur convenable de r, telles que 1'on ait : D = P~1AP.

Démonstration.

o Démontrons que 1 est valeur propre de A.

det(A — Ip) = det<(a;1 1__ba>> — bla—-1)=b(l—a) = 0

La matrice A — I n’est pas inversible. On en déduit que 1 est valeur propre de A.

« Démontrons que a — b est valeur propre de A.

det(A—(a—0b) ) = det<<a_(z_b) (1—5:?@—5)))

det((Z i:;‘)) — b(l—a)—b(l—a) = 0

La matrice A — (a — b) Iz n’est pas inversible. On en déduit que a — b est valeur propre de A.

o Ces deux valeurs propres sont distinctes car a — b # 1.
La matrice A est (carrée) d’ordre 2 et posséde deux valeurs propres distinctes.
Elle est donc diagonalisable.

On en déduit qu'il existe P inversible telle que : A = PDP~! ou D = <(1) a 2 b).

Commentaire \

o L’énoncé ne demandait pas clairement de déterminer la matrice P mais simplement de dé-
montrer son existence. Rappelons que la matrice P est constituée d’une base de vecteurs
propres, ces vecteurs apparaissant dans I'ordre d’apparition des valeurs propres dans A.

« Effectuons ce calcul pour rappeler la méthode.
. a—1 1—-a a—1 1—-a)\ (1 0
At (N0 o (11 1) (1)< (0)
(on détermine ce vecteur en remarquant que les colonnes de A — Is sont opposées)

.1 .
Ainsi < 1) est un vecteur propre associé a la valeur propre 1.

De méme, A — (a — b) I2:<Z i:g).Or: (Z 1:2) (a;1>:<8)_

(on détermine ce vecteur en remarquant que les colonnes de A — (a — b) Is sont colinéaires)

. -1 .
Ainsi <a b > est un vecteur propre associé a la valeur propre a — b.

Ainsi, P = <1 a—1

1 b > et, & l'aide de la formule d’inversion des matrices carrées d’ordre 2 :

P <—b1 11(1)
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b) Justifier de méme l'existence d’une matrice inversible @) de F, et d’'une matrice A égale a celle
de la question ?? pour une valeur convenable de s, telles que l'on ait : A = Q1 BQ.

Démonstration.

« A renommage des variables prés, cette question est la méme que la précédente.
On en déduit que 1 et ¢ — d sont valeurs propres de B.

o Ces deux valeurs propres sont distinctes car ¢ — d # 1.
La matrice B est (carrée) d’ordre 2 et posséde deux valeurs propres distinctes.
Elle est donc diagonalisable.

On en déduit qu'il existe Q inversible telle que : B = QAQ™! ou A = <(1) . E d)'

Commentaire \

o Comme dans la question précédente, I’énoncé ne demandait pas clairement de dé-
terminer la matrice () mais simplement de démontrer son existence.

o Cette question étant la méme que la précédente & renommage prés des variables,
. 1 ¢c—-1 1 1 d 1—c¢
on obtient Q = <1 d > et Q = m <_1 1 >

-0

c) Pour toute matrice M de E, montrer qu’elle appartient a V4 p si et seulement si la matrice
P~'MQ appartient & Vp,a. En déduire une base de V4 p.

Démonstration.

Soit M € E.
MeVig & AM—MB = 0
& AM = MB
(d’apres les

& PDPTM = MQAQ™ questions précédentes)
& P YPDP'M)Q = P Y(MQAQ™YHQ

& DP'MQ = P'MQA

& D(PT'MQ) - (P'MQ)A =0

& P 'MQeVpa

& JaeR, PPIMQ = o Uy (car Vp a = Vect (Uy))
& JaeR, M = a-PUQ™!

& M € Vect (PULQ™)

On en déduit que V4 p = Vect (PUlQ_l).
La famille (PU;Q 1) est :

x génératrice de Va p.

x libre car uniquement constituée d’un vecteur non nul. En effet, comme U; # O et que P et
Q! sont inversibles, alors PU;Q~! # 0.

Ainsi, (PU1Q™!) est une base de VaB.
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4. Dans cette question r, s et u, v désignent quatre réels vérifiant r # s, r # v, u # s, u # v, et on

pose :
u 0 v 0
D= <0 r) et A= (0 s>

a) Par une méthode analogue a celle de la question 77, déterminer Vp a.

Démonstration.
Soit M € E.

MeVpa & DM—MA=0

G )ED-CD6Y)
= ()= )

ur = x
o uy = Sy
rz = 0z
1t = st
(u—v)z = 0
(u—s)y = 0
< (r=v)z = 0
(r—s)t =0
U= 0U z=0 z=0
N u=s 0U y=0 N y=20 (car on a supposé u # v,
r=v 00U z=0 z2=0 u#s, r#Ev,r#+s)
=s 0U t=0 t=20

t

On en déduit que:VDyA—{Cf y) e M>R) | x—y—z—t—O}—{<8 8)}—{0,5}

b) En déduire, par une méthode analogue a celle de la question ??, le sous-espace vectoriel V4 p
dans le cas ou A et B sont deux matrices diagonalisables n’ayant aucune valeur propre commune.

Démonstration.

o Supposons que A est diagonalisable. Alors, il existe P inversible telle que :
-1 . u 0
A=PDP™" ou D=
0 r

(éventuellement v = r)

« Supposons que B est diagonalisable. Alors, il existe @) inversible telle que :

S

B=QAQ' on A= <S O)

(éventuellement v = s mais d’aprés U'énoncé, v et s sont différents de u et r, ce qui correspond
auzx hypothéses de la question 3.)
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o En raisonnant comme dans la question 3., on obtient :

MeVyp & P'MQeVpa

(car Vp A = {0} en appliquant le

~1 _
& PTMQ=0 résultat de la question 3.)

s M=0

Ainsi, sous les hypothéses de 'énoncé, V4 g = {0}.

Commentaire

e On a étudié dans cet exercice les solutions de I’équation matricielle AM = M B.
La dimension de ’espace vectoriel des solutions peut étre déterminée de maniére exacte. Ce résultat
est connu sous le nom de théoréme de Cecioni-Frobenius (pour des matrices M € ., (R)).

o Lorsque A = B, l'exercice consiste a chercher I’ensemble des matrices telles que : AM = MA,
autrement dit I’ensemble des matrices qui commutent avec A.
Cet ensemble est appelé le commutant de la matrice A.

o L’étude du commutant peut donner lieu a des sujets de concours. Dans ce cas, il faut s’attendre & des
questions proches de celles développées dans cet exercice : I’étude est réalisée pour des matrices carrées
d’ordre 2 ou 3 ; on commence par remarquer que le commutant de A est le noyau de I'’endomorphisme
w:M— AM — MA; on étudie (éventuellement) le cas particulier des matrices diagonalisables ; on
étudie (éventuellement) le cas particulier des matrices nilpotentes . ..

o De maniére plus générale, il est fréquent de tomber sur I’étude d’endomorphisme définie sur un
espace de matrice. C’était par exemple le cas du sujet EML 2014 oul 'on étudiait '’endomorphisme
p: M—TMT.
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Exercice 2 (EML 2018 voie S)

Soit m un entier naturel supérieur ou égal a 2.

On note E = R, [X] 'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n,
et Z=(1,X,...,X"™) la base canonique de E.

On note, pour tout polynéme P de F :

o(P) = l)((1 - X)P'+XP
n
Partie I : Etude d’un endomorphisme de polynémes

1. a) Montrer que ¢ est une application linéaire.

Démonstration.
Soit (A1, A2) € R2. Soit (P, P») € E2.

(X - P+ Ay - P))(X)

= LX) Pt e P 4 X Pyt e P)(X)

3

(par linéarité de la

X(1—X)(A1 - P{(X)+Aa- Py(X)) + A1 - X Pi(X) + Aa - X Py(X) dérivation)

_ )\1-<

= M- (0(P))(X) + A2 - (9(P2)(X)

S

X(1-X)P/(X)+ XPl(X)> + g <; X(1—X)Py(X) + XPQ(X)>

S|

On en déduit que 'application ¢ est linéaire. O

b) Calculer ¢ (X™).

Démonstration.
Pour tout k € [0,n], on note Qx(X) = X*, et donc Q}(X) = kX*1.

= X"(1-X)+ X"t
= X" xpAT g Xt
= X" = Qn(X)

0(Qn) = Qn

Commentaire

On remarque alors que le polynéme @, est vecteur propre de ¢
associé a la valeur propre 1.

10
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¢) Montrer que @ est un endomorphisme de E.

Démonstration.
o On sait déja d’aprés la question 1. tel que ¢ est une application linéaire.

« Montrons : VP € E, p(P) € E.
Soit P € E. Alors il existe (ag,...,a,) € R"™! tel que :

P(X) = i ar X* = i ar, Qk(X)

k=0 k=0

x Comme ¢ est linéaire : p(P) = ¢ <§: ay Qk> i k p(Qk).
k=0 =
#(Qu)).
1

On en déduit : deg (¢(P)) < max (deg (¢(Qo
x Soit k € [0,n — 1]. Par définition :
(P(Q0)(X) = & X(1 - X)Q4(x) + XQu(x)

Ainsi = deg ((¢(@0)(X)) = deg (© X(1 - X)Q4(X) + XQu(X))

< max deg (% X(1- X)Q}(X) ), deg (XQu(X) ) )
= max (k+1, k+1) = k+1
(on peut aussi calculer : (o(Qr))(X) = ﬁ Xk 4 n-k Xk+1)

On en déduit en particulier : Vk € [0,n — 1], deg(p(Qk)) < k+1 <
x De plus, d’aprés la question précédente : deg(¢o(@y)) =n
Finalement, on obtient : deg(P) < n. Autrement dit : ¢(P) €

On en déduit que ¢ est un endomorphisme de E. O

2. On pose, pour tout k de [0,n] : P, = X¥(1 — X)"F.
a) Pour tout k de [0,n], calculer ¢(Py).
Démonstration.
Soit k € [0,n].
« Tout d’abord : P{(X) = kXF1(1-X)"%—(n—k)XF1-X)n k1
= XFI1-X)"""1(k(1 - X) = (n—k)X)
= XF1(1 - X))k (k - nX)

e On en déduit :
(p(P))(X) = = X(1-X)XF1(1-X)"*1(k—nX)+ X XF1 - X)"Fk

XF1—-X)"Fk—nX)+ X XF1-—X)"F

S~ 3=

= XF(1-X)F (i(k —nX)+ X>

n

= Xkl - X))k (f;—XJrX) = %X’“(l—X)”*’“ = EPk(X)

11
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VEk € [0,n], ¢(Py)

n

k
Py,

12
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b) Montrer que la famille (P, Py, ..., P,) est une base de E et expliciter la matrice de ¢ dans cette
base.
Démonstration.

D’aprés la question précédente, pour tout k € [0,n], Py est vecteur propre de ¢ associé a la

valeur propre —. Ainsi, la famille (P, Py, ..., P,) est une famille de n 4+ 1 vecteurs associés a

n
n + 1 valeurs propres distinctes.

On en conclut que la famille (Py, P, ..., P,) est libre.

Commentaire

On peut traiter cette question méme si on n’a pas réussi la question précédente.
o Montrons que la famille ' = (P, ..., P,) est libre.
Soit (Ao, ..., An) € R™. Supposons :

M-Po+M-Pi+--+ 1P+ M- P = 0
Ainsi, par définition :
A (1T=X)"+ A X(1=X)"" 4 XA - X" 1= X))+ A - X" = 0p
Ce qui revient a dire :
VeeR, Ao (1—2)"+ (1l —2)" -+ X 2" 1 —z)+ A 2" =0 ()
« En appliquant I’égalité (x) en 2 = 1, on obtient :

X (L= + XM LA+ + A I"HE=T) + A, 1" = 0
Et on a donc : A\, = 0. L’égalité (x) se réécrit alors :

VeeR, Ao (1—2)"+ X 2(1—2)" 14+t N1 2" (1—2) =0
On peut alors factoriser par (1 —z) :

Ve eR, (1—2)(N (1—2)" P+ M a(l—2)" 2+ + X1 2™ 1Y) =0
Ce qui permet de conclure, en divisant par (1 — z) :
Ve e R, \g(1—2)" P4+ XNz —o2)" 24 4+ X 12"t =0

Enfin, comme la fonction P : 2+ Ao (1 —2)" 1+ A\ 2(1 —2)" 2+ + A\yq 2" est

polynomiale, elle est continue et cette égalité est aussi vérifiée en 0 (par passage a la limite,
on obtient : P(1) = lirri P(z)=0). Ainsi :
T—r

Ve eR, Ao (1—2)" P+ A 2(1—2)" 2+ -+ Ag 2™t = 0 (4%)

o On peut alors itérer le procédé consistant & évaluer en 1 puis mettre en facteur et diviser
par (1 — x). On obtient alors au bout de n étapes :

A = A1 = - = A& = A=0

13
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o On en déduit que la famille %4’ :
x est libre,

x veérifie : Card(#') = n+ 1 = dim(R,[X]) = dim(E)

La famille %’ est donc une base de E.

« Soit k € [0,n].
D’aprés la question 2.a) :

k
(Py) = 0-Po+ - +0- Pyt Pt 0 Py +--+0- B

0
0
Ainsi : Matg (p(Py)) = - (ot le coefficient — est en £“™° position).
n
0
0
0 0 0
U
On en déduit : Matg (@) =
0 0o =L o0
0 0 0
¢) Déterminer les sous-espaces propres de .
Démonstration.
k
« D’apres la question 2.a) : Vk € [0,n], p(Pr) = — Pj.
n
Autrement dit, les polynémes Py, Py, ..., P, sont des vecteurs propres associés aux valeurs
propres 0, —, ..., 1. On obtient ainsi les inclusions suivantes :
n
Eo(¢) D Vect (Py), Ei(p) D Vect(P1), ... , Ei(p) D Vect(F,)

Comme Mat g (¢) est diagonale, alors elle est diagonalisable. On en déduit :
n
S dim (Eﬂ@) = dim (A 11(R)) = n+1
k=0 »

ce qui permet de conclure : Vk € [0,n], dim (E k (cp)) = 1 et ainsi de démontrer que les
inclusions ci-dessus sont des égalités.

On a donc : Vk € [0,n], Ex(p) = Vect (Py).

14
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Partie IT : Etude d’une suite de variables aléatoires

On considére une urne contenant n boules numérotées de 1 & n, indiscernables au toucher. On effectue
dans cette urne une suite de tirages avec remise, et on suppose que I'expérience est modélisée par un
espace probabilisé (2, .o, P).

On note alors, pour tout k£ de N*, Y}, la variable aléatoire prenant pour valeur le nombre de numéros
distincts qui ont été tirés lors des k premiers tirages.

Par convention, on pose : Yy = 0.

3. On note, pour tout k& de N*, Z; la variable aléatoire prenant la valeur 1 si le k®™€ tirage améne un
numéro qui n’a pas été tiré lors des tirages précédents, et prenant la valeur 0 sinon.
On pourra remarquer que, en particulier, Z; = 1.

a) Déterminer la loi de Z,.

Démonstration.
o En deux tirages, deux cas se présentent :
x soit on obtient le méme numéro aux deux tirages, c’est-a-dire [Z2 = 0] est réalisé,

x soit on obtient deux numeéros distincts sur les deux tirages, c’est-a-dire [Z; = 1] est réalisé.

On en déduit : Z2(2) = {0,1}.

« Pour tout i € N*, on introduit la v.a.r. Tj correspondant au numéro obtenu au ™€ tirage.
Lors du ™€ tirage, I'expérience posséde n issues différentes (on peut tirer n’importe laquelle
des n boules) qui sont équiprobables.

On en déduit : Vi € [1,n], T; — U([1, n]).

Notons au passage que les v.a.r. T; sont indépendantes car les tirages le sont.

o La famille ([T1 = k])pe1,n) forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

n

P([Z2 =0)) = > P(T1 =kN[Z =0])
P([Ty = KN [T5 = k) (%)

(car Ty et Ty sont

ol ol
M= iM= 1

P indépendantes)
_ i lxl (car Th — U([1,n])
 &n T on et To — U([1,n]))
R
TN T n

1
Dous Zp =+ B(1-1).
n

(%) : I'événement [Th = k] N [Z2 = 0] est réalisé si et seulement si :
x [T1 = k] est réalisé, c’est a dire qu’on a obtenu la boule numeérotée k lors du 1¢" tirage.

x et [Zo = 0] est réalisé, c’est a dire que le 2°™¢ tirage a amené un numéro qui a déja été tiré.
On a donc obtenu, lors de ce 2°™¢ tirage, la méme boule qu’au 1¢* tirage a savoir la la boule
numérotée k.

On en déduit : [Ty = k| N[Zy =0] = [Ty = k| N [Ty = k.

15



ECE2

16 Novembre 2021

Mathématiques (version A)

\.

Commentaire \

Comme 1'énoncé introduit des variables aléatoires pour cet exercice (plutdot que des
événements), on a ici privilégié I'introduction des v.a.r. T;. Cependant, la démonstration
s’effectue également en introduisant les événements B; ; :

B;; = «obtenir le numéro j au " tirage »

b) Soit k € N*. Calculer, pour tout j de [1, k], la valeur de Py, —; ( [Zr+1 = 1] )
1
En déduire : P([Zgy1 =1]) =1— EE(Yk).

Démonstration.

« Commencons par déterminer Yj(€2). Deux cas se présentent :

X

Dans ce cas, lors des k premiers tirages on obtient au maximum k numéros distincts.

Si k < n alors Yi(Q2) = [1, k].

sik > n.

Dans ce cas, lors des k premiers tirages on obtient au maximum n numéros distincts (on ne
peut obtenir plus de numéros distincts que de boules présentes dans l'urne).

Si k > n alors Yy(Q) = [1,n].

On déduit de cette étude : Y (Q) = [1, min(k,n)].

e Soit j € [1,k]. Deux cas se présentent :

X

si 7 > min(k,n), alors : [V} = j| = @.

(comme on a supposé j € [1,k], cela correspond au cas ot n < j < k)

Dans ce cas, la probabilité conditionnelle Py, —;([Zx4+1 = 1]) n'est pas définie.

Commentaire

Il est assez naturel de faire cette disjonction de cas si on a déterminé correctement
I’ensemble image dans la question précédente. Au vu de 1’énoncé, il semble que le
concepteur n’a pas pensé & ce cas. En conséquence, ne pas faire cette disjonction
n’a certainement pas été sanctionné dans le baréme officiel.

(comme on a supposé j € [1,k], cela correspond au cas ot j < n)

Si I’événement [Y3 = j] est réalisé, c’est que l'on a obtenu j numéros distincts lors des
k premiers tirages. Dans ce cas, 'événement [Z;,1 = 1] est réalisé si et seulement si le
(k 4 1)®™€ tirage améne un numéro qui n’a pas été obtenu précédemment. Autrement dit,
si 'on obtenu 'une des n — j boules non encore piochées lors des k premiers tirages.
Chaque boule étant piochée de maniére équiprobable :

n—j J
Pry=j)([Zks1 =1]) = ==

Vj S Hlamin(kan)ﬂv ]P)[Yk:j]([Zk—Q{ = 1]) = — %

16



ECE2 16 Novembre 2021
Mathématiques (version A)

o La famille ([Yx = j])jc[1,min(k,n)] forme un systéme complet d’événements (SCE).
Ainsi, d’aprés la formule des probabilités totales :

min(k,n)
P([Zk1=1]) = P([Yr = j] N [Zk+1 =1])
j=1
_ min(k,n) P((Y; = 1) Piys -1 ([ Zer = 1) (car : Vj € [1,k],
=1 =g\ h= P([Yx =j]) #0)
min(k,n) » j
- " e - (1-2)
j=1 n
min(k,n) . 1 min(k,n) . -
= P(Ve=J)—— X JP([Y=J))
i=1 nooj=l
- 11— l mi%’f’n) i P([V = 4]) (car ([Yy, = j])je[[l,min(k,n)]]
no = J k=1 est un SCE)
= 1- % E(Y) (par définition de l’espérance)

1
Finalement : Vk € N*, P([Z;41 =1]) = 1 — — E(Y})
n

O
k
¢) Soit k € N*. En remarquant que Y, = ) Z;, montrer :
j=1
1 k
P([Zrs1=1])=1—= Y P([Z;=1])
n j=1
Démonstration.
k
o Comme Y, = ) Z;, d’aprés la question précédente :
j=1
1 k
P(Zen=1) = 1-~E(% 7
n j=1
1 kK inéarité
— - iy Rz (gjar gmeamte de
n =1 lespérance)
« Or, par définition de I'espérance, pour tout j € [1,k] :
E(Zj) = OxPUz=T0]) + 1 x P([Z; =1]) = P([Z; =1])
1 k.
On en déduit : P([Zy+1 =1]) = 1—— > P([Z; =1)).
n j=1 O
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1 k-1
d) En déduire, pour tout k de N* : P([Z, =1]) = <1 - >
n
Démonstration.
1 k-1
Démontrons par récurrence : Vk € N*, P(k) ou P(k) : P([Zx =1]) = (1 - > :
n

» Initialisation :

D’une part, Z; est la v.a.r. constante égale a 1. En particulier, on a donc : P([Z;

= 1.

1\ 1t
D’autre part, : <1 — >
n

Dot P(1).
» Hérédité : soit & € N*.

(-2

1]) = 1.

k
Supposons : Vj € [1, k], P(j), et démontrons P(k + 1) (i.e. P([Zk+1 =1]) = (1 - i) )

P(Ze = 1) = 1-1 3 B(Z = 1)
1 k 1 j—1
- 1_5]21 <1_”>
1k71 1 J
T (1-2)
o, 11-(=4”
IR S
_ 1-(1-3"
_ 1_% 7
= 1—1+<1—i>k
D’ou P(k).

(d’apres la question
précédente)

(par hypotheses de
récurrence)

(carl—%;«él)

Par principe de récurrence : Yk € N*, P([Z, = 1])

e) Déterminer alors, pour tout k de N, I’espérance de Y.

Démonstration.

Soit k € N*.

o On rappelle qu’on a démontré en question 3.b) :

P2k =1]) =
donc  P([Zxy1=1]) -1
dot  —n(P([Zgy1 =1]) —

1
1 - - E(Y
- (Yz)

1)

2 E(V)

E(Y%)
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o On obtient, grace a la question précédente :

= {(12) ) <o ()

« De plus, d’aprés I'énoncé : Yy = 0. Donc : E(Yp) = 0.

E(Yy) =0 et Vk € N*, E(Y;) =n (1 - (1 - 1>k>

n

4. On note, pour tout k& de N, G, le polynome de R,,[X] défini par :

a) Déterminer les polynémes Gg, G1 et Gs.

Démonstration.
« Par définition de Gy :

Or Yj est la v.a.r. constante égale & 0. Donc :

P(Yo=0))=1 et VicN* P([Yo=i])=0

Go(X) = P(¥ = 0)) X0+M .

o Par définition de G :

On en déduit :

x Déterminons la loi de Y7.
En un seul tirage, on obtient obligatoirement un numéro (distinct). Donc Y7 (2) = {1}.

La v.a.r. Y7 est la v.a.r. constante égale a 1.

x En particulier :
P([Yi=1])=1 et VieN\{1l}, P([Y1=1])=0

x On en déduit :

G(X) = P(Vi=677 X" +P([y; = 1)) X1+W ~ X

Gi(X)=X
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o Par définition de G5 :
Gao(X) = X P([Y2 =1]) X

x Déterminons la loi de Y5.
En deux tirages, deux cas se présentent :

- soit on obtient le méme numéro aux deux tirages, c’est-a-dire [Yo = 1] est réaliseé,
- soit on obtient deux numéros distincts sur les deux tirages, c’est-a-dire [Ya = 2] est réalisé.
On en déduit : Y2(Q2) = {1,2}.

x L’événément [V = 1] est réalisé si et seulement si un seul numéro a été tiré lors des deux
premiers tirages. Autrement dit, le 2°™¢ tirage a amené le méme numéro que le premier.

Ainsi: Yo =1] = [Z, =0].

On en déduit, d’aprés la question 3.a) :
P(Ya=1] = P([Z2=0]) =

Comme la famille ([Y2 = 1], [Y2 = 2]) est un systéme complet d’événements :

Et donc, bien sir :
Vie N\ {1,2}, P([Ya=1i]) =0

x Finalement :

Go(X) = P(Ye—bT X7 +P([Vs = 1)) X' +B([¥z = 2]) X? +§W

= 1X+<1—1>X2
n n

1 1
GQ(X):nX+<1—n>X2

b) Montrer, pour tout k de N et tout ¢ de [0,n] :

P(Virn = i) = - P([¥i=i]) + (1 '

Démonstration.
Soit £ € N.

o Traitons tout d’abord le cas k = 0 qui améne & une étude particuliére.
En effet, rappelons que les v.a.r. Yj et Y7 sont constantes :

}/(]:0 et Y1:1

Soit i € [0,n]. Par définition des v.a.r. Yy et Y7 :

1 sii=0 0 sii=0
P([Yo=i)=¢ 0 sii=1 et P(Yp=i—1)=¢ 1 sii=1
0 siiel[2,n] 0 siiel[2n]
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On en déduit :

n

iIP’([Y():i])+<1—

1—1
n

et on retrouve bien la valeur de P([Y; =] ) puisque :

0 sii=0
P([Y1=i]) = ¢ 1 sii=1
0 siie[2,n]

) P(Yo=i—1]) = ¢ 1-

0 s
" siz=20
=g =1
n

0 sii e [2,n]

Finalement : Vi € [0,n], P([¥i = i]) = <1 - 7’#) P([Yo =i — 1)) + % P([Y; = i]).

« Considérons maintenant k € N* et i € [2,n].
(Les cas i = 0 et i = 1 sont un peu & part car améne & considérer un nombre négatif de
numéros distincts puisqu’alors i — 1 < 0. Ces cas sont traités en fin de question.)

L’événement [Yi41 = 4| est réalisé si et seulement si ¢ numéros distincts ont été tirés lors des
k + 1 premiers tirages. Cela résulte de deux cas :

x soit on a obtenu i numéros distincts lors des k premiers tirages et le tirage suivant (le
(k + 1)) a amené un numéro déja obtenu.

Autrement dit, événement : [Yy =] N [Zx41 = 0] est réalisé.

x soit on a obtenu ¢ — 1 numéros distincts lors des k premiers tirages et le tirage suivant (le
(k 4+ 1)°™€) a amené un nouveau numeéro.

Autrement dit, 'événement : [Yy =i — 1] N [Zr11 = 1] est réalisé.

On en déduit : [Yip1 =14 = (V=4 N [Zey1=0]) U (Ve =i—1] N [Zry1 =1]).

Par incompatibilité des événements :

P([Yyy1 =1]) =

P([Yi =i—1)N[Zg1 =1]) + P([Yr = 4] N [Zk+1 = 0])

P([Yy =i —1]) Pry—i—1) ([Zk1 = 1)) + P([Yy = i]) Ply,—y) ([Zk+1 = 0])

Cette derniére égalité est valide car P([Yy =i — 1]) # 0 et P([Yx = i]) # 0 puisque ¢ > 2.

Déterminons maintenant Py, —;_1] ([Zx+1 = 1]) et Ppy,—ij ((Ze+1 = 0]).

x Sil'événement [Y =i — 1] est réalisé, c’est que lors des k premiers tirages, on a tiré ¢ — 1
numeéros distincts. Dans ce cas, 'événement [Z; 11 = 1] est réalisé si et seulement si on pioche
I'un des n — (i — 1) numéros restants.

On en déduit : P[YkZifl} ([Zk+1 = 1]) =

n

n—(i—1) i—1

=1- .

n

x Si I'événement [Y) = 7] est réalisé, c’est que lors des k premiers tirages, on a tiré i numéros
distincts. Dans ce cas, I’événement [Z;11 = 0] est réalisé si et seulement si on pioche 1'un

de ces ¢ numéros.

On en déduit : Py, ;) ([Zx41 =0]) =

7
o
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Vk € N*, Vi € [2,

Finalement, on obtient bien :

nl, P((Yirs = i) = (1 i 1) P([Y =i~ 1)) + - P(%i = ).

Commentaire

P([Yit1 = 4])

et

\.

On pouvait aussi démontrer ce résultat en utilisant la formule des probabilités totales.

La famille ([Yx = j]) e[1,n] forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, d’aprés la formule des probabilités totales :

En effet, pour tout j ¢ {i — 1,3} : Yy =j| N [Yrs1 =1 = @.
Il suffit alors de remarquer :

S P([Yi = 4] N [Yess = 1))

_|_

[Yk:’i—l]ﬂ[Yk+1:i] = [Yk:i—l]ﬂ[zk+1:1]

Ye =] NV [Yiesr =] = [Yi =i N[Zp1 =0

« Il reste alors a traiter les cas ou k € N* et ¢ € {0, 1}.

x Si 4 =0, il suffit de remarquer :

[Yk+1 :0] =g et [Yk = —1] =g et [Yk —0] =
0-1 0
OH&bleHP([Yk+1:0]):0:<l—n) 0+E><0

On en déduit :

Vit =1] = [V =1] 0 [Yp1 = 1]

P(Yirr =1]) = P([Ye =10 Vi1 =1])
= P(Vh = 1N [Z41=0)
= P([Yx = 1]) P=1) ([Zk+1 = 0])
B B 1 (en raisonnant une nouvelle
= P(Yx=1)) n fois comme précédemment)
- (-5 pa= -+ L pm - 1)

1-1 1
Whe R, B(¥i = 1) = (1= 10 ) P =1- 1)+ & B = 1)
0
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¢) Montrer, pour tout k de N :

1
Gk-Jrl:E X(I—X) ?C—i-)(GY]C

Démonstration.
Soit k € N.
« Tout d’abord : G}.(X) = %P([Yk =i])i X" = 21 iP([Yy, = i]) XL,
1= 1=
o Ensuite, d’aprés la question précédente :
Gr1(X) = X P([Ypr =i]) X’
=0

- £ ((1-5) r—i- i+ Lp@= ) x

£ (1) P—i- ) X4 S LR X ()

=0 N

« Etudions la premiére somme de 1’égalité (*).

> (1i_1> P([V; = i — 1]) X

=0 n
-y (1—i1) P([V; = i — 1]) X (car [V, = —1]
i=1 n
= b5l <1 — z) P([Y; =1]) X*! (par décalage d’indice)
i=0 n
_ ”_: P([Yy = i]) X+ % ”j: i (Vi = i]) X1
= X n_ol P([Vy =1i]) X' — % nz_jll i P([Yr =1d]) X't (car 0 P([Yy =0]) X! =0)
— X(Gu(X) — B([Yy = n]) X") — % X2 n;l i B[V = 4]) X1

— X GuX) - % X2 G (X)

« Etudions la seconde somme de 1'égalité (*).

iﬁmm:mwzzi§WWFmXimMMM—wX—W
— ixém([yk:z'])xi = %XGQ(X)

En reprenant (x), on obtient :

Grn(X) = X Gu(X) — % X2 G (X) +% X GL(X) = X Gyp(X) +% X(1 = X)G,(X).
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d) En déduire, pour tout k de N : Gy, = ©*(Go).

Démonstration.
Démontrons par récurrence : Yk € N, P(k)  ou  P(k) : G = ¢"(Go).
» Initialisation :
Comme ¢" = idg, on a : ¢*(Gy) = Go.
D’ou P(0).
» Hérédité : soit k € N.
Supposons P(k) et démontrons P(k + 1) (i.e. Gry1 = ¢*H(Go)).

1 y (d’apres la question
Crr(X) = n X(1-X)@ ( )+ X Gu(X) précédente)

= (80 ) (par définition de @)

_ %e (par hypothése de

N (Qp(gp ) (X) récurrence)

— (¢k+1 ) )

Dot P(k + 1).

Par principe de récurrence : Yk € N, G, = ¢*(Gy).

5. a) Pour tout k de N, calculer G(1) et G).(1).

Démonstration.
Soit k € N.
o Par définition de Gy :
Gr(l) = Y P([Yr=i]) 1" = > P([Yy =i])
=0 =0

Or la famille ([Y = i]);c[o,n] est un systéme complet d’événements, donc : Z P([Yy,=1]) =1

Ainsi : Gi(1) =

o Par définition de G}, :

Gh(1) = gzwmzmv - %iﬂ”(m:z]) ~ E(%)
Gi(1) = E(Y;) .
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1
b) En déduire, pour tout k de N : E(Yj41) = <1 - n) E(Y:) + 1.

Démonstration.

Soit k € N.
« Tout d’abord, d’aprés la question précédente : E(Yiy1) = G (1).
o Or, d’aprés la question 4.c¢) :

Grir(X) = ~ X(1 - X) GL(X) + X Gp(X)

n

On en déduit :

(X)) = (1= X) GUX) + X (= Gy(X) + (1= X)GLX))) + Ga(X) + X G4(X)
= (- 2X)GL(X) + - (1= X)GLX) + Gel(X) + X Ch(X)

Ainsi :

E(Virr) = Ghoy(X)
= (-G + = AT + Go(1) +1 Gy()
_ <1 _ i) GL(1) + Gi(1) = (1 _ i) E(Yi) + 1 (d'apres 5.a))

E(Yi,,) = (1 - ;) E(Y;) + 1

¢) Retrouver alors, pour tout k£ de N, 'expression de E(Y}) obtenue en question 6.e).

Démonstration.

« Pour tout k& € N, on note u, = E(Y%).
Alors, d’apreés la question précédente :

1
Vk € N, uk+1:<1—> up, + 1
n

La suite (ug)gen+ est donc arithmético-géométrique.

« L’équation de point fixe associée a la suite (ug) est :

1
x:<1—>x+1
n

Elle admet pour unique solution : A = n.

1

e On écrit : Uptl = <1—> X ur + 1 (L)
n
1

A= <1> X A+ 1 (L)
n
1

et donc  upi — A = (1_n> X (ug—A)  (L1)—(L2)

Notons alors (vg) la suite de terme général vy = ug — A.
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« La suite (vg) est géométrique de raison 1 — —.
n
Ainsi, pour tout k € N :

« Enfin:uy = E(Yy) = 0.

k k
On en déduit : Vk € N, E(Yy) = —n (1—1) +n:n<1—<1—1> >

n n O
6. On rappelle que les polyndémes Py, ..., P, sont définis & la question 5. par :
pour tout j de [0,n], Pj = XJ(1— X)"™J
n n
a) Calculer ) ()P]
j=0 \J
Démonstration.
On calcule :
n n n n ) )
< >PJ(X) = > ( .)X](l — X)"7 (par définition de P;)
§=0 \J j=0 \J
_ B n (par formule du binome
= (X+(1-X) de Newton)
=1
no/n
> (1)re =1 .
=0 \J

b) Montrer, pour tout j de [0,n] :

i=j Z_j
Démonstration.
On calcule :
S =0\ viei vi =3\, Kt (avec le changement
Ej<i—j>( )Xt = =\ k (D" X d’indice k =i — j)

(par formule du binome
de Newton)
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n—7j

> (—1)—i X

i—j

P(X)
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¢) En déduire, pour tout k de N :

" (Go) =

Démonstration.

(Zo @ (?__ j) (i)k <—1>”> xi

« Tout d’abord, d’apreés la question 6.a) :

Go(X) =1 = )

5 ()re

J

« Soit k € N. Comme ¢ est une application linéaire, il en est de méme de ¢*. Ainsi :

o De plus, d’aprés la question 2.a) : Vj € [0,n], p(P;) =

o) = 3 (%)t

P;.

3 [=.

On en déduit, par récurrence immédiate :

On en déduit :

wewn o= (1) b

e = 5 (1) (1) »

o Enfin, d’aprés la question précédente :

D’ou :
(¢*(Go))(X)

On en deduit : Yk € N, (9*(Go))(X) = 3 (Z <”> (” - j) <J'>k (1)z‘—j> i
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d) Montrer finalement, pour tout k£ de N et pour tout i de [0,n] :

i () Qo ()

Démonstration.
Soit £ € N.

o D’aprés la question 4.d) :
G = ¢"(Go)

; . N\ k . .
- _ i = S\ (n—=3\(J  viej ;  (d’apres la question
g%) P =) X 1,;) (Q;) (]) (z —j) <n> (=1) > X précédente)

e Or la famille (Qo, @1, ..., Qn) est une base de R, [X].
(on rappelle : ¥i € [0,n], Q;(X) = X*)
Donc la décomposition du polyndéme Gy, sur cette base est unique.
En particulier, pour tout i € [0,n] :

e = £ ()20 () o

« Montrons alors maintenant, pour tout (¢, 7) € [0,n] tel que j < :
6)G5) - (00
J)\t—J 1) \J
x D’une part :

<n> (n— j) _ ol (77 n!

i) \i—j

Ao = =D =G=7) ~ A=

x D’autre part :

@ (ZL) B j!(v:%—jﬂ ﬂ(nm—z')! B j!(z’—j?!!m—z‘)!

Ainsi, pour tout (z,7) € [0,n] tel que j < : <n> (n B j) = (n) (Z)
J t=17 ? J

e On en déduit :
-0 = S0 G o - Q0 6) -

Vk e N, Vi e [0,n], P([Vy = i]) = <”> Z (Z>
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Commentaire \

La relation sur les coefficients binomiaux peut aussi se faire par dénombrement.

Pour ce faire, on considére un ensemble F & n éléments.

(on peut penser a une piéce qui contient n individus)

On souhaite alors construire une partie P a i éléments de cet ensemble contenant j
éléments distingués (on peut penser a choisir dans la piéce un groupe de i individus
dans lequel figurent j représentants de ces individus).

Pour ce faire, on peut procéder de deux maniéres :

1) On choisit d’abord la partie a ¢ éléments de E : (?) possibilités.

On distingue ensuite j éléments de cet ensemble P : (;) possibilités.
(on choisit d’abord les i individus et on élit ensuite j représentants de ces individus)
;) (') maniéres de construire P.

Ainsi, il y a (
2) On choisit d’abord, dans F, les j éléments & distinguer : (’;) possibilités.

On choisit ensuite ¢ —j éléments dans E, pour former P, en y ajoutant les j éléments

précédents : (?:jj ) possibilités.

(on choisit d’abord les j représentants puis on leur adjoint un groupe de i — j indi-

vidus)
Ainsi, il y a (?) (ZL:JJ ) maniéres de construire P.
On retrouve ainsi le résultat. U

Exercice 3 (ESCP 2003)

Soient a et b deux entiers naturels non nuls et s leur somme.
Une urne contient initialement a boules noires et b boules blanches indiscernables au toucher.
On effectue dans cette urne une suite infinie de tirages au hasard d’une boule selon le protocole suivant :

x si la boule tirée est blanche, elle est remise dans 'urne,

x si la boule tirée est noire, elle est remplacée dans I'urne par une boule blanche prise dans une réserve
annexe.

Avant chaque tirage, I'urne contient donc toujours s boules.
On désigne par (2, 4,P) un espace probabilisé qui modélise cette expérience et, pour tout entier
naturel n non nul, on note :

x B, I'événement « la n®™€ boule tirée est blanche » ;

x X, la variable aléatoire désignant le nombre de boules blanches tirées au cours des n premiers
tirages ;

x Uy 'espérance de la variable aléatoire X,,, ¢’est-a-dire u,, = E(X,,).
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1. Etude d’un ensemble de suites

Soit A I'ensemble des suites (zy,)n,>1 de réels qui vérifient :
VneN* szppi=(s—1)ax,+b+n

a) Soit « et  deux réels et (vy,)n>1 la suite définie par : Vn € N*, v, = an + (.
Déterminer en fonction de b et de s les valeurs de « et 8 pour que la suite (v,),>1 appartienne

a A.
Démonstration.
« Supposons que (v,) € A. Alors :
VYn e N svpp1=(s—1Dv, +b+n

Soit n € N*. On obtient :
Stpy1 = (s— Do, +b+n
s(a(n+1)+p8)=(s—1)(an+p)+n+bd
sin+Da+sp=n(s—1)a+(s—1)+n+b

(s(n+1)—n(s—1)a+(s—(5—1))B=n+b

S

(sm+s—ns+n)a+=n+b
& (s+n)a+B=n+b
En particulier, pour n = 1 et n = 2, on obtient :
{(s+1)a + B = 1+b bbb (s+Da + B = 1+b
(s+2)a + B = 240D Q — 1

Ly Ly —(s+ 1)Ly 5 = b—3s
«

Donc:Vn e N*, v, =n+b—s.

« Vérifions maintenant que la suite (vy,) définie par :
VneN*, v,=n+b—s

appartient bien & A.
Soit n € N*.

x D’une part :
SUpp1 = s(n+1)+b—s = sn+s+sb—s°

x D’autre part :
(s—Duvp,+b+n = (s—1)(n+b—s)+b+n
= sn—w+bs—Bb—s>+s+B+nm
= sn+bs—s>+s

On a bien, pour tout n € N* : sv,41 = (s — 1)v, + b+ n.

La suite (v,,) appartient a A si et seulement si« =1 et §=0— s.
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b) Soit (xy)n>1 une suite appartenant a A, (v,)n>1 la suite déterminée & la question précédente et

(Yn)n>1 la suite définie par : Vn € N*| y,, = x,, — vy,

Montrer que la suite (y,)n>1 est une suite géométrique et expliciter, pour tout entier naturel n

non nul, y, puis x, en fonction de z1, b, s et n.

Démonstration.
e Soit n € N*.
Yn+1 = Tp4+1 — Un+1
1 1
= g((s —1)zn + bA4T7) — B ((s — 1)y + bA+7)
s—1
= S (Tn — vn)
s—1
= Yn
s

s—1
p

La suite (yy) est donc géométrique de raison

s—1 n—1
Yn = ( ) U1
S

Or:yp = z1—v1 = 21— (L+b—23).

e Soit n € N*. On en déduit :

s—1
s

n—1
Ainsi:VneN*,yn—< > (x1 —1—b+s).

e De plus : Vn € N*, x,, = yn, + Un.

s—1
s

n—1
Finalement:VneN*,:rn:< > (x1—1—=b+s)+n+b—s.

2. Expression de la probabilité P(B,;1) a ’aide de u,

a) Donner, en fonction de b et de s, les valeurs respectives de P(Bj) et du nombre u;.

Démonstration.

o Lors du premier tirage, on pioche parmi les s boules disponibles, dont b blanches.

Chaque issue est équiprobable.

Ainsi : P(By) = é
s

« Tout d’abord : X1(Q) = {0,1}.
En effet, au premier tirage, seules deux issues sont possibles :
x on pioche une boule blanche, c’est-a-dire [X; = 1] est réalisé,
x on pioche une boule noire, c’est-a-dire [X; = 0] est réalisé.

De plus : P([X; =1]) = P(B;) = g

S S

b b
On en déduit : X7 — B <> Donc : u; = E(X;) = -.
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b+1—uy

b) Calculer la probabilité P(Bs) et vérifier 'égalité : P(By) =
s

Démonstration.
La famille (Bj, B;) forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, d’aprés la formule des probabilités totales :

P(B;) = P(BiNB;)+P (BN B)
= P(B1)Pg (B2) +P(B) P5(B2) (carP(By) #0 et P (B1) #0)

Déterminons Pp, (Bz) et Pg-(B2).

o Si I'événement B est réalisé, c’est qu'on a pioché une boule blanche au premier tirage. Elle
est remise dans 1'urne.
Dans ce cas, I’événement By est réalisé si et seulement si on a pioché une boule blanche au
2¢me tirage dans 1'urne contenant toujours a boules noires et b boules blanches. Ainsi :

b
]P)Bl (BQ) = ;

o Sil’événement B est réalisé, c’est qu’on a pioché une boule noire au premier tirage. Elle est
remplacée par une boule blanche dans I'urne.
Dans ce cas, 'événement Bj est réalisé si et seulement si on a pioché une boule blanche au
2¢me tirage dans 1'urne contenant alors a — 1 boules noires et b 4+ 1 boules blanches. Ainsi :
b+1
s

o= e () ()

P5(Bs) =

On obtient :

»

1 [/b? b
)
s\ s s
1 b+1-1°
= <;)Z+b_;)2/+1_b)z+s
s \/s S s S
b h+1—
Or u; = — d’aprés la question précédente, donc : P(Bg) = u 0
S S
¢) Soit n un entier naturel vérifiant 1 < n < a.
b —k b —
Montrer : Vk € [0,n], Pix,—x (Bn+1) = Nl g, déduire l'égalité : P(Byp41) = ptn T tn,
S s

Démonstration.

« Notons tout d’abord qu’en n tirages, on peut piocher de 0 & n boules blanches.
On en déduit : X,(Q2) = [0, n].

« Soit k € [0,n].
Si l’événement [X,, = k] est réalisé c’est qu’on a tiré k boules blanches au cours des n premiers
tirages. On a donc également tiré (n — k) boules noires que 'on a toutes remplacées par des
boules blanches.
Dans ce cas, ’événément B, est réalisé si et seulement si on a tiré une boule blanche lors
du (n + 1)°™¢ tirage dans une urne qui contient alors a — (n — k) boules noires et b+ (n — k)
boules blanches (ce qui est possible car n < a).

b+n—k
—

Ainsi : Vk € [0,n], Pix,—p(Bn+1) =
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o La famille ([X;, = k])ie[o,n] est un systéme complet d’événements.
Ainsi, d’aprés la formule des probabilités totales :

n

P(Bnt1) = > P([Xn =k|[NBnt1)

k=0
= kz P([Xn = k]) Prx, =k (Bnt1) (car P([Xn = k]) # 0)
=0
n b —k
= > P(X,=k]) % (d’apres le point précédent)
k=0
nob+n 12
= > P([Xy =k]) — = > kP([X, = k])
k=0 S § k=0
b+n & 1 i .
= > P(X, =k]) — B E(X,) (par définition de l’espérance)
k=0
_ b+n 1 (car ([Xn = k])kefon) €st un
N x1=2 E(Xn) systeme complet d’événements)
b 1
_ vrn 2 Un (par définition de uy,)
s s
bt n—uy,
B s
b+n—uy
P(Bn+1) - s 0

d) Soit n un entier naturel vérifiant n > a.
Si k€ [0,n—a—1], quel est 'événement [X,, = k] ?
b —k
Sik € [n — a,n], justifier I'égalité : Pix, 4 (Bnt1) = oAk
s

b+n—uy

Montrer enfin que l'égalité : P(B,41) = est encore vérifiée.

Démonstration.

e Si k € ]0,n—a— 1], alors 'événement [X,, = k] est réalisé si et seulement si on a pioché k
boules blanches lors des n premiers tirages. Cela signifie que 'on a pioché n — k boules noires.

Or :
0<kg<n—-a-1<<0=2-k>2-n+a+l1l & n>2n—-k>2nwv—-—-nmw+a+l

L’urne contient initialement a boules noires, il est donc impossible d’en pioché plus de a + 1.

On en déduit : Vk € [0,n —a — 1], [X,, = k] = @.

e Siken—a,n].
Si I’événement [X,, = k| est réalisé, alors on a tiré k boules blanches au cours des n premiers
tirages. On a donc également tiré (n — k) boules noires que 'on a toutes remplacées par des
boules blanches. A la fin du n®™ tirage, I'urne contient donc a — (n — k) boules noires et
b+ (n — k) boules blanches. Ce qui est possible car :

n—a<k<n & n+az2-k>-n< wv-—-nwt+taz2n—-k=0

b+n—k
—

On en déduit : Vk € [n — a,n], Pix,—x(Bnt1) =
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« Comme, pour tout k € [0,n —a — 1], [X,, = k] = &, on en déduit : X(Q) = [n — a,n].
Donc la famille ([X;, = k])ke[n—a,n] forme un systéme complet d’événements.

Ainsi, en appliquant la formule des probabilités totales sur ce systéme complet
d’événements et avec les mémes arguments qu’en question précédente, on obtient :

b+n—u,
P(Bu1) = —— 0

3. Calcul des nombres u, et P(B,)
a) Soit n un entier naturel non nul. établir, pour tout entier k de l'intervalle [n + 1 — a, n| 'égalité :

P([Xus1 =K]) = " E p([x, =) +

S

b+n—-k+1
s

P([X,=k—1])
Veérifier cette égalité pour k =n+ 1, k =n — a et pour tout k € [1,n —a — 1].

Démonstration.

e Soit k € [n+1—a,n].
La famille (B, 41, Bp41) est un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

P([Xp1 =k]) = P([Xnp1 =k N Bpy1) + P([Xni1 = k] N Bpya)

e Or:

x tout d’abord :
[Xn-i-l = k] NBpt1 = [Xn =k-— 1] N Bpt1

x de plus :
[Xn+1 - k] N BTL—|—1 - [Xn == k’] N Bn+1

e On en déduit :
P([Xyq1 = K])

= P([Xn=k—1]NByt1) +P([X,, = k] N Bpj1)

(car (k—1,k) € (X (Q))2

= P([Xn =k — 1)) Prx,—k—1](Bnt1) + P([Xn = k]) Pix, =k (Bnt1) avec Xo(Q) = [ — a.n])

= B =k 1) L R, = ) (1 B, g (Basr)) (@apres 2.4))
_ P(X, =k —1)) w +P([X, = H]) (1 _ b+”£‘"”> (dapres 2.d))
_ MP([Xn:k—l])+P([Xn:k])W (cara=s—b)

On en déduit, pour tout k € [n —a,n] :

P(Xnst =) = 22 E iy, — 1)+ S (i, = g,

S S
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e« Cask=n+1.

x D’une part, 'événement [ X, 1 = n + 1] est réalisé si et seulement si on a tiré que des boules
blanches. Donc :
[(Xnt1=n+1] = [X, =n|N Bp1

Donc :
P((Xnt1=n+1]) = P(Xn=n]NBp1) = P([Xn =n]) Plx,—n)(Bn+1)

— P([X, =n)) b*”%” (Lapres 2.d))

= 2 B(Xa =)

x D’autre part, comme [X, =n+1] =@ :

a—n+(n+1) W+b+%_(%+l)+l

S S S

L’égalité est toujours vérifiée pour k =n + 1.

x D’une part, on a toujours :
P([Xp41=n—a]) = P((X,=n—a—1]NBy1) +P([X, =n—a] N Bpi1)

Or :
[Xn:n—a—l]ﬂBn_H = @mBn+1 = g
On en déduit :

P([Xp+1=n—a]) = P([Xp=n—a]NByi1)

= P([Xn=n—da]) Px,=n—a)(Bn+1)
= P([X, =n—al) (1 - P[ann—a}(3n+1))

— P([X,=n—a]) <1— b+n_8("_a)>

_ (1—““’) P([X, = n — a])

S

= -1 P([X,=n—a]) =0

x D’autre part :

a—n+(n—a)

) g, = PO

b+a+1
- X
S

P([X,=n—a—1])
= O0xP(X,=n—a])+ 0=0

ou l'avant-derniére égalité est vérifiée car [X,, =n —a — 1] = @.

L’égalité est toujours vérifiée pour k =n — a.
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« Caske[ln—a-1]
x D’une part, I’événement [X, ;1 = k| est réalisé¢ si et seulement si on a pioché k boules
blanches lors des (n+ 1) premiers tirages. Cela signifie que 1’on a pioché n — k boules noires.

Or :
1<k<n—-a-1<« -12-k>-n+a+1 & n—-12n—-k>2n—-n+a+1
L’urne contient initialement a boules noires, il est donc impossible d’en pioché plus de a+ 1.
On en déduit : Vk € [1,n —a — 1], [Xp4+1 = k] = @. Donc :
P([Xnt1=k]) = 0
x D’autre part, comme d’aprés 2.d) [X,, = k]| =D et [X,,=k—1]=2,0ona:
b+n—k+1

MW—F—P =n]) = 0

S S

L’égalité est veérifiée pour k € [1,n —a — 1]. =

b) Calculer, pour tout entier naturel n non nul, u,4; en fonction de u, et de n.
En déduire que la suite (u,)n>1 appartient a 'ensemble A étudié dans la question ?7.

Démonstration.
Soit n € N*.

« Par définition de up4+1 = E(Xp41) ¢

Un+1
n+1 n+1
= > kP([Xpi1 =k]) = > kP([Xyq1 = K])
k=0 k=1
Yy (b”;k“ P([X, =k — 1)) + @ P([X, — k})) (Laprés 3.a))
k=1
= SR R, ke a4 S RO R, =)
= i (k+1) W P([X, =k]) + nil [ Z Tk P([X,, = k]) (par décalage d’indice)
k=0
R T R x> PR e, = )
k=0 s k=0 S
+oY RIT R x4 (D T B(X = 0t 1))
k=1 s S
— kT T R ek, i+ 3 SR i, = )
k=0 § k=0 5
+oY RITTR pix, = ) (car X = n+1] = o)
k=0 S
= SR (M T R, = )+ ()
En effet, d’aprés les questions 2.c) et 2.d) :
n btn—k
B(Bur1) = 5 " B([X, = K])
k=0 S
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On en déduit :
wnr = 3k p(x, — K+ 2T (apres 2.4))
k=0 § S
n b — Up,
= Y kS B(Xy = K)o
k=0 S S
=S R P([X, = k)4 e
k=0 $
~ E(X,) 4 LEn T
s
b+n—u,
= un —|— —_—mmmm
s
-1 b
Vn € N* upy1 = i Unp, o
s s
e Soit n € N*,

En multipliant par s I’'égalité précédente, on obtient :

Stupt1 = (s—Dup+b+n

La suite (up)n>1 appartient a A.

¢) Donner, pour tout entier n € N*, les valeurs de u,, et de P(B,,+1) en fonction de b, s et n.

Démonstration.

o Soit n € N*. D’aprés la question 1.b) :

-1 n—1
Up = (88 > (up —1—b+s)+n+b—s

D’aprés?.a):VnEN*,un:<Ss ) (S—l—b+s>+n+b—s.

o Soit n € N*. D’aprés les questions 2.c¢) et 2.d) :

b+n—u,
P(Bny1) = s
1 1 n—1 ) s
= b+ (2 (uu—1—b+s)+n+b—s (d.apres,le,
S S point précédent)

1 -1 n—1
= —<S > (b—l—b+s>+1
S S S
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d) Quelles sont les limites des suites (un)n>1 et (P(Bp)), -, ?

n=1
Démonstration.
. s—1\""" . . ) s—1 —
o La suite est une suite géométrique de raison avec < 1.
5 neN* 5
Donc :
s—1 n—1
lim ( > =0
n—-+o0o S
e Deplus lim n+b—s=-4o0.
n——+0o
On en déduit : lim wu, = +oo.
n——+00
« Enfin : . )
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