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DS5 (version B) /177

Exercice /50

e Si k est un entier naturel non nul, alors pour tout endomorphisme f d’un R-espace vectoriel F :
x on note f¥ = fo fo---o f (oit 'endomorphisme f apparait k fois dans cette composition),
x on pose fO =idg, ot idg est 'endomorphisme identité de FE.

e On dit que 'endomorphisme f est nilpotent d’indice k& (k € N*) si :
£5 =09 et V£ 0g(m)

« Enfin, on note I5 la matrice identité de .#>(R) et on dit qu'une matrice A de .#5(R) est nilpotente
d’indice k (k € N*) si :
AF = 0{//2(1[@) et Ak + 01///2(1[{)

(avec la convention A° = I).

Partie 1 /14

Soit A = (Z Z) une matrice non nulle de .#5(R).

1. Calculer A2 — (a + d) A en fonction de Is.

2
.12 (a*+bc ab+bd
-1lpt: 4 _<ac+cd be + d?

-1pt: A2 —(a+d)A = —(ad —bc)ly
2. On suppose dans cette question que A est nilpotente d’indice k.
a) Etablir I'égalité : ad — be = 0.

-1pt:ad—bc=0 < A non inversible

- 2 pts : A non inversible par ’absurde
b) Montrer que k est supérieur ou égal a 2.
-1pt: A#0
c) En déduire alors : a +d = 0.
-1pt:A2—(a+d)A=0
-2pts:a+d=0
3. Conclure : A nilpotente < A% = 0.

- 2 pts: (=)
- 2 pts : (<) (dont 1 pour rappeler A # 0)
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Partie 2

Dans cette partie, f désigne un endomorphisme non nul d’un R-espace vectoriel £ de dimension 2.
4. a) Montrer que, si Ker(f) = Im(f), alors on a : f2=0.
- 2 pts (1 pt pour fixer un = € E et calculer f2(z) = f(f(x)))
b) On suppose que f2 = 0. Montrer : Im(f) C Ker(f). Etablir alors que rg(f) = 1 puis conclure :
Ker(f) = Im(f).
- 2 pts : Im(f) C Ker(f)
- 1 pt : dim(Im(f)) < dim(Ker(f))
- 1 pt : théoréme du rang
- 1 pt : dim(Ker(f)) # 2 par ’absurde
- 1 pt : Ker(f) = Im(f) (inclusion et égalité des dimensions)
¢) En déduire, a l'aide de la Partie 1, I'équivalence : f est nilpotent < Ker(f) = Im(f).
- 1 pt : f nilpotent < f2 =0 (Partie I)
- 1 pt : d’aprés 4.a) Ker(f) =Im(f) = f2=0
- 1 pt : d’aprés 4.b) f2 =0 = Ker(f) = Im(f)
On suppose dans toute la suite que f est nilpotent d’indice 2 et on en étudie quelques propriétés.
5. a) L’endomorphisme f est-il bijectif?
- 2 pts : peu importe la méthode
x soit par I’absurde
x soit 1 pt pour : Ker(f) = Im(f) et rg(f) = 1 d’aprés 4.b) et 1 pt pour : Ker(f) # {0g}
donc f non injectif donc f non bijectif
b) Déterminer les valeurs propres possibles de f. En déduire Sp(f).
-1pt: f2= 0y (p) donc P(X) = X? est un polynéme annulateur de f
- 1 pt : 0 est 'unique valeur propre possible de f
- 1 pt : f n’est pas bijectif donc 0 est une valeur propre de f : Sp(f) = {0}.
¢) L’endomorphisme f est-il diagonalisable 7

- 1 pt : démarrage raisonnement par 1’absurde et écriture de la définition de f
diagonalisable (ou A diagonalisable avec A une matrice représentative de f)

- 1 pt : 0 est I'unique valeur propre possible de f donc la matrice D diagonale et
semblable 4 A est nulle

- 1 pt : f est ’endomorphisme nul. C’est absurde.

6. Montrer qu'il existe une base (e}, €5) de E telle que : Mat(y o) (f) = <8 (1)>

- 1 pt : il existe u € E tel que f(u) #0
2 pts : B =(f(u),u) libre
1 pt: (f(u),u) base de E

1 pt : Matg(f) = (8 (1)>

7. On souhaite montrer par ’absurde qu’il est impossible de trouver deux endomorphismes u et v de
FE, nilpotents et tels que f = v ov. On suppose donc que ces deux endomorphismes existent.
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a) Montrer les inclusions : Im(f) C Im(u) et Ker(v) C Ker(f).
- 2 pts : Im(f) C Im(u)
- 2 pts : Ker(v) C Ker(f)
b) En déduire les égalités : Im(f) = Im(u) et Ker(v) = Ker(f).
-1pt: f, u et v non nulles
- 1 pt : de plus f, u, v nilpotentes donc rg(f) = rg(u) =rg(v) = 1 d’aprés 4.b)
- 1 pt : Im(f) = Im(u) (inclusion et égalité des dimensions)
- 1 pt : dim(Ker(f)) = dim(Ker(u)) = dim(Ker(v)) puis Ker(v) = Ker(f) (inclusion et
égalité des dimensions)
¢) En déduire 'égalité : Ker(u) = Im(v).
- 1 pt : rappeler f nilpotent < Ker(f) = Im(f)
- 1 pt : rappeler u (resp. v) nilpotent < u? =0
- 1 pt : appliquer 4.b) a u (resp. v)
- 1 pt : conclusion

d) Conclure.

- 1pt: f=0, ce qui est absurde

Probléme /127

« Dans tout le probléme, N désigne un entier supérieur ou égal a 1.

o On note E(X) et V(X) respectivement, l'espérance et la variance lorsqu’elles exsitent, de toute
variable aléatoire réelle X définie sur un espace probabilisé.

o Soit (U,)n>1 une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (€2, o7, P), mutuelle-
ment indépendantes et de méme loi uniforme discréte sur [1, N].

o On pose, pour tout n de N* : T, = max (Ul,Ug, .. .,Un) et Z, = min (Ul,Ug, .. .,Un).
On admet que T), et Z,, sont deux variables aléatoires définies sur (€2, .o, P). Ainsi, pour tout w € Q :

T, (w) = max (Ul(w),Ug(w), N .,Un(w)) et Zy(w) = min (Ul(w),Ug(w), N .,Un(w)>
N-1 k n
) (> siN > 2
« On pose, pour tout n de N* : d,(N) = ¢ k=1 N
0 siN =1

Préliminaires : fourre-tout (définitions et propriétés)

Soit Y une variable aléatoire définie sur (€2, o7, P), a valeurs dans [1, N].

1. Etablir les deux relations suivantes :

N-1 N-1
E(Y) = kgﬁ P([Y >k]) et E(Y? = kgo 2k +1) P([Y > k] )

« 1 pt : Y admet une espérance et un moment d’ordre 2 car v.a.r. finie
elpt:[Y>k—-1]=[Y =FkU[Y >Ek] (Y a valeurs entiéres)
e 1 pt:P(Y =F])=P(Y >k—1]) —P([Y > k]) (par incompaatibilité)
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o 1 pt : télescopage
elpt:[Y >N|=

« 1 pt : reste calcul pour E(Y)
« 3 pts : calcul de E(Y?)

2. Si B € & est un événement de probabilité non nulle, on appelle espérance conditionnelle de Y
sachant I’événement B, le réel défini par :

(c’est la formule de lespérance dans
laquelle P a été remplacé par Pp)

Ep(Y) = 5 kPs([Y =)

k=1

Soit m € N* et (A;)ie[1,m] un systéme complet d’événements. Démontrer la formule de ’espé-
rance totale :

ot

ﬁ
Il
—

E(Y) = 3 P(A) x E4,(Y)

. 1pt:E(Y):k]§ijlkP([Y:k])

« 1 pt : FPT sur le systéme complet d’événements (4;);c[i,m]

( )=£ (%)

Pa, (Y =k])

.lpt:

olpt:

'MS ||M2

s
Il
—

3. Pour tout C' € &7, on appelle variable aléatoire indicatrice de ’événement C et on note l¢ la
variable aléatoire définie sur (2, o7, P) par :

1 siweC
]lc(w>= ) ¢C
Sl w

a) Soit C € of. Déterminer la loi de 1.. En particulier, donner I'espérance de 1.

e« 1 pt: 1o — B(P(C))
« 1 pt: E(leg)=PO)
b) Soit (C,D) € o/ x /. Démontrer :
(t) 1cnp = 1¢ x1p.
e 2 pts
(i) 1o +15 = 1.

e 2 pts

Partie I. Min et Max

4. Rappeler, sans démonstration, les valeurs respectives de E(Uy) et de V(Uy).

N+1
. 1pt:IE(U1):T+
N2 -1
° 1 t . —
pt : V(Uy) D
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5. a) Calculer, pour tout k de [1, N], P( [T, < k]).

b) Exprimer E(7T,) en fonction de N et de d,,(IN). En déduire la valeur de

e 1 pt: [T, <K

o 1 pt : indépendance de Uy, ..

n

=N [Ui <k

=1

k n
e 1lpt:P Tn < k)= |—=
ot : BT <) = )
b) En déduire la loi de probabilité de T,.
Tn() C [1, N]

. 1pt:
° 1pt:
. 1pt:

. 2 pts : P([T, = &]) = (;)n <

6. a) Montrer que la suite (d,,(IN))n>1 est convergente et calculer sa limite.

e 1 pt:Vkel[l,N—1], (;)

olptZ

[Tn < K]

*9

évéments incompatibles

lim dn,(N)=0

n——+oo

- 1 pt : utilisation qgst 1.
-1pt:E(T, =N—d,(N)
lim E(T7,) =N

-1pt:

n—-+o0o

k—1

Un

N

— 0
n—-+o00

[T, = k] U [T, < k—1] (car T, a valeurs entiéres)

> (distinction k=1 et k > 2)

lim E(7,).

n——+00

¢) Etablir la formule suivante : V(T},) = (2N — 1) d,(N) — 2N dpy1(N) — d2(N).
En déduire la valeur de Er+n V(T,,).

d)

1 pt : utilisation gst 1. pour E(T?)
2 pts : E(T?) = N2 = 2N d,,11(N) — dn(N)
1 pt : formule de Koenig-Huygens

1 pt : V() = (2N = 1)da(N) = 2N dus1 (N) — d2(N)

1 pt: ngrfoo V(T,) =0

Montrer que si N > 2, on a: lim

En déduire que l'on a : V(T;,) ~

1 pt:

1 pt:

1pt:

1 pt:

1 pt:

n—-+oo

() =

dp(NN).

(

k

N -1

v
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7. Déterminer la loi de Z,,. Calculer E(Z,,) et V(Z,).
e« 1 pt: Z,(Q)C[L,N]
e 1pt:[Z, >kl = [Ui>Kk

« 1 pt:P([Z,>Fk|)=

e« 1 pt:P([Z,=k|) =P(Z,>k—1]) —P([Z, > k])
o1 pt:JP’([Zn:k:]):<

e 2 pts : E(Z,) = dn(N)+ 1 (utilisation de 1. et changement d’indice j = N — k)
e 2 pts : E(Z2) = (2N — 1)d,(N) — 1 — 2Nd,,41(N)
e 1 pt:V(Z,) = (2N +1)d,(N) — 2Ndp41(N) — d?

n

(V)

8. On rappelle que la commande grand(1, 1, 'uin', a, b) permet de simuler une variable aléatoire
suivant la loi uniforme sur [a,b]. Ecrire une fonction Scilab d’en-téte function T = simulmax(n)
qui simule la variable aléatoire T,.

« 5 pts

function T = simulmax(n)

1

2 U = zeros(1,n)

3 for i = 1:n

4 U(i) = grand(1,1,'uin',1,N)
5 end

6 T = max(U)

7 endfunction

Partie II. Couple (Min, Max)
9. On pose, pour tout n de N* et pour tout couple (k,¢) de N2 : ¢, (k, () = IP’( [T, < klN[Z, </ )

a) Montrer, pour tout (k, ) € [1, N]?, la relation suivante :

<]];> sik </
E\" E—0\" .

[T, < k], 1 pt pour ®(k,¢) = <>

¢n(k7 E) =

e« 2 pts:cas k </ (1 pt pour [T, <k]N[Z,

N
)
Il

d’aprés 3.a))
e 1 pt: [T, <k|N[Z, < =T, <k]\
e« 1 pt: ®k,0)=P(T, <k]) —P(Tn <klN[Z, > 1))
k

« 1pt: [T, <kN[Z, > = [£<Ui <K

e 1pt: (T, <kN[Z> () = <’“;[£>n

e an - (5) - (550)'
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b) Etablir, pour tout (k,¢) de [1, N]?, la formule suivante :
P([Tn =k N[Zy=1]) = ¢u(k,0) + ¢k —1,0—1) — ¢p(k — 1,0) — ¢p(k, £ — 1)

« 3 pts

c¢) En déduire, en distinguant les cas k < £, k = € et k > ¢, I'expression de P( [T}, = k] N [Z, = {])
en fonction de k et £.

e2pts:sik<{, P(T,=kN[Z,=1])=0

e 2 pts:sik=1{, P([Tn:k]ﬁ[ane]):%

« 2pts:sik>( P, =kN[Z,=1{]) = <k_]f,_1>n+ (kj_fo)n” <k1:f£>n

10. On donne, pour tout couple (m,n) de (N*)?, les deux relations suivantes :
m
() 2 (UH)n—?J"HJ’—U") = (m+1)"—m"—1;
j=1
m
(i) - 3((G+ D" = 2"+ (= 1D)") =mm+ 1" = (m+ m".
j=1

a) En déduire, pour tout n de N*, la formule suivante : E(7,,Z,,) = N(1 + dp4+1(N)).

e 1 pt : T, Z, admet une espérance car elle est finie

e 1pt:E(T,2,) = % (% k0 P([T, = k| N [Z, :z]))

k=1 \/=1
N N kE—0—1\" k—C¢+1\" k—e\"
. b A — S — PR
. 1pi:.dapres9.(:)[[:*?(TnZn)—kz::1 <g§l k¢ (< N ) +< N > 2< N > >+
<k

N 1 1 N k—1

Skt — == S kX ((k—t-1)"+(k—L+1)"—2(k—0O") + k?

=1 N7 N™ =1\ =

t=k

k—1
« 1 pt : avec le changement d’indice j = k—¢: > ¢ ((k—(—-1)"+ (k—(+1)" —
(=1
2(k—0)") =k Zl((Jfl) +G+1) *23”)5213 (G-D"+G+1)"—25")
j= =

k—1
« 1 pt : en appliquant 10(i) et 10(ii) & m = k — 1, on obtient : )  / ((k—[— )" +
(=1

(k—€+1)"—2(k—€)”):k (k”—(k—l)”—l)—((k—l)k”—k(k—l)"):k"—k
e 1 pt : fin du calcul

b) On note, pour tout n de N*, p,, le ccefficient de corrélation linéaire entre T,, et Z,.

Calculer lim p, lorsque N > 2.
n—+oo

e 1 pt: T, et Z, admettent une variance non nulle d’aprés 6.c) et 7., donc p, est
bien défini
Cov(Th, Zy)
V(T) V(Zn)

« 1 pt:d’aprés 10.a), 6.b) et 7. : Cov(T,, Z,) = E(T,, Z,,)—E(T,,) E(Z,)) = N (1+dp+1(N))—
(N - dn(N))(dn(N) + 1) = Ndn+1(N) - Ndn(N) + dn(N)2 + dn(N

e 1pt:p, =




ECE2 11 Décembre 2021
Mathématiques (version B)

« 1 pt: d’aprés 6.d) et 7. : /V(T,,)V(Z,) ~ dp(N)
n—-+oo

N
M ~ N d”L() — N+dy(N)+1 — 0 (d’aprés 6.d) et

e 1 pt: n —
p P V(Tn) V(Z,) n—+e dn(N) n—s+oo

6.a))

11. a) Pour tout n de N* et pour tout couple (k,¢) de [1, N]?, calculer la probabilité conditionnelle
Prr,=x ([Zn = 1]).

( 0
-
« 2 pts:d’aprés 9.c) et 5.b) : P,y ([Zn=1)) = kn — (k—1)»
k—fl—-1)"4+k—-—(+1D)"=2(k-0"
L En — (kE—1)»
b) En déduire, pour tout n de N* et pour tout k de [1, N, 'expression de I'espérance conditionnelle
IE[Tn:k](Zn)'
N E—0—-1)"+k—4+1)"=2(k-0)"
« 1 pt : d’aprés 11.a) : Eip,_y(Z,) = > ¢ ( )T , ( ) +
" /=1 Er — (kE—1)»
<k
N 1
X
= k= (k-1)"
{=k
1 pt : avec les calcule déja faits en 10.a) : E (Zn) = e
. pt J .a) [Th=k] n) — Ekn — (]{— 1)11

Partie III. Prévision

o Pour n entier de N*| on dispose d'un (n + 1)-échantillon indépendant et identiquement distribué
(Uy,Us,...,Uyy1) de la loi uniforme sur [1, NJ.

e On pose : T,, = max(Uy,Us,...,Uy,) et T),11 = max(Uy,Us, ..., Upt1) = max (T, Upy1).
N

« Pour tout ¢t = (t1,ta,...,ty) de RN, on pose : Wi(Ty,) = 3. tg x Lir, =k
k=1

Dans cette partie, on se propose de déterminer la valeur de ¢ pour laquelle les deux conditions suivantes
sont vérifiées :

(i) E(We(Ty)) = E(Tps1);
(ii) E((Tn+1 - Wt(Tn))Q) est minimale.
12. Montrer, pour tout k de [1, N|, la relation : P([Wy(T,) = t]) = P([T, = k]).

+ 1 pt : Soit w € Q. Comme la famille ([T}, = j] )je[[l N
nements, alors il existe un unique jj € [1, N] tel que : w € [T,, = jol.

«1pt: (Wt(Tn))(w) = tj,

« 1 pt : disjonction de cas pour conclure [T,, = k] = [W(T),,) = t;]

forme un systéme complet d’évé-

13. Etablir, pour tout k de [1, N7, la formule suivante : E(Tn+1 xﬂ[Tn:k]) = IP’( [T, = k] ) XEr, =k (Th+1)-

e 1 pt : T41 X 17— admet une espérance car c’est une v.a.r. finie
o 2 pts : E(Tn+1 X ]l[TnZk:}) = ]P( [Tn = ]{3]) X E[TnZk:} (Tn+1)

sik</?

sik=/{

sik>/
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x 1pt: E(Tpp1 x Lig—p) = fvj (Elj 0§ P([Tag1 =N [Aip,—p =J’])> =

i=1 7=0

[T = K])

x 1 pt : fin du calcul

14. a) Calculer, pour tout couple (k,j) de [1, N]?,

e 1 pt: L’événement [T, = k|N

o8

i P([Thq1 = i]N

=1

P([ T, =k N]| n—&-l*]])

[T, +1 = j] est réalisé < la plus grande valeur prise par

Ui, ..., U, est k ET la plus grande valeur prise par Uy, ..., Uy, Up4+1 est j
elpt:cask>j: [T, =k N[Th =j] =9, donc P([T, =k N[Thy1=4]) =0
e 3pts:cas k=

1 pt: [T = KO [Tuss =k = [T = K0 [Ungr <K

x 1 pt : T, et Uyy1 sont indépendantes par lemme des coalitions

X

e 2pts:cas k<
x 1pt: [T =k N[Thp =j] = [Th=kN
x 1 pt

() -(5) )%

b) En déduire, pour tout couple (k, j) de [1,

: en raisonnant comme dans le cas précédent

1pt: IP’([ n=FkN[Th+1 = k;]) ((;)” — <T>n> % (calculs effectués en 5.b)

[Un—i-l = ]}

’P([ T, =FknN| n+1—.7])

N]?, la probabilité conditionnelle Pyr, — ([Tny1 = J] )

0 sik>j
k . .
o 1 pt : d’aprés la question précédente et 5.b), P[Tn:k}([TnH = j]) =< N 9 k=3
1
— sik<j
~ S j
¢) Déterminer, pour tout k de [1, N], 'expression de I’espérance conditionnelle Ei7,—x (Tht1)-
N k N 1
« 1 pt : d’aprés la question précédente : E, _y(Ti1) = > J N + > g N =
j=1 j=1
i=k >k
K 1 X
NN 2
. O N(NA+1) -k -k
e« 1pt: Z j= ( 2)
j=k+1
k2 k N +1
L] 1 t E = —_— R
p (T=k] (Tnt1) N 2N+ 9

d) En appliquant la formule de I'espérance totale, déduire de la question précédente la relation

suivante :

E(Tot1) =

« 1 pt : par formule de I’espérance totale : E(7,,1) =

N;” +%<E(T2) E(T))
kﬁlp([Tn = k) Eigy,—p(Tny1)
o BT o BT+ S B(1T,

« 1 pt: d’aprés la question précédente : E(T},11) =

1
e 1 pt:E(Th41)=

complet d’événements)

o (BT —E(T))

N +1
+ T+ (car ([T, = k] )ke[[l,N]} forme un systéme

=k])



ECE2 11 Décembre 2021
Mathématiques (version B)

15.

16.

; 2 N
Etablir I’égalité suivante : (Wt(Tn)> =Y XLy
k=1

2 N
« 1 pt: (Wt(Tn)> => (tk ]l[Tnzk])2 + > tr ]l[Tn:k] X t; ]l[Tn:j}

k=1 1<k j<N
iFk
2 N 9 N N
o 1 pt : d’aprés 3.b)(i) : <Wt(Tn)> = p (tr Lpr,—r)) —l—kz > teLr—g Xt Lip,—y
=1 =1 j=1
i#k

2 N
« 1pt: (Wt(Tn)) =Y (]l[Tn:k])Q (car, comme k # j, [T,, = k| et [T}, = j]| sont incom-
k=1
patibles)
2
« 1pt: (Lp—y)” = Lip=p
Soit ¢ la fonction définie sur RV a valeurs réelles par :
2
g(t17t27 v 7tN) = E((Tn—‘rl - Wt(TN)) )
a) A T'aide des résultats des questions 13, 14 et 15, expliciter g en fonction des variables t1, to,
.., N
e 1 pt : par linéarité de ’espérance et d’aprés 13. :
N
E(Tni1 Wi(T2)) = 3 tx P([Tn = k) By, =) (Tnt1)
k=1

o 1 pt : d’aprés 15., puis linéarité de ’espérance, puis 13.a) :
N N
2
E((Wi(T)*) = 3 BB (L) = 3 G P([T = 4)

N

o1 pt : fin du calcul : g(tl, “. ,tN> = Z (E(Tr%—i—l) -2 tk E[Tn:k}(Tn—H) + tz) ]P)( [Tn = k])
k=1

b) Montrer que g admet un minimum global sur RY atteint en un point § = (01,6s,...,0x) que

'on déterminera en fonction de Eir,—1)(Th+1), B, =) (Th+1), - - Bipo=n(Tot1)-

« 1 pt : si pour tout k € [1, N], 6, minimise ¢ : z — E(T7, ) — 2 = Ep, i (Tp1) + 27,
alors (0y,...,0y) est un minimum global de g

« 2 pts : pour tout k € [1, N], la fonction ¢, atteint son minimum en ), = Ej7;, _) (T 11)

17. Etablir les deux relations suivantes : E(Wy(T},)) = E(Tn41) et V(Wy(T3)) < V(Tppa).

« 1 pt : Wy(7,,) admet une variance (et donc une espérance) car c’est une v.a.r. finie
o 2 pts : E(Wy(T},)) = E(Ths1)

M=

x 1 pt : E(Wy(T,)) = lﬁ;l 0 E (Lr,—x) = > 0k P([T = k] ) (d’aprés 3.a))

k=1

N
x« 1 pt : E(Wy(Ty)) = kz Eir, =] (Tnt1) P([Tn = k]) = E(Th41) (par définition de 6 en
=1

16.b) et formule de l’;spérance totale)
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« 3 pts: V(WG(Tn)) < V(TnJrl)

1 pt s V(To) — V(Wa(T) = B(T2,,) = 5 62 B([T, = k])

« 1pt:g(0) =E(T2,) - gi P([T, = k])

« 1 pt : V(Tupr) — V(We(T,)) = g(6) = E((Tn+1 - Wg(Tn))Q) > 0 (par positivité de

I’espérance)

N . .
18. a) Etablir, pour tout i de N*, I'égalité suivante : Y k' X L7y, —p = (Tn)"

k=1
e 2 pts
N+1 1
b) En déduire la relation suivante : Wy(T,,) = T—i_ + N (T2 -T,).

o 1 pt : par définition de 0y et d’aprés 14.c) :
N N N k:2 k N +1
Wo(Tn) = 22 Ok Uiy = Z Eiry=t)(Tns1) Yrmi = 22 | 5w 50 T 5 ) Limu=r]
k=1 = k=1 2N 2

1 N+1 X N+1
o 1 pt: Wy(T,) = ﬁT2 NT+7Z (Tuek] = 2N(T2 Tn)+T

(d’aprés la question précédente et car ([ n =k )ke[[1 N forme un systéme complet

d’événements)
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