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DS4 (version B)

Exercice (EDHEC S 2018 - ajout de la question 5.)

e Si k est un entier naturel non nul, alors pour tout endomorphisme f d’un R-espace vectoriel F :
x on note f¥ = fo fo---o f (ot 'endomorphisme f apparait k fois dans cette composition),
x on pose fO=idg, ot idg est 'endomorphisme identité de FE.

o On dit que 'endomorphisme f est nilpotent d’indice k (k € N*) si :
£5 =09 et V£ 0gm)
« Enfin, on note I5 la matrice identité de .#>(R) et on dit qu'une matrice A de .#5(R) est nilpotente

d’indice k (k € N*) si :
Ak = 0.2®) et Akl # 0.(R)

(avec la convention A = Iy).

Commentaire \

o Il est important de bien comprendre cette définition pour aborder sereinement cet exercice.
Malheureusement, ce paragraphe, s’il présente bien la définition d’endomorphisme nilpotent
d’indice k, oublie la définition d’endomorphisme nilpotent dont on se sert dans la suite.

« Définissons ce terme :

L’endomorphisme f € Z(FE)

est nilpotent < dJk € N*, 'endomorphisme f est nilpotent d’indice &

& Jk e N¥, fk_l =+ OX(E) et fk = Og(E)

Evidemment, on est dans le cadre d'une propriété existentielle (3) et non universelle (V).
On notera par exemple que la propriété ne peut étre vérifiée a la fois au rang 1 (exige f1 =0 2 E))
et au rang 2 (exige f! # 0y (k)

« En fait, l'indice de nilpotence (d’'un endomorphisme nilpotent) est le plus petit entier k¥ € N*
tel que f* =0 2(g)- On peut d’ailleurs noter que non seulement frt £ 0.¢(r) mais que ceci est
aussi vérifié aux rangs précédents : Vi € [0,k — 1], f* # 0.4 g).

\. J

Partie 1

Soit A = (CCL Z) une matrice non nulle de .Z5(R).

1. Calculer A2 — (a + d) A en fonction de Io.
Démonstration.

) A2 _{a b\[a b\ _ [(a®+bc ab+bd
« Tout d’abord : A —A><A—<C d)(c d>_<ac+cd bc+d2>'

A2 — a’?+bc ab+bd
“\ac+ed be+ d?
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o D’autre part :

Commentaire

9 - a“+bc ab+bd B (a b>
A (e+d)a = <ac+cd be + d? (a+d) c d

(a® +bc) — (a®> +ad) (ab+ bd) — (ab+ bd)
(ac+ cd) — (ac+cd) (be+ d?) — (ad + d?)

e bcad) — (be—ad)ly = —(ad —be) I

A% — (a+d) A= —(ad — be) I

o L’égalité établie dans cette question provient d’un paragraphe qui n’est pas dans le
programme mathématique en classes préparatoires commerciales.
Pour la culture, donnons plus de détails sur ce point.

d—X
Cette matrice est une matrice de polynome, c’est-a-dire un élément de .#5(R[X]).
Notons alors :

o Considérons la matrice : A — X I = <a ;X b )

xa(X) = det(A—X1Iy)
= (a—X)(d—X)—bc = X?>—(a+d)X + (ad — bc)

Le polyndéme x4 est nommé polyndme caractéristique de la matrice A.

La question précédente démontre que x4 est un polynéme annulateur de la matrice A.
Cela permet de déduire les valeurs propres possibles de la matrice A. 11 y a méme
mieux : Sp(A) = {racines de x4} (cela dépasse trés largement le programme).

2. On suppose dans cette question que A est nilpotente d’indice k.

a) Etablir I'égalité : ad — be = 0.

Démonstration.
D’aprés la question précédente : —(ad — be) [y = A? — (a + d) A.
On en déduit, par multiplication & gauche et a droite par A1

—(ad — bc) AF=1 = AF — (a +d) AFHL

. (car AF = 02 (Rr)
M(R) et donc AFT =0 4, g))

La matrice A étant nilpotente d’indice k, on a : AF~1 #£ 0.5 (R)-

Comme (ad — be) AF—1 = 0.z (r) €t AR A 0./ ®), on a : ad — be = 0.
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Commentaire

o On pouvait procéder autrement en remarquant :
A inversible < det(A) #0 < ad —bc # 0

L’objectif de cette question est donc de démontrer qu'une matrice nilpotente est non inversible.

o On peut alors procéder par I’absurde.
Supposons que A est inversible.
Alors, en multipliant par A~ de part et d’autre de I'égalité A* = 0. z5(r) :

AL x Ak = A1lx 0///2(1[@)

AR 0.45(R)
Ce qui contredit la définition de nilpotence. N
b) Montrer que k est supérieur ou égal a 2.
Démonstration.
On suppose dans I’énoncé que la matrice A est non nulle.
Ainsi, A n’est pas nilpotente d’indice 1.
Comme l'indice de nilpotence est un entier k¥ € N*, on en déduit que k est forcément
supérieur ou égal a 2.
c) En déduire alors : a +d = 0.
Démonstration.
o D’aprés la question 1. : A2 — (a+d) A = —(ad — bc) L.
On déduit alors de la question 2.a) :
A? = (a+d)A
e Comme k > 2, alors £k —2 > 0.
On déduit, par multiplication a gauche et a droite par A*=2 :
AP = (a+d) AT
I
0 (car A est nilpotente
2 (R) d’indice k)
La matrice A étant nilpotente d’indice k, on a : A¥=1 £ 0 5(R)-
Comme (a + d) AF=! = 0. (r) €t AkR=1 £ 0.4 (r), on a:a+d=0. 0

3. Conclure : A nilpotente & A% =0 4, R)-

Démonstration.

(<) Supposons A% = 0. (r)- Par hypothése : A # 0_4,(w)-

On en déduit que A est nilpotente d’indice 2. Ainsi, A est nilpotente.
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(=) Supposons que la matrice A est nilpotente. Alors :
x d’apres la question 2.a) : ad — bc = 0.
x d’apres la question 2.b) : a +d = 0.
x d’aprés la question 1. : A?2 = (a +d) A — (ad — bc) Is.

On en déduit : 42 = 0.

Commentaire \

o Il faut bien comprendre que cette propriété est vérifiée car A est une matrice carrée
d’ordre 2. Il faut donc lire :

A € M(R) nilpotente < A2 =0
o Cette propriété se généralise. Plus précisément, pour tout n € N* :

A € A, (R) nilpotente < A" =0

Partie 2

Dans cette partie, f désigne un endomorphisme non nul d’'un R-espace vectoriel E¥ de dimension 2.
4. a) Montrer que, si Ker(f) = Im(f), alors on a : f* = 0y(g).

Démonstration.

Supposons Ker(f) = Im(f).

Il s’agit de démontrer : f2 = 0.4 () ce qui signifie : Vx € E, f?(z) = 0g.

Soit x € E. Alors :

En effet : f(x) € Im(f) = Ker(f).

En supposant : Ker(f) = Im(f), on obtient bien : f2 = 0.

Commentaire

o Cette partie est plus théorique que la précédente. ’endomorphisme f n’est pas connu. On
connait simplement des propriétés sur f et on cherche a en démontrer de nouvelles. Ce
type d’exercice d’algébre théorique peut donc paraitre un peu abrupte. Pourtant, on se
rend compte, & la lecture de cette démonstration, que de tels exercices peuvent donner lieu
a des questions trés simples. L’idée est simplement de vérifier que les définitions de base
(comme le noyau et l'image d’une application linéaire) sont bien connues. En déroulant ces
définitions, on obtient alors directement le résultat.
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Commentaire

o Plus précisément, une telle question commence par la mise en place d’une structure de

démonstration. Il faut savoir démontrer :

x une propriété quantifiée universellement : Vo € E, p(x)
Soit zx € F ...

x une propriété quantifiée existentiellement : 3x € F, p(x)
(il s’agit alors d’exhiber un élément v € E qui vérifie la propriété p)

% une inclusion d’ensemble : A C B
Soit €A ... alors € B

x une égalité d’ensemble : A = B
(on procede par double inclusion a aide de la structure de démonstration précédente)

x une implication : p = ¢
Supposons p et démontrons q.

x une équivalence : p < q
(on procéde par double implication a l'aide de la structure de démonstration précédente)

Ce n’est qu’une fois la structure de démonstration en place que ’on déroule les définitions.

e On peut en profiter pour remarquer que l'étape d’hérédité d’une récurrence n’est qu’'une

illustration de ces structures de démonstration. Il s’agit de démontrer la proposition :
VneN, P(n) = P(n+1)

En terme de rédaction, il n’y a donc guére le choix :

Soit n € N.
Supposons P(n) et démontrons P(n+ 1)

b) On suppose : f2 = 0.4 (k) Montrer : Im(f) C Ker(f).
Etablir alors : rg(f) = 1 puis conclure : Ker(f) = Im(f).

Démonstration.
« Soit y € Im(f).

Il existe donc x € FE tel que : y = f(x).
Alors :

fly) = f(f(x))
= fAz) = 0p  (car f* =0gp)

Ainsi, y € Ker(f).

On en conclut : Im(f) C Ker(f).
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Commentaire

« Insistons sur la facilité de cette démonstration. Comme expliqué dans la remarque pré-
cédente, il s’agit essentiellement de mettre en place la structure de démonstration et de
dérouler les définitions.

o Précisons la maniére d’agir.

1 Soit y € Im(f).

2 Il existe donc x € E tel que : y= f(z). Alors :
3 fly)=...

4 =.

5 =0g

6 Ainsi, y e Ker(f).

x Les lignes 1 et 6 correspondent & la mise en place de la structure de démonstration :
il s’agit de démontrer une inclusion. On choisit donc un élément dans Im(f) et on
démontre qu’il est dans Ker(f).

x La ligne 2 correspond au déroulé de la définition de 'image d’une application.
Dire : y € Im(f) c’est exactement dire que y s’écrit sous la forme f(z) pour un z € E.

% La ligne 3 correspond au déroulé de la définition du noyau d’une application linéaire.
Dire : y € Ker(f) c’est exactement dire : f(y) = Og. Cela permet d’écrire le début de
la ligne 3 ainsi que le résultat en ligne 5.

C’est seulement & ce moment que I'on rentre dans la phase de démonstration & proprement
parler et que I'on s’intéresse aux hypothéses (ici, le fait que l'on ait : f? = ()g(E)).

o Le message est clair : sur les 6 lignes de présentation, 4 proviennent de la présentation et
seules 2 correspondent & la démonstration. Il n’est donc pas acceptable de ne pas savoir
commencer ce type de questions, car cela démontre un défaut de connaissance du cours
(définitions du chapitre et / ou structures de démonstration).

\.

o D’aprés le théoréme du rang :

dim(E) = dim (Ker(f)) + dim (Im(f))

2
Or, comme Im(f) C Ker(f), on en déduit :
dim(Im(f)) < dim(Ker(f))

Deux cas se présentent alors :
x soit dim(Im(f)) = dim(Ker(f)) = 1.

x soit dim(Im(f)) = 0 et dim(Ker(f)) = 2.
Dans ce cas : Im(f) = {Og} et donc f = 04 (g), ce qui ext exclu par I'énoncé.

On en conclut : rg(f) = 1.
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Commentaire .

On peut préférer raisonner sur le noyau de f.
Comme Ker(f) C E, si on sait de plus dim ( Ker(f)) = 2 = dim(E) alors :

Ker(f)=F

Ainsi : Vu € E, f(u) = 0g et donc : f = 0g(g).

\. J

e On a démontré :

« Tm(f) C Ker(/),
x dim (Im(f)) =1 = dim ( Ker(f)).

On en déduit : Im(f) = Ker(f). 0

¢) En déduire, a l'aide de la Partie 1, I'équivalence : f est nilpotent < Ker(f) = Im(f).

Démonstration.
« D’aprés la question 4.b) : f? = 0y = Ker(f)=Im(f).
o D’aprés la question 4.a) : f2 = 0z < Ker(f)=Im(f).

On en déduit : f2? = 0z © Ker(f)=Im(f).

« Considérons Z une base de E. Notons alors : A = Matg(f).

fest nilpotent < Tk e N*, fF1 £ 0y et fF =0y o
(par application de

& Jke N+ A1+ Oy (p) et Ak = 02(E) l’tsomorphisme de
représentation Matg(-))
< A est nilpotente
& A2=0,4r) (d’apreés la Partie 1)
ar application de
& =0um (par app

la réciproque de Matz(-))

Ainsi : f est nilpotent < f? = 0y < Ker(f)=Im(f).

Commentaire

Il est aussi possible d’évoquer la « passerelle endomorphisme-matrice » en lieu et place de
Iisomorphisme de représentation Matg(.). Quelle que soit la présentation, on retiendra :

1= 0gm) & Mats(f?) =Mata(0(m) & (Mats(f)" = 0nm & 4°=0ue
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On suppose dans toute la suite que f est nilpotent d’indice 2 et on en étudie quelques propriétés.

5. a) L’endomorphisme f est-il bijectif?

Démonstration.

Raisonnons par ’absurde.
Supposons que f est bijectif.
Comme f est nilpotent d’indice 2 :

f? = 02(E)
donc  flof? = flolyp
d’olt f = Og(E)

Absurde! (d’aprés I'énoncé de la Partie 2)

On en déduit que f n’est pas bijectif.

b) Déterminer les valeurs propres possibles de f. En déduire Sp(f).

Démonstration.

« Comme f est nilpotent d’indice 2 : f? = O m)-
On en déduit que le polynome Q(X) = X2 est un polynéme annulateur de f. Ainsi :

Sp(f) C {racines de Q} = {0}

La seule valeur propre possible de f est 0.

o D’apreés la question précédente, I'endomorphisme f n’est pas bijectif. On en déduit que 0 est
effectivement valeur propre de f.

Finalement : Sp(f) = {0}.

¢) L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Démonstration.

D’apreés I'énoncé, E est un espace vectoriel de dimension 2. On note % 'une de ses bases.
Raisonnons par ’absurde.

Supposons que f est diagonalisable.

Comme Sp(f) = {0}, alors il existe une base B’ = (e1, e3) constituée de vecteurs propres de f
dans laquelle la matrice représentative de f est la matrice diagonale :

0 0

L’application Matg () étant bijective, on en déduit : f = 0.4 (g).
Absurde!

Ainsi, f n’est pas diagonalisable.
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\.

Commentaire

o Il était possible de rédiger différemment en prenant le parti de diagonaliser la matrice
représentative de f dans une base Z quelconque. Détaillons cette rédaction.

o On commence par noter A = Mat(f) la matrice représentative de f dans une base £ de
E.
Raisonnons par I'aburde.
Supposons que f est diagonalisable. Alors A est diagonalisable. Il existe alors :

x P € #(R) inversible,
x D € #5(R) diagonale, dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de A,
telles que : A= PDP~!. Or Sp(f) = {0}. Donc :

0 0\ p— _
A = P<0 0>P b= Plge P = 0w

On en déduit : f = 0g(g). Absurde !

o Cette question est un grand classique des sujets.
Il faut donc savoir la traiter correctement, en adoptant 'un ou 'autre des rédactions ci-
dessus. B

J

6. Montrer qu'il existe une base (e}, e5) de E telle que : Mat(y oy (f) = (O 1).

00

Démonstration.
On procéde par analyse-synthése.

Analyse.
Supposons qu’il existe une base &' = (€}, ¢}) de E dans laquelle la matrice représentant f est :

A=Maty(f) = <8 (1)>

Cela signifie que €} et €} sont deux vecteurs non nuls (sinon %’ ne serait pas une base) tels que :
« f(€}) = 0pg. Autrement dit : €] € Ker(f).

x f(eh) = €}. Autrement dit : €} € Im(f).

Notons au passage que la seconde proposition assure la premiére.

En effet, comme f est nilpotent alors, d’apreés la question 4.c), Im(f) C Ker(f). Ainsi :

ey € Im(f) C Ker(f)

Synthése.

Comme f # 0g(g), alors Im(f) # {0g}.

On en déduit qu'il existe €] # 0g tel que €} € Im(f).

Par définition de Im(f), il existe alors €, € E tel que : ] = f(e}).
Notons que : €, # 0 (on aurait sinon e} = 0g).

Démontrons que la famille F = (e}, €,) est une base de E.

On commence par démontrer que cette famille est libre.
Soit ()\1, )\2) € R2.
Supposons : Aj - €} + A2 - €, = 0 (). Par définition de €], on obtient :

A1 - fey) +Ag-eh=0g

En appliquant f de part et d’autre, on obtient par linéarité de f :

M F(fF(€h) + Ao f(ey) = f(OR)
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« Notons alors %' cette base.

Commentaire

« Cet exercice est un classique des oraux HEC.

Or:
x f(0g) =0pg car f est linéaire.

< [(f(eh)) = f*(e) = Op.

En effet, comme f est nilpotent, on déduit de la question 4.¢) que : f? =0 2(E)-

< f(eh) = ¢

L’égalité précédente se réécrit alors :

)\2'6/1:0]5

et comme €] # O, alors Ay = 0.
En reportant ce résultat dans I’égalité (x), on obtient :

)\1'6/1:0]5

et comme €} # O, alors A\; = 0.

On en déduit que la famille F est libre.

De plus : Card(F) = 2 = dim(E).

Ainsi, la famille F est une base de F.

On a alors : A = Matg (f) = (8 é)

Il s’agit donc d’une question difficile qu’il convient d’avoir déja traitée avant.

Il faut noter que le raisonnement par analyse-synthése n’est mentionné que dans le pro-
gramme ECS. Dans un sujet ECE, il ne peut étre demandé de faire seul un tel raisonnement.
L’énoncé peut par contre détailler ce type de raisonnement.

C’était le cas dans la Partie 2 du sujet ESSEC-I 2018 :

x la question 6. était nommée Analyse.
x la question 7. était nommée Synthése.
Détaillons maintenant les attentes d’un tel raisonnement.

Dans la premiére partie du raisonnement, on suppose qu’il existe une base %’ dans laquelle
la représentation matricielle de f est de la forme souhaitée. En se basant sur cette hypothése,
on obtient une caractérisation de la base ' = (€], €}), qui consiste essentiellement a exiger :

el #0p et ey € Im(f) et 5 est un antécédent de €} par f

I1 faut bien comprendre que dans cette premiére partie du raisonnement, on a supposé (et
non démontré !) lexistence d’'une telle base %’. C'est pourquoi il faut, dans la deuxiéme
partie du raisonnement, démontrer I'existence d’'une telle base %’.

L’idée est alors de construire la famille (€], €) telle que caractérisée dans la partie analyse
et de démontrer que ’on obtient ainsi une base qui satisfait les exigences de la question.

10
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Commentaire .

« En résumé, un raisonnement par analyse-synthése se déroule en deux temps :

x analyse : on suppose l'existence d’un objet vérifiant certains critéres (ici, on suppose
I'existence de la base &' = (¢),¢€h)). Si cet objet existe, il est alors d’une certaine forme
(e1 # Om, et €y = f(ey) € Im(f)).

x synthése : on vérifie que I’'objet obtenu lors de la phase d’analyse répond bien aux critéres
initiaux (%’ ainsi construite est bien une base et Matg (f) a la forme souhaitée).

Cela permet de lever la réserve d’existence.

Ce schéma de démonstration permet non seulement de conclure :

I’objet répond & I’objet s’écrit sous une
certains critéres forme particuliére

mais aussi de démontrer que chacune des deux propositions de ’équivalence est vérifiée.

\. J

7. On souhaite montrer par ’absurde qu’il est impossible de trouver deux endomorphismes u et v de
E, nilpotents et tels que f = v ov. On suppose donc que ces deux endomorphismes existent.

a) Montrer les inclusions : Im(f) C Im(u) et Ker(v) C Ker(f).

Commentaire

Cette question est une illustration simple des structures de démonstration.

Démonstration.

o Soit y € Im(f).
Il existe donc x € E tel que : y = f(z). Ainsi :

y = [f=)
= (uow)(x) (par définition de f)
= u(v(z))

On en déduit : y € Im(u).

Im(f) C Im(u)

« Soit x € Ker(v). Alors :

f(z) = (uowv)(x) (par définition de f)

= u(0g) (car x € Ker(v))
= 0Op (car u est linéaire)
On en déduit : = € Ker(f).
Ker(v) © Ker(f) -

11
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b) En déduire les égalités : Im(f) = Im(u) et Ker(v) = Ker(f).

Démonstration.
« Notons tout d’abord : u # 0.g(g) sinon on aurait : f = 0¢(g).
« D’apreés la question 4.c¢) :

2

u est nilpotent < u” =0gp) < Ker(u) =Im(u)

Ainsi, comme u est supposé nilpotent, u? = 04 (k) et, d’apres la question 4.b), on obtient :
rg(u) =1
o D’aprés le théoréme du rang :
dim(E) = dim (Ker(v)) + dim (Im(u))
I I

2 1

et ainsi : dim (Ker(u)) =1

o Les points précédents restent vérifiés pour tout endomorphisme nilpotent non nul de F.

On en déduit : dim (Im(u)) = dim (Im(v)) = dim (Im(f)) =1
et : dim (Ker(u)) = dim (Ker(v)) = dim (Ker(f)) = 1.

« D’apres la question précédente : Im(f) C Im(u).
Or, comme dim(Im(f)) = dim(Im(u)), alors : Im(f) = Im(u).

D’aprés la question précédente : Ker(v) C Ker(f).
Or, comme dim(Ker(v)) = dim(Ker(f)), alors : Ker(v) = Ker(f).

O
c¢) En déduire 'égalité : Ker(u) = Im(v).
Démonstration.
o Comme u est un endomorphisme nilpotent non nul de E alors, d’aprés la question 4. :
Ker(u) = Im(u)
Par le méme argument : Ker(v) = Im(v) et Ker(f) = Im(f).
e On en déduit :
Ker(u) = Im(u)
=m0 o)
= Ker(f)
= K o)
= Im(v)
On a bien : Ker(u) = Im(v). -

12
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d) Conclure.

Démonstration.

e Soit z € E. Alors :
f(@) = (uov)(z)

= u(v(z))
= 0p (car v(z) € Im(v) = Ker(u))

Ainsi : Vo € E, f(x) = 0p.

o Dans I’énoncé, on a supposé l'existence de f nilpotent non nul s’écrivant sous la forme f = uowv
avec u et v nilpotent.
Le point précédent contredit cette hypothése.

On en conclut qu’il n’existe pas de tel endomorphisme f.

13
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Probléme (HEC II S 2009 gsts 2 et 3 ajoutées)

Dans tout le probléme, N désigne un entier supérieur ou égal a 1.

On note E(X) et V(X) respectivement, l'espérance et la variance lorsqu’elles exsitent, de toute
variable aléatoire réelle X définie sur un espace probabilisé.

Soit (Up)n>1 une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (€2, &7, P), mutuelle-
ment indépendantes et de méme loi uniforme discréte sur [1, NJ.

On pose, pour tout n de N* : T,, = max (U1, Us,..., Un) et Z, = min (Ul, Us, ..., Un).
On admet que T), et Z,, sont deux variables aléatoires définies sur (2, .o, P). Ainsi, pour tout w € Q :

T, (w) = max (Ul(w), Us(w), ..., Un(w)> et  Zp(w) = min <U1(w), Us(w), ..., Un(w)>

N-1 /L \"
> <> siN >2
On pose, pour tout n de N* : d,,(N) =< k=1 N

0 siN=1

Préliminaires : fourre-tout (définitions et propriétés)

Soit Y une variable aléatoire définie sur (2, o7, P), a valeurs dans [1, N].

1.

Etablir les deux relations suivantes :
N-1 N-1
EY)= Y P([Y >k]) et EY?) =3 (2k+1)P([Y >k])
k=0 k=0

Démonstration.

o La v.a.r. Y est une v.a.r. finie. Donc elle admet une espérance. De plus :

E(Y) = ’:Z::l EP([Y =k])

e Soit k S [[1,N:|]

(car'Y est a

— = >
Y >k —1] [Y > k] valeurs entiéres)

— [V =KUY > k]
De plus les événements [Y = k] et [Y" > k] sont incompatibles. Ainsi :

P(Y >k —1]) = P([Y = k) + P([Y > k])

On en déduit : Vi € [1,N], P([Y = k) = P([Y >k —1]) = P([Y > k]).

14
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e On calcule alors :

E(Y)
N
— S RR(Y = K)
k=1
N
- Sk (IP’([Y > k—1]) —P(Y > k:]))
k=1
N N
= Y EP(Y >k-1))— > kP([Y > k])
k=1 k=1
= Nz_l (k+1DP(Y > k]) — % EP([Y > k]) (par décalage d’indice)
k=0 k=1
N—1 N—1 N
= EP([Y > k) + > P([Y >k]) — > kP([Y > k]) (par linéarité de la somme)
k=0 k=0 k=1
N-1 N-1 N-—1
= 0xIP([Y>O])+W+ P([Y>k])—(2 k >k]+NIP>([Y>N]))
k=0
Nl (car, comme Y (Q2) = [1,N] :
— % B(Y > k) + NG G e
N-1
= 2 P(Y >£])
k=0
N—1
E(Y) = kz::O P([Y > k])

Commentaire \

On pouvait également résoudre cette question en partant de 1’égalité entre événements
suivante, pour tout k € [0, N —1] :

Y>k = [Y>k+1] (car'Y est a valeurs entiéres)
N
- U =i
i=k+1
Les événements [Y =k + 1], ..., [Y = N] sont incompatibles. Donc :

On en déduit :

TR sH) = ¥ (5 Ry =)
k=0 k=0 “i=k+1
- T Rv=i)
0<k<i<N

N i—1
= 33 R0 =)

@
|
—

e

I
M=
=
=

I
(]

@
Il
._.
B
Il
o

I
1=
E
T<'

I
I
=
=
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Commentaire \

o Cette derniére méthode est un peu plus courte, mais fait intervenir une interversion
de sommes qui peut étre périlleuse.

« Elle a également 'inconvénient de ne pas s’adapter facilement au cas d’une v.a.r. Y
ou Y () est infini (¢f ESSEC II 2016).

\. J

o La v.a.r. Y admet un moment d’ordre 2 car c¢’est une v.a.r. finie. De plus :

E(Y?)
N
— S RE(Y = k)
k=1
N
= Y K2 (IP’([Y > k1)) -~ PB(Y > k]))
k=1
N N
= Y EP(Y >k—1])) = 3 KP([Y > k])
k=1 k=1
= Nz_l (k+1)2P([Y > k]) — % E2P([Y > k]) (par décalage d’indice)
k=0 k=1
N—1 N
= (K2 + 2k + DP([Y > k) — > K2P([Y > k)
k=0 k=1
N—1 N—1 N
= Y EP(Y >k)+ X Qk+DP(Y > k) — > E2P(Y > K]) (par linéarité de la somme)
k=0 k=0 k=1

N-1 N-1 N—-1
= 02xP([y >0)]) +W+ S 2+ DP([Y > k]) — ( 3 k2 > k] + N?P([Y > N])>
k=0

=z
L

= kZ::o (2k + D)P([Y > k]) + N? Y >N]=0)
N-—1
= 3 2k+DP([Y > k])
k=0
N—-1
E(Y?) = > (2k+ 1)P([Y > k) 0
k=0

2. Si B € & est un événement de probabilité non nulle, on appelle espérance conditionnelle de Y
sachant I’événement B, le réel défini par :

N (c’est la formule de l’espérance dans
Ep(Y) = kz::1 kPp([Y =*]) laquelle P a été remplacé par Pg)

Soit m € N* et (A;)ie[i,m) un systéme complet d’événements tel que : Vi € [1,m], P(A;) # 0.
Démontrer la formule de ’espérance totale :

E(Y) = fl P(A;) x EA,(Y)

Démonstration.

o Comme précisé en question précédente, la v.a.r. Y est finie et admet donc une espérance. De plus :

E(Y) = kév:l EP([Y =k])

16
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o De plus, la famille (4;);c[1,m] forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales, pour tout k € [1, N] :

P(Y =K) = Y. P(AN[Y = k)
= S P(A)PA(Y =K)  (car: Vi€ [1,m], P(4;) #0)

e On en déduit :

Commentaire

La notion d’espérance conditionnelle n’est pas présente dans le programme ECE. Elle est par
contre dans celui d’ECS. C’est pour cela que cette question a été ajoutée au sujet initial.

3. Pour tout C' € &7, on appelle variable aléatoire indicatrice de ’événement C et on note l¢ la
variable aléatoire définie sur (€2, .o/, P) par :

1 siweC
lo(w) =

0 siwé¢C
a) Soit C € /. Déterminer la loi de 1.. En particulier, donner I’espérance de 1.
Démonstration.

« Par définition de 1¢, cette v.a.r. ne prend que les valeurs 0 et 1. Donc : 1¢(2) C {0,1}.

e Soit w € Q.
we[leg=1 & 1lgw)=1 & wel

D'ou: [Ig =1] = C. Ainsi : P([1¢ = 1]) = P(C).

On en déduit : 1o — B(P(C)). D’ou : E(1¢) = P(C).

17
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b) Soit (C,D) € o/ x /. Démontrer :
(i) lcnp = 1o x1p.

Démonstration.

Soit w € Q. Deux cas se présentent :

e siwe CND, alors :

x d’une part : par définition de Tenp, on a : 1gnp(w) = 1.
x d’autre part :
welCnNnD
donc wedl ET weD

dou 1g(w)=1 ET 1p(w)=1
On en déduit :
To(w) xIpw) = 1 = Tgnp(w)
e siw¢ CND, alors :

x d’une part : par définition de 1onp, on a : 1enp(w) = 0.

x d’autre part :

Q
S

N
U

Ql
S

w e
donc w €
d’ou wel QU weD
ainsi wgC 00 wé¢D

alors lg(w)=0 0U 1p(w)=0

On en déduit :
le(w)x1pw) = 0 = 1eap(w)

Finalement : Vw € Q, 1¢(w) X 1p(w) = Lenp(w).

Dou:1lg x1p=1¢cnp.

(i) 1o +1g = 1.

Démonstration.
Soit w € Q. Deux cas se présentent.
e siw e C, alors :
x par définition de 1¢, on a: 1o(w) = 1.
x comme w ¢ C, par définition de 1, on a : Ix(w) = 0.
On en déduit :
low)+1gw) = 1+0 =1

e siw ¢ C, alors :
x par définition de 1o, on a : 1¢o(w) = 0.
x comme w € C, par définition de Iz ona:lgw) =1
On en déduit :
lo(w)+1gw) = 0+1 =1

Finalement : Vw € Q, 1¢(w) + 15(w) = 1.

D'ou: 1c + 15 = 1.

18
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Commentaire

L’énoncé introduit ici la définition de variable aléatoire indicatrice. Ce type de v.a.r. ne
fait pas partie du programme ECE. Néanmoins, les propriétés démontrées en 3.a) et 3.b)
sont & savoir démontrer. 0

Partie I. Min et Max

4. Rappeler, sans démonstration, les valeurs respectives de E(U;) et de V(Uy).

Démonstration.

N+1 N2 -1
Comme Uy < U([L, N]) : E(U1) = T+ V(o) = 2t .

5. a) Calculer, pour tout k de [1, N], P([T}, < k]).

Démonstration.
Soit k € [1, N].

o Tout d’abord :

o On obtient alors :

p(r k) = (A <)

(par indépendance des
va.r. Uy, ..., Uy)

—~~

= IIP(U; < k)
=1

« Calculons maintenant, pour tout i € [1,n], P([U; < k]).
x Tout d’abord :

x On en déduit :

P(U; < K)) = P(

(car [U; =1], ..., [U; = k]
sont incompatibles)

S (car Us < U([1, NT))

e Ainsi :

P([T, < k]) = ﬁ[llP’([Uigk]) _ ﬁlﬁr _ <J’$)

(2

vk € [1,N], P([T, < k]) = ( >n

19



ECE2 11 Décembre 2021
Mathématiques (version B)

b) En déduire la loi de probabilité de T,.

Démonstration.
« Tout d’abord : T,,(2) C [1, N]. En effet, pour tout i € [1,n] : U;(Q2) = [1, N].
e Soit k € [[I,N]]

[T, <k = [T, =k UI[T, <k

[Ty =k U[Ty <k —1] (car T, est.fz
valeurs entiéres)
Comme [T}, = k] et [T}, < k — 1] sont incompatibles, on en déduit :
P(T, < H) = B((T, = K)) + BT, <k — 1))

D’ou :
P([T. = k]) = P([Tn <k]) = P([T <k —1])
Deux cas se présentent alors :
x si k> 2 alors k € [I, N] et k —1 € [1, N]. On peut donc appliquer la question précédente

****** = (8- ()

et on obtient :

x si k=1, alors :

(car, comme T, (2) C [1,N] :

= P([Tn < 1)) [T, <0 =)
_ (Y (d’apres la question
AN précédente)

On vérifie que la formule obtenue pour k£ > 2 est toujours vraie pour k =1 :

-2 - G187 - 6
e - (3 ()

On obtient alors : Vk € [1, N], P([T,, = k]) = (k> _ <IH> )

On a donc bien :

N N O
6. a) Montrer que la suite (d,,(IN))n>1 est convergente et calculer sa limite.
Démonstration.
o Soit n € N*,
N=b 7 k\" 1\" 2\" N —1\"
=2 () =) G) o ()
0) t tk:e[[lN—l]]'Ee]—ll[D’“ li ﬁn—o
« Or, pour tou , N AL Dous lim {7 ) =0.
On en déduit que la suite (d,(IV)),cy~ €st convergente en tant que
somme de suites convergentes et : lim dy,(IN) = 0.
n—-+00 O]
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b) Exprimer E(7T},) en fonction de N et de d,,(N). En déduire la valeur de

Démonstration.

e La v.a.r. T;, admet une espérance car c’est une v.a.r. finie.

« On calcule alors :

o D’aprés la question précédente :

lim  E(T,).

n—-+00

= (d’apres la
E(Tn) = 5—0 P([Tn > k) question 1.)
N-1
= (1 =P([T, < k]))
k=0
o= 1 k " (d’apres la
5 N question 5.a))
N-1 N-1 k n
S
k=0 k=0 \V
= N —dy(N)

m  dn(N) = 0.

n—-+o00

On en déduit : lim E(7,) = N.

n—-+o0o

¢) Etablir la formule suivante : V(T},) = (2N — 1) dp(N) — 2N dpy1(N) — d,,2(N).

En déduire la valeur de

Démonstration.

lim  V(T,,).

n—-+o0o

e La v.a.r. T,, admet une variance car c’est une v.a.r. finie.
« On détermine d’abord E(77?).

E(T?) =

(2k + 1) P([T, > k))

(2k 4+ 1)(1 = P([T;, < k]))

)

(d’apres la
question 1.)

(d’apres la
question 5.a))
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On en déduit :

B(T) = N-2N T - ()
N—1 k TL+].
= N2_2N Z () —dn(N)
k=0 \NV

= N2 -2Nd, 1(N)—d,(N)

o D’aprés la formule de Koenig-Huygens :

V(Tn)

o Or, d’aprés la question 6.a) :

d) Montrer que si N > 2,ona: lim

En déduire que 'on a : V(T},) ~

Démonstration.

E(T3) - (E(T,))’
N2 = 2N dp11(N) = dp(N) = (N — dn(N))?
N7 — 9N dpy1(N) — dp(N) — (NZ — AN dp(N) + (dn(N))2>

(2N = 1)dn(N) = 2N ds1(N) — (dn(N))”

V(Ty) = (2N —1)dn(N) — 2N dpi1 (N) — (da(N))”

lim d,(N)=0.0n adoncaussi: lim d,+1(N)=0.

n—+oo n—-+oo
On en déduit : lim V(T;,) =0.
n—-+o0o 0
n—+oo  dp(N) N’

dy (V).

n——+oo

)™ () Ny
& R (52"
((%”(%” *(fz;l)"“)

22
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k k"
« Or, pour tout k € [, N —=2]: —— € ]—1,1[. D'ou: lim <> = 0.

On en déduit :

ni1(IN 1
Finalement : nglfoo dd:g](\f)) =1- N
o Déterminons, si elle existe, lim w
n—+oo dp(N)
Soit n € N*.
V(Tn) = (2N-1)-2N 1 (N) dn(N) (d’apres la question 6.c))
dn(N) dn (N

n—-+00

1 _ (d’apres ce qui précede et
e N -1-2N <1_N> -0 =1 la question 6.a))

Th .
Ainsi : ngrfoo jli((N)) =1; c’est-a-dire V(T;,) o dn(N). -

7. Déterminer la loi de Z,,. Calculer E(Z,,) et V(Z,).

Démonstration.
« Tout d’abord : Z,(2) C [1, N]. En effet, pour tout i € [1,n] : U;(2) = [1, N].
« Soit k € [1, N].

x Pour commencer :

On en déduit :

P([Z,>k]) = P <ﬂ [U; > k:])
i=1

L ' (car les v.a.r. Uy, ..., Uy, sont
N 21;11 P([U: > K]) mutuellement indépendantes)
- f1a-2 <)

n k )
= ]I <1 - N> (calcul effectué en 5.a))

i=1

I
7N
—_
|
z| =
N——

3

Vk € [1,N], P([Z, > k]) = (1 - ;)n

23
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x Soit k € [1, N]. De plus :

(car Z,, est

— pr— >
(Zy >k —1] [Zn = K] valeurs entiéres)

= [Zn=K|U[Zy > k]
Or les événements [Z, = k| et [Z, > k] sont incompatibles. Do :
P([Zy >k — 1)) = P([Zy = k]) + B([Z, > k))
Ainsi :
P([Zn = k) = P([Zn >k — 1)) — P([Z0 > k))

Deux cas se présentent alors :
-sik>2 alors k € [1,N] et k—1 € [1, N]. On peut donc utiliser les calculs précédents. On

obtient :

-si k=1, alors :

P([Z, =1]) = P([Z, > 0]) = P([Z, > 1])
(car, comme Z,(2) C [1,N] :

= 1-P([Z, >1)) Z > 0] = Q)
< 1 )n (d’aprés les calculs
— 1 (1-= b
N précédents)

On vérifie que la formule obtenue pour k£ > 2 est toujours vraie pour k =1 :

e R I ) R )

Commentaire

On détermine dans cette question la loi du minimum de v.a.r. indépendantes. On déter-
minait en question 5., la loi du maximum de v.a.r. indépendantes. C’est extrémement
fréquent aux concours. Les techniques pour répondre a ces questions sont classiques, il
est donc indispensable de les maitriser.
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o La v.ar. Z, admet une variance (et donc une espérance), car c’est une v.a.r. finie.
o Déterminons E(Z,).

N-1
E(Z,) = kZO P([Z, > k]) (d’apres la question 1.)
. Nil 1_ k " (d’apres les calculs
) N précédents)
N1 (N — k)"
e’ N
_ évj J " (avec le changement
=T d’indice j = N — k)
N-1 P\ N n
S ORG
=1 \N N
= dp(N)+1

Commentaire

Le changement d’indice j = N — k est en fait une sommation dans 'autre sens :

G N O C)
B @ @ e Y )

\.

B - () () e () (e

« Déterminons IE(Z%) )

N-1
E(Z%) = kz_:o (2k + D)P([Z, > k]) (d’apres la question 1.)
N-1 N-1
= > 2kP([Z, >k]))+ > P([Zn > k)
k=0 k=0
N-1
= 2 Y kP([Z,>k])+E(Z,) (d’apres la question 1.)
k=0
N=1 /N —FEk\" (d’apres les calculs
=2 kZ::O F ( N ) +E(Zn) précédents)
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On en déduit :

E(Z7)

(2N +1)dn(N) + 2N + 1 — 2N (dp41(N) + 1)

(2N +1)dp(N) +1 = 2N dy1(N)

o Par formule de Koenig-Huygens :

V(Zy) = E(22) - (E(Zw))°

( dn
= (2N +1)dn(N
( 1) dn(

~—  ~—

— 2N dn—l—l(N) - (d”(N))Q

+1—=2Ndyp11(N) — (du(N) +1)
4 X — 2N dnit(N) — ((dn(N))2 +2d,(N) + x)

(avec le changement

d’indice j = N — k)

(d’apres le point
précédent)

(démontré dans le point
précédent)

2

V(Zu) = (2N = 1) dn(N) = 2N dyy1 (N) — (da(N))? = V(T;,)

O

8. On rappelle que la commande grand(1, 1, 'uin', a, b) permet de simuler une variable aléatoire

suivant la loi uniforme sur [a,b]. Ecrire une fonction Scilab d’en-téte function T =

qui simule la variable aléatoire T7,.

Démonstration.

On propose le script suivant :

function T = simulmax(n)

1

2 U = zeros(1,n)

3 for i in 1:n

4 U(i) = grand(1,1, 'uin',1,N)
5 end

6 T = max(U)

7 endfunction

Détaillons les différents éléments de cette fonction.

o Début de la fonction
On commence par préciser la structure de la fonction :

x cette fonction se nomme simulmax,

x elle prend en paramétre la variable n,

x elle admet pour variable de sortie la variable T

1 function T = simulmax(n)

simulmax(n)
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On initialise ensuite une variable U au vecteur nul de taille n. C’est cette variable qui contiendra
une simulation du n-uplet (Uy,...,Uy).

2 U = zeros(1,n)

« Structure itérative

Les lignes 3 & 5 consistent & mettre & jour la variable U chaque coordonée du vecteur U & ’aide
d’une structure itérative (boucle for).

3 for i in 1:n

Chaque coordonnée du vecteur U contient une réalisation de la loi uniforme (1, N]). On utilise
pour cela la commande fournie par 1’énoncé :

4 U(i) = grand(1,1,'uin',1,N)

o Fin de la fonction
A Tissue de cette boucle, la variable U contient une simulation de (Uy,...,Up). On affecte alors
enfin & la variable de sortie T le maximum des n coordonnées de U

6 T = max(U)

Commentaire \

On aurait pu proposer un script plus court avec la commande grand(p, n, 'uin', a, b)
(mais cela correspondait moins a ’esprit de ’énoncé qui imposait 'utilisation de la commande
grand(1, 1, 'uin', a, b)):

1 function T = simulmax(n)
2 = grand(1,n, 'uin',1,N)
3 T = max(U)
4 endfunction
\ E

Partie II. Couple (Min, Max)

9. On pose, pour tout n de N* et pour tout couple (k,¢) de N2 : ¢, (k, () = IP’( [T, <k|N[Z, <[] )
a) Montrer, pour tout (k, /) € [1, N]?, la relation suivante :

k n

an(k: 6) =
E\" k—e\"
(5Y - (59w

Démonstration.

Soit (k,£) € [1, N]?. Deux cas se présentent.

esikst

x Tout d’abord : [T}, < k| C [Zn < /]. Démontrons le.
Soit w € [T, < k]. Alors : T),(w) < k. O

Znw) < Th(w) <k

Donc : Z,(w) < ¢, c’est-a-dire w € [Z,, < £].
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x On en déduit :

[T, <k|N[Z, <] = [T, <k
Ainsi :
(k,0) = P(T, <K N [Z0 <) = P(T, <)
On en conclut, d’aprés la question 3.a), que si k < £ : O, (k,0) (JI;)
. Si k > g

=
n
&
I
/N
=
n
o
=)
N
n

e]) U ([Tn <K N[Z >z])
Les événements [T;, < k| N [Z,, < 4] et [T, < k] N [Z, > £] sont incompatibles. Donc :
P(Tn < K)) = B((To < HN[Z0 < 0+ B(To < KlZn > £)) = @u(k, )+ BT < KIN(Z0 > 0]

Ui < k:]) n <r:11 U: > a)

x Or:
T, <klN[Z,>{] =

—p
D=

= N (Wi<KNUi>0a)
= 6 [£<UZ k]

On en déduit :
P(T, <klN[Z,>1]) = P<ﬂ [0 < U gk:])
i=1

(car les v.a.r. Uy, ..., Uy, sont
P <
1 Pt < Ui < k) mutuellement indépendantes)

I
—s

(2

x Soit i € [1,n]. Comme U; est & valeurs entiéres :

(<Ui<kl = [+1<U; <K

D’ou : i
[t<Ui<k = U [Ui=]]
Jj=t+1
Or les événements [U; = ¢+ 1], ..., [U; = k] sont incompatibles. Ainsi :
k
Pt <Ui<k) = > P(Ui=J])
j=0+1
ko1
= > — (car U; — U([1,N]))
j=tr1 N
k= (+)+1 k-
B N N
x On obtient alors :
L n l kE—e\"
BT, <KN(Z>0) = [TP(<U<H) = [0 = (B2
i=1 i=1 N N

Finalement, d’aprés 5.a), si k > £ :

O, (k,0) = P([T), < k]) — P([Tp < K| N [Z, > {]) = (J’;)n - <H>n
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b) Etablir, pour tout (k,¢) de [1, N]?, la formule suivante :

P([Tn = k] N [Zn :f]) = ¢n(k:?€)+¢n(k_ 176_ 1) _¢n(k_ 1?0 _¢n(kv€_ 1)

Démonstration.

Soit (k,¢) € [1, N]2.

o Tout d’abord, comme T,, et Z,, sont a valeurs entiéres :

[T, <kl N[Z, <]
- ([Tn:k]m[zn:e])u([Tngk—um[Zn
= A,UB,UC,
« D’aprés la formule du crible, on obtient :

P([T, <kIN[Z, <(L]) =

@])u([Tngk]m[anz—u)

P(Ay) + P(By) + B(Cy)

- P(4,NB,) —PA4,NC,) —P(B,NCy)
+ P(4,NB,NCy)

o Etudions ces intersections :

« AuNB, = ([Tn:k]m[znzz})m([Tngk—l]ﬂ[anﬁ])

= ([T <kN[T<k=1])N([Z0n=0-1]N[Z, <]
= [Tngk—l]ﬂ[anﬁ—l]
X Aﬁf] Qn, O,@z
A,NB,NC, = onC, = &

= P(T, =k N[Z =) +P(T, <k —1]
— P([T, <k —1]N[Z, < L—1])

N[Zn <€) + ([T < K| N [Zn < £—1))
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Autrement dit :

D, (k,0)

KO [Zn = 1)) + ®n(k— 1,0) + (k£ — 1) = Dp(k — 1,0 — 1)

V(k,0) € [1,N]?, P([T,

) = ®p(k, £) — Dp(k —1,0) — By (ke £ — 1) + B (k — 1,0 — 1)

Commentaire

comme suit.

L’égalité entre événements :

peut sembler sortie du chapeau. C’est en fait un peu le cas. Plus précisément, c’est ici I’énoncé (le
résultat a obtenir) qui nous pousse a écrire cette réunion. On pouvait I’obtenir aussi en raisonnant

On cherche maintenant & exprimer E,, U F,, U G,, sous la forme d’une réunion de 2 événements.

E,UF, UG, = E,UF,UG,UG, = (E,UG,)U(F,UG)

Or :
< E,UGh,

- ([Tn:k]ﬂ[ané—l])U([Tngkz—l]ﬂ[anf—l])

- ([Tn:k]u[Tngk—u)m[znge—u

= [T <K N[z <l—1]
< F,UGh

- ([Tngk:—l]ﬂ[ané])U([Tngkz—l]ﬂ[anf—l])

- [Tngk—m([znzz]u[znge—u)

= [T, <k—-1nN[Z, </

€]>U<[Tn <k —1n[Z, <€])U([Tn <KN[Zn <0 — 1])

(car T, et Z,, sont a
valeurs entiéres)

par distributivité
de U surn)
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¢) En déduire, en distinguant les cas k < ¢, k = £ et k > {, Vexpression de P( [T}, = k] N [Z,

en fonction de k et 4.

Démonstration.
Soit (k,¢) € [1, N]2. D’aprés la question précédente :

P([Tn = k] N [Zn = []) = @n(kvg) - q)n(k - 176) -

Trois cas se présentent.

e si k < /¢, alors d’aprés 9.a) :

x comme k < £ : ®,(k,l) = <§7> )

E—
x deplusk:—1<k:<€,donc:@n(kz—l,ﬁ):( N

1>"

O (k0 — 1)+ ®p(k—1,0—1)

x ensuite, comme k < ¢, alors : k < £ —1 (car k et ¢ sont des entiers).

k n
Donc : @ (k, 0 —1) = [~ ) |
onc (k,0—1) (N)
E—1\"
x enﬁnk—1<€—1,donc:@n(k—l,ﬂ—l):<N) .

Finalement :

e - (3T 8 T -

Sik<€:P([T, =k N[Z =]

) =0.

e si k =/, alors d’aprés 9.a) :

x comme k=0 : ®,(k,l) = <]]:[> )

k
N

—1\"
x deplusk—1<k=¢ donc: ®,(k—1,¢) = <> ,

x ensuite, comme k = £, alors : k > ¢ — 1. Donc :

i - (1) (5
k

(¢
N

K—(K-1)
(%

- (3
- ()

x enﬁnk—lzﬁ—l,donc:@n(k—l,ﬁ—l):<

-5

Finalement :

E—1\"
i

nwnin - (£ TS ()

:

(cark=1)

Sik=10:P(T, =k N[Z
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e si k> ¢, alors d’aprés 9.a) :

n n
x comme k > {: O, (k,0) = (;) — <kN£> ’

x de plus, comme k > ¢, alors : k —1 > ¢ (car k et £ sont des entiers).

pone- e 1= (E2) - (E2D=0)’

x enfin k—1>/¢—1, donc :

mneen = (50 () - (5)

Finalement :

k—1¢

N

N

Sik>0:P(T, =k N[Zn=1) = (W>"+<l<r—€ﬂ>"_2<l<:—£

N

)

10. On donne, pour tout couple (m,n) de (N*)2, les deux relations suivantes :

(i) 3 (G0 =27+ (- 1) = (m 4 1) — " — 1
7=1

@) S (G402 4+ G 1)") = m 1)~ (g

a) En déduire, pour tout n de N*, la formule suivante : E(7,,Z,,) = N(1 + dp4+1(N)).

Démonstration.
Soit n € N*.

o La v.a.r. T,, Z, est finie. Elle admet donc une espérance.

o Par théoréme de transfert :

N /N
E(T, Z,) = 1;1 <£:1 k¢ P([T, =klN[Z, = E]))
N N N
= > ( > kP(Th=kN[Zn=L)+ > KkEP(T,=kN[Z,
k=1 \ ¢=1 (=

<k =k

N
+ Y keP(T, =
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« Tout d’abord, d’apres 9.c) :

N 1
S KCP(T, =kN[Zy=1]) = K P(T,=kN[Z,=1]) = kQW
(=1
=k
« Toujours d’aprés 9.¢) :
N
Z kﬁP([Tn:k]ﬂ[anf])
(=1
<k
N k—0—1\" k—0+1\" k—o\"
= e () ) ()
<k
k=1 k—0—1\" k—¢+1\" k—o\"
= A AR N IR I
e ()« (57) (%)
k-l
= —nZ€((k:—ﬁ—1)n+(k—€+1)n—2(k—€)")
N™ i3
k—1
o Calculons apart > £ ((k—0—1)"+ (k—(+1)"—=2(k—0)").
=1
Tout d’abord, avec le changement d’indice j = k — ¢, on obtient :
k—1
Sl((k—t-1)"+(k—-t+1)"=2(k-0")
(=1
= Al(k—y)((y—l) +(+1)" —25")
]:
k=1 . n . n . k_l. . n . n .
= kzl((y—l) +(G+1) —2,7”)—21J((,7—1) +(+1D)" 2"
Jj= Jj=
Or :
x d’aprés 10.(i) appliquée a m =k —1:
k—1
Zl((j—l)"+(j+1)”—2j”) = (k-=1)+1)"—(k-1D"-1 = k"—(k—1)"-1
J:

x d’aprés 10.(i1) appliquée toujours am =k — 1 :
k—1
le (G=D"+(G+D)"=25") = (k=1 ((k—1)+1)"—((k—1)+1) (k—1)" = (k—1)k"—k(k—1)"
j:

On en déduit :
k—1

SO(k—=1)"+(k—L+1)" =2(k—0)")
=1
= k (k"= (k=1)"=1) = ((k — k" — k(k —1)")

= k= R — k — (k — 1)K+ E(e—1)"

= (K—(K—-1))xk'—k = k" —k

Onobtient:kilﬂ ((k—0—-1)"+(k—C4+1)"=2(k-0")=k"—k (%)
/=1
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e On en conclut :

E(T, Zy,)

k=1 N
1 N
N > (k (k"= k) + k?) (d’apres ce qui précéde)
k=1
1 N
N k=1

Finalement : E(T}, Z,) = N (dps1(N) + 1).

b) On note, pour tout n de N*, p, le coefficient de corrélation linéaire entre T, et Z,.

Calculer
n

Démonstration.
Soit n € N*.

lim p, lorsque N > 2.
—+o0

e Comme les v.a.r. T}, et Z,, admettent un moment d’ordre 2, alors elles admettent une cova-
riance. Comme V(Z,,) et V(7},) sont non nulles d’aprés 6.¢) et 7., leur coefficient de corrélation
linéaire p,, est bien défini.

o Par définition du coeflicient de corrélation linéaire :

Cov(Ty, Zy)

VT V(Za)

« Commencons par déterminer Cov(T},, Z,,). Par formule de Koenig-Huygens :

Cov (T, Zy)

= E(Tn Zn) - E<Tn) E(Zn)

= N1+ dnt1(N)) = (N = dn(N))(dn(N) +1)

(d’apres 10.a),
6.b) et 7.)

= N+ Ndp1(N)— (Ndy(N)+ X —dp(N)? — d,(N))

= Ndy1(N) = Ndp(N) +dp(N)? +dn(N)

o Déterminons ensuite un équivalent de
x D’aprés la question 6.d) : V(T,,) ~
n—-+oo

V(Tn) V(Zy).
d, ().

x D’aprés la question 7. : V(Z,,) = V(T,,).

Ainsi : V(T,,) V(Z,)

~ N)2.
n—-+oo dn( )

On en déduit : /V(T,,)V(Z,) ~ dn(N).

n——+oo
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« On obtient alors :

Cov (T, Zy) Ndpi1(N) = N dp(N) 4 dn(N)? 4 d,(N)
V(T,) V(Z,) n—+ee dn(IN)
I I
Pn y G1V) — N +d,(N) +1
dn(N)
Or:
« d’aprés 6.d) : lim hrNV) L b i v Iy

n+1 o
n=-roo dn(N) N n—-+o00 dn(N)
x d’aprés 6.a) : ngrfm dn(N) =0.
Ainsi : p N
lim N n-i-l( )

———2 —-N+dy(N)+1 = N-1-N 1 =
Jm (V) +dn(N) + + 0+ 0

On sait de plus que 2 suites équivalentes ont méme limite.

On en déduit : lim p, =0.
n—+o0o

O

11. a) Pour tout n de N* et pour tout couple (k,¢) de [1, N]?, calculer la probabilité conditionnelle
Pir, =) (120 = 1]).

Démonstration.
Soit n € N*. Soit (k,¢) € [1, N]*.

Pir,—i)([Zn =1€]) =

Trois cas se présentent.

e si k< ¥, d’aprés 9.c) :

Dot : Pyp,— ([Zn = {]) = 0.
o si k =/, alors d’aprés 9.c) et 5.b) :

P([T, = kN [Z, =1]) (+) 1

(=) = =R T GG oGy

e si k > ¢, alors, toujours d’apres 9.c) et 5.b) :

- (B=L1)™ 4 (B=LEL)™ g (Ec)" o (E—l=-)"+(k—t+1)" —2(E-0)"
Pig,—i([Zn=1) = —F (%)”_N(%)" = kr —(k —1)»
0 sik </t
1 k=
W(k, ) € [1, N2, Py —y ([Zn = 0) = kn—(k—1)» T
(k—C—1)"+(k—L+1)" —2(k—0O)"
T 51k>é
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b) En déduire, pour tout n de N* et pour tout k de [1, N, 'expression de I'espérance conditionnelle
Er, =1 (Zn)-

Démonstration.
Soit n € N*. Soit k € [1, N].

« La v.ar. Z, est finie. L’espérance conditionnelle E(z, _;1(Zy) est donc bien définie.

o Par définition de I’espérance conditionnelle :

IE[Tn:k} (Zn)

N
= Y AP _y([Zn=1])
/=1

(=1 (=1
<k =k
N (k—C—-1)"4+k—-04+1D)"=2(k—-0" N 1

_ - - ‘aprés 11.
Zg 1 R + 421 1 T (d’apres 11.a))
<k (=k

kr—(k=1)"\ =
1 N o
- k" — (k— 1) (k" — ) + ) (d’aprés 10.a) (%))
1o k™
On en déduit : Bz, —)(Zn) = m -

Partie III. Prévision

« Pour n entier de N*; on dispose d'un (n + 1)-échantillon indépendant et identiquement distribué
(Uy,Us,...,Uyy1) de la loi uniforme sur [1, NJ.

e On pose : T,, = max(Uy,Us,...,Uy,) et T,,11 = max(Uy,Us, ..., Upt1) = max(T),, Upy1).
N

« Pour tout ¢t = (t1,ta,...,ty) de RN on pose : Wi(Ty,) = 3. tg x Lir, =k
k=1

Dans cette partie, on se propose de déterminer la valeur de ¢ pour laquelle les deux conditions suivantes
sont vérifiées :

() E(Wt(Tn)) = E(Tn+1);
(ii) E((TnH — Wt(Tn))2> est minimale.
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12. Montrer, pour tout k de [1, N], la relation : P([Wy(Ty,) = tx] ) = P([T, =k]).

Commentaire

1l fallait, dans cette question, supposer les coordonnées t1, ..., ty sont deux a deux
distinctes. Cela est bien précisé dans le rapport du jury sur cette épreuve.

Démonstration.
Soit k € [1, N]. Démontrons : [Wi(T,,) = tx] = [T, = k.
Soit w € Q.
Comme la famille ([Tn =] )j €[LN] forme un systéme complet d’événements, alors il existe un
unique jo € [1, N tel que : w € [T, = jo]. Dans ce cas :
N
W) (@) = X 4 1r— ()
j=

N N
= X i+ Xt Lp—Ww)
. iz
J=1Jo
= tjx 1 (car w € [T}, = jo], et donc :

Vj # jo, w & [T = j])

Deux cas se présentent alors.

e si jo =k, alors :

x d'une part : w € [T), = k],
x d’autre part, d’aprés le calcul précédent : (Wi(Ty,))(w) = ty,. D'on : w € [Wi(T,,) = ty].
o si jo # k, alors :

x d’une part : w ¢ [T;, = k],
« d’autre part : (Wy(T},))(w) = tj, # tk, car t1, ..., ty sont deux a deux distincts.

D'ou : w ¢ [W(T,) = tg].
Ainsi I'événement [T;, = k] est réalisé si et seulement si 'événement [W3(T),) = ti] est réalisé.
On en déduit :

[Tn = k] = [Wi(Th) = ti]

On en conclut : P([T,, = k]) = P([Wi(T},) = tx] ).

O

13. Etablir, pour tout k& de [1, N|, la formule suivante : E(T},41 xﬂ[Tn:k]) =P([T, =k]) XEi7, =) (Tnt1)-

Démonstration.
Soit k € [1, NJ.

o Lav.ar. Tyy1 X 17, - admet une espérance car c’est une v.a.r. finie.

37



ECE2 11 Décembre 2021

Mathématiques

(version B)

o Par théoréme de transfert :

E(Ths1 x L7, )

- & (Burta=inina =)

i=1 \j=0
N
= 3 (ixOxIP’ — k] = 0 —|—z’><1><]P’([Tn+1:i]ﬂ[]l[Tn:k]zl])>
=1
= % i P([Thg1 =] N [T, = k]) (par définition de 17, —p)
=1
N
= ; i P([Th = k]) Py iy ([Tng1 = i) (car P([T, = k]) #0)

= P([T, =#]) g:l i Prry, =) ([Tng1 = 1])

= P([Tw=k]) Eg,=p)(Tr41)

E(Tot1 % Lip,=x)) = P([Tn = &) Eqgy, =) (Tnt1)

14. a) Calculer, pour tout couple (k, ) de [1, N]?, ([T}, = k] N [T11 = j] ).

Démonstration.

Soit (k,j) € [1, N]?.
L’événement [T;, = k| N [T}, 41 = j] est réalisé
& [T), = k] est réalisé ET [Th4+1 = j] est réalisé
& T, prend la valeur k ET T, +1 prend la valeur j

la plus grande valeur prise ET la plus grande valeur prise
par Uy, ..., U, est k par Uy, ..., Uy, Upyq est j

Trois cas se présentent alors.

e sik>j,alors: [T, =k|N[Th+1 =j] = 2.

En effet, comme T},+1 = max(T,, Up+1), alors en particulier : Tp, 11 > T),.
On obtient :
P([Tn =klN[Tht1=4]) = P(@) =0

e si k=7, alors :

L’événement [T, = k] N [T, 41 = j] est réalisé

la plus grande valeur prise la plus grande valeur prise

ET .

par Uy, ..., U, est k par Uy, ..., Uy, Upyq est j
la plus grande valeur prise ET Un+1 prend une valeur
par Uy, ..., U, est k inférieure ou égale a k

On en déduit :
[T, =k|N[The1 =k = [T, =k N [Upy1 < K]
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On obtient alors :

P([T =k N [T =k]) = P([Tn=kN[Unpt1 <k])

= P([T = k]) B([Uns1 < K])
- () (%) )%

e si k < 7, alors :

(car T,, et Up41 sont indépendantes
par lemme des coalitions)

(calculs effectués en 5.b))

L’événement [T, = k] N [T, 41 = j] est réalisé

la plus grande valeur prise
par Uy, ..., U, est k

la plus grande valeur prise
par Uy, ..., Uy est k

On en déduit :

par Uy, ..

la plus grande valeur prise
o Up, Upy1 est g

ET Upn+1 prend la valeur j

[T = KN [T =] = [T =k 0 [Uns1 = ]

On obtient alors :
P([T, =k N[Th1 =13]) =

(car T, et Upy1 sont indépendantes
par lemme des coalitions)

(d’apres 5.b) et car
Unt1 = U([1,N]))

V(k,j) € [1, N]%, P([T, = k] N [Thi1 = j]) =

JORCIRS
JORCHEEN

sik>jg

b) En déduire, pour tout couple (k, j) de [1, N]?, la probabilité conditionnelle Pz, =] ( [Tht1 = J] )

Démonstration.
Soit (k, ) € [1, N]?.

Pk ([T =J4]) =
Or, d’aprés 5.b) : IP’([Tn = k]) _ (;)n - <k];1>n

On conclut alors a ’aide de la question précédente.

V(k,j) € [1, NI?, Pigy,—p) ([Tos1 = 5]) =

2z~ z2l= o

sik>j
sik=j
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¢) Déterminer, pour tout k de [1, N], I'expression de I'espérance conditionnelle Ez, —p (T 1)

Démonstration.

Soit k € [1, NJ.

« Lav.ar. Ty est finie. L’espérance conditionnelle Ej7, 4 (7,,+1) est donc bien définie.

e De plus :

Bz, =1 (Tn+1)

N ‘
= 21 7 P,y ([Togr = J])

]:
= 1=41)+ X iPrey([Thri=41)+ X JPmen ([T =14])

j=1 ji=1
j=k >k
N k N 1

= > J=+t > i (d’apres la question précédente)

T A =

ji=k ji>k

K2 1 X
= vTv X J

N ik
Or :
N (k+14N)(N—(k+1)+1)
> i = 5
=kl
 (k+14N)(N—k)
B 2

Nk —k2+ N —k+ N? - N¢

2
On en déduit : ) ( ) )
k 1 N(N+1)—-k*—k
Eip,=t)(Tn+1) = NN 9
_ KON+l Rk
N 2 2N 2N

Er=(Tot1) = 35 ~ 58 T 5 .

d) En appliquant la formule de I'espérance totale, déduire de la question précédente la relation

suivante : Nl .
2
o+ ﬁ(E(Tn) —E(Tn)>

E(Tn+1) =

Démonstration.

o On sait déja, d’aprés la question 6.b), que la v.a.r. T,,+1 admet une espérance.
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o Par formule de ’espérance totale :

E(TnJrl)
N
= kzl P( [Tn = k]) H'—’:[Tn:k} (TnJrl)
N k2 k N+1 s . iy
= k2:31 P([T, = k)) <2N ~ 5N + 2) (d’apres la question précédente)
1 XN 1 X N+1 XN
= v 3 k2 P([Tn:k])—ﬁ > kP([TnZk])+T > P([T,=k])
k=1 k=1 k=1
I D N+1 X B
= N E(Ty) - N E(T%) 5 kz::1 P([T, = k])
1 N+1 (car ([T, = k)) forme un
= —(E(T?) - E(T), SR ke[1,N]
2N( (T3) ( )> 2 systéme complet d’événements)
1 ) N +1
(Tos1) = 53 (B(T2) — E(Tn)) + = — -

- 2 N
15. Etablir I'égalité suivante : (Wt(Tn)> =5 2 x gy
k=1

Démonstration.
o Tout d’abord :
2
(wir)
N 2
= <Z 123 ]l[Tn:k]>
k=1
N 2
— ];1 (tk ]l[Tn:k]> + o kz< N tr ]l[Tn:k] X t; ]l[Tn:j]
- IR) X
J#k
N N N
= X (s lp—n) + 2 2 b X 1 iz,
= = Jj=
J#Fk
N ) s N N
= 20 (Umen) 22 et nenni
— — j=
JFk
N ) s N N
= Yt (Mp=w) "+ X | X ttjlo
k=1 k=1 j=1
JFk
N ) 9
— kzl t2 (Lpp,=ry)” +0

(d’apres 3.b)(i))

(car, comme k # j, [T, = k] et
[T,, = j] sont incompatibles)
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« Démontrons maintenant : (]I[Tn:k})z = 11, =x)-
Soit w € . Deux cas se présentent :

x sl w € [T,, = k], alors :

(]l[Tn:k}(W))z =1’ =1-= L7, =k (w)

x siw ¢ [T, = k|, alors :

(Lpei(@)? = 02 = 0 = 1y, _yW)

(Uz—1)” = Lz =g

M=

On en déduit : (VVt(Tn))2 =

2 2 N 2
tk (]l[Tn:k]) = kzl tk ]l[Tn:k}'

k

Commentaire .

o On utilise dans le 1" point de cette démonstration une généralisation de la formule du

1

binéme de Newton d’exposant 2.
Commengons par rappeler cette formule :

(a1 +a2)? = (af +a3) +2asaz
Au rang 3, on obtient :
(a1 + a2 +a3)2 = (a% +a%+a§) +2(ay ag + ay asz + ag az)

Pour obtenir la formule au rang n, il ne s’agit pas de la tester pour tous les rangs mais
de 'obtenir par récurrence. On trouve :

(E ak> = > ap +2 > oapa
k=1 k=1 1<k<j<n

o Pour se convaincre que cette formule est bien la méme que celle employée dans la
démonstration, on peut remarquer :
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16. Soit g la fonction définie sur RY & valeurs réelles par :

g(t17t2,. .. ,tN) = E((Tn+1 _ Wt(TN))Q)

a) A laide des résultats des questions 13, 14 et 15, expliciter g en fonction des variables ¢, to,

., tn.

Démonstration.
Soit (t1,...,tn) € RV,

« Tout d’abord :

g(tl, - ,tN)

Or :

x d’une part, par définition de W(T},) :

N
E(Th Wie(T)) = E (Tn—H kzl Ly 1[Tn:k]>

x d’autre part, d’aprés 15. :

E((Wt(Tn))Q) -

e Ainsi :

E((Tn - Wt(Tn))Q)

M=

tk B (Tns1 Lym,—))

ol

—_

S
E (Z ty ]l[Tn—k]>
k=1

th E (Liz,=k))

IE(TT%H — 2T 1 Wi(Ty) + (Wt<Tn))2>

E(12,,) ~ 2B (Tt Wi(T)) + E( (Wi(Z,)?)

(par linéarité de
lespérance)

([Tn = k] ) E[Tnzk}(TnH) (d’apres 18.)

(par linéarité de [’espérance)

(car, d’aprés 3.a) :
L= — B(P([Th=k])))

gty .. ty) = B(T2,,) — 2B(Thi Wi(Th)) + E((Wt(Tn))Q)

= E(T?,) -2 é tP([T, = k] ) E|

To=k] (Tn+1) + é:l tP([T, = k])

— B(T3)+ T P([T = H) (2 t By, c(Tos) + 1)
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o De plus, comme ( [T, = k] ) forme un systéme complet d’événements :

ke[1,N]

D’ou :

g(tl, . ,tN> = E(be_i_l) X1+ kzl IP( [Tn = ]{]) (—2 tr E[Tn:k}(Tn—i—l) —I—tz)

= E(T2,,) I:z:;l P([T, =k]) + é P([Tn = k) (—2 tr Bipy—p) (Tng1) + 17)
_ é P([T, = 1) (E(T2,,) — 2 tx Ery—g(Tas) + £2)

N
v(tlu oo 7tN> € RN: g(th <o 7tN) = Z (E(Tr%—i-l) -2 tk E[Tnzk](Tn—i-l) + ti) P( [TTZ = k])

k=1 O
b) Montrer que g admet un minimum global sur RY atteint en un point § = (01,6s,...,0x) que
'on déterminera en fonction de Eir, —1)(Th+1), B, =) (Th+1), - - Bipo=n(Tot1)-
Démonstration.
« D’aprés la question précédente, on cherche a minimiser pour tout (ty,...,tx) € RY la quantité :

gt ty) = Iﬁjl (E(T21) = 2 te By —ig (Toi1) + 1) P( [T = K]

Comme c’est une somme, on va chercher & minimiser chaque terme de la somme. Autrement dit,
pour tout k € [1, N, on cherche & minimiser, en ¢, ’expression :

(E(T41) = 2 tr Epr g (Tnga) + ) P([Tn = K])
Comme de plus, P( [T, = k] ) est une constante positive, cela revient & minimiser :
E(T2 1) — 2 tg By —pg (Ths1) + £
On souhaite donc finalement minimiser, dans R, la fonction :
ok x> B(Thyy) =2 @ Bigyy—gy(Tog) + 22

o Commencons par démontrer que cette démarche est pertinente. Autrement dit, démontrons que, si
pour tout k € [1, N], 0 minimise ¢y, alors (01,...,0x) est un minimum global de g.
Soit (t1,...,tn) € RV,
x Soit k € [1, N]. Comme 6} minimise ¢y, alors :
©x(Or) < ok (tr)
donc  @p(Op)P([Tn =k]) < @i(te) P([Tn=4k])  (carP([Tn=%k])>0)

x FEn sommant ces inégalités pour k variant de 1 & N, on obtient :

S A0B(T=H) < % oulo) B((T = K)

g(01,...,0n) g(t1,...,tN) (par définition de ¢y,)

Ainsi, si pour tout k € [1, N], 0 minimise @y,
alors (01, ...,0x) est un minimum global de g.
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« Soit k € [1, N]. Déterminons un minimum de .

x La fonction ¢y, est dérivable sur R car c’est une fonction polynomiale.

x Soit z € R.

Ainsi :

= 2B, - (Tht1) + 22

& 2K, oy (Tht1) +22 20

& 22 2 2]E[Tn:k] <Tn+1)

&z 2 B, (Ths1)

En notant 0y = Ejz;,—4)(Ty+1), on obtient donc le tableau de variations suivant :

T —00 O +o0
Signe de ¢} () - 0 +

+00 +oo

Variations de ¢y \ /

@1 (6k)
On en déduit que, pour tout k € [1, N, la fonction ¢y
atteint son minimum en 0y = Eip, _g(Tht1)-
Finalement, la fonction g admet un minimum global en (61,...,0y)
ot, pour tout k € [1, N], Ox = Eig, —(Tht1)- 0

17. Etablir les deux relations suivantes : E(Wy(T,)) = E(Th41)

Démonstration.

et V(Wp(T)) < V(Th1).

o La v.ar. Wy(T,,) admet une espérance car c’est une v.a.r. finie. De plus :

E(Wy(T,)) =

N
E (Z Hk ]l[Tnzk])
k=1

N
Z 0]9 E (E[Tn:k})

ar linéarité de l'espérance
D P

(car, d’apres 3.a) :
L= = B(P([Tn = #])))

(par définition de 0y, en 16.b))

(par formule de
lespérance totale)

E(Wy(Ty)) = E(Th+1)
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o Les v.a.r. Wy(T,) et T,+1 admettent une variance car ce sont des v.a.r. finies. De plus :
V(Tns1) — V(Wy(T))

— BT - (5(T) - (E(0(T)7) - (B0T)’)

= E(T?,) - (E&)" — E((Wg(Tn))z) + M (d’apres le point précédent)
— E(T2,)) — E((Wa(Tw)*)
N
= E(I;.,)—E <k§1 07 ]l[Tnzk]> (d’aprés 15.)
= E(T: 1) g:l 07 E(Li7,—x))
= E(TZ%,,) - ké 02 P([T, = k)) (car L, —yy — B(P([Tn =k])))

L’expression obtenue ressemble a celle de g(#). Essayons donc de trouver une relation entre ces
deux quantités.

N

g(0) = = (E(TnH) 2 01 Eipy,—)(Tnt1) + 02 ) ([ n = k‘]) (d’apres 16.a))
= k§1 (E(Tg—i-l) -2 91% + 9;%) P( T, = k?]) (d’aprés 16.b)
= S (B2 - R)B((T, = 1)

::<M02M[ — k)~ S 02 B([Ta = H])

N (car ([T = K] )ke[[l,N]]
= E(T?,)—- Y 02 P([T,=k]) forme un systéme
complet d’événements)

On en déduit :
V(Tna1) = V(Wo(Th)) = g(0)
= E(( n+1 — Wo(T, ))2) (par définition de g)

Par positivité de ’espérance : ]E(( n+1 — Wo(T, 2) 0. Ainsi : V(Tpy1) — V(Wp(T3)) = 0.

Dot : V(Thi1) = V(Wy(T3)).
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N

18. a) Etablir, pour tout i de N*, I'égalité suivante : k% L —p = (T,)".

b)

k=1
Démonstration.
Soit 7 € N*. Soit w € Q.
Comme la famille ( [T, = k| ) ke[LN] forme un systéme complet d’événements, alors il existe un
unique jo € [1, N] tel que : w € [T, = jol. Alors :
x d’une part :

N N ) N .
Yok L —yw) = Y K lpogw)+ > K L,y (w)
k=1 k=1 k=1

k # jo k= jo

(car w € [T, = jo), et donc :
Vi # jo, w ¢ [Tn = jl)

N ,
Finalement : Vw € Q, > k' 17, —py(w) = (T},) (w).
k=1

N . .
On en déduit : Y k' Ljp,—p = (T},).
k=1

O
N+1 1
En déduire la relation suivante : Wy(T},) = T+ + N (T,% — Tn).
Démonstration.
Par définition de Wy(T),) :
W@(Tn)
N
= > O Lip,—g
k=1
N
= > Ei7, =1 (Thy1) L, —p (par définition de 6y en 16.b))
k=1
N ok k  N+1 o
= kgl <2N T oN + 2) L7, =k (d’aprés 14.¢))
1 XN 1 XN N+1 XN
= — k2 Lpp _p — —— kL — —_— T —
2N = =K 9N kZ::1 Ta=h] ¥ 3 kZ::I [T =k
1 1 N+1 X
= —T?— ——T,+—— Ty _ EOU ; f s
5N n T aN tn + 5 kgl [T, =k] (d’apres la question précédente)
_ 1 (12— 1,) N+1 (car ([T, = k] )ke[[l,N]] forme un
2N V" 2 systéme complet d’événements)
1 N +1
W9<Tn) = IN (Tﬁ - Tn) T
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Commentaire N

o On utilise dans cette démonstration la propriété suivante : pour tout systéme com-
plet d’événements (A;)ic[in] :

n
> 14 =1
=1

« Démontrons la.
Soit w € Q.
Comme la famille (A;);c[1 ) forme un systéme complet d’événements, alors il existe
un unique 7o € [1,n] tel que : w € A;,. Alors :

; f4(w) =

(car w € Aj,, et donc :

Vi 757;0} w ¢ A’L)
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