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DS5 (version B)

Probléme I (EML S 2013) - 47 points

Si A= (aij), i<n € A (R), alors pour tout j € [1,n], on note C;(A) la matrice colonne de .4, 1(R)
constituée des coefficients de la colonne numéro j de A. Ainsi : Cj(A) = (ai;)1<i<n-

Partie I : Un exemple

1 1
. 2 -1 ;
Soient Uy = NE Vo = 5 et Ag = Ug' V.
4 -1
1. Vérifier que 0 est valeur propre de Ag et déterminer une base du sous-espace propre associé.
1 -1 2 -1
2 -2 4 =2
-1 pt : AO = 3 -3 6 —3
4 —4 8 —4

1 pt : Ay non inversible donc 0 est valeur propre de Ag

1 pt : poser le systéme pour obtenir Ey(Ay)

1 -2 1
1 0 0
- 1 pt : Ey(Ap) = Vect ol 1 1o
0 0 1
- 0 pt : démontrer la liberté
1 —2 1
- 1 pt : la famille F = (1] , (1) , 8 est une base de Ey(Aj) (génératrice + libre)
0 0 1

2. a) Calculer Ay Up.
-1pt:AgUp=1-U
b) Montrer que Ag est diagonalisable dans .Z4(R).

- 2 pts : la somme des dimensions des sous-espaces propres vaut 4 (>4 et < 4) 0U

1 -2 1 1
. 1 0 0 2
la famille G = ol 1 blol s est une base de vecteurs propres.
0 0 1 4
¢) Déterminer une matrice diagonale D de .#4(R) et une matrice inversible P de .Z4(R) telles que
Ay =PDP L.
1 -2 11
1 0 0 2
-1pt: P= 0 1 0 3
0 0 1 4
0 00O
0 00O
-1pt: D= 000 0
0 0 01
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Partie II : Trace d’une matrice carrée

Pour toute matrice A = (a; ;) € Mn(R), on appelle trace de A et on note tr(A) la somme des

1<i,j<n
n
coefficients diagonaux de A, c’est-a-dire tr(A4) = > a;;.
i=1
3. Montrer que Papplication tr: .#,(R) — R | est linéaire.
A —  tr(A)
- 2 pts

4. Montrer : V(A, B) € (///n(R))Q, tr(AB) = tr(BA).
- 1 pt : formule (AB);; = > aixby;
k=1

- 1 pt : interversion des symboles )

5. Vérifier, pour tout A = (a;;)1<ij<n € #n(R) : tr(*tAA) = >

n
=1 j=

2
as ..
2,
1

- 2 pts

Partie III : Une caractérisation des matrices de rang 1

6. Soient U = (u;)1<i<n €t V = (vi)1<i<n deux matrices colonnes non nulles de .7, 1 (R).
a) Justifier : U'V € 4, (R).
Déterminer les coefficients de UV a 1’aide des coefficients de U et de V.

-1pt:Ué€ #1(R) et 'V € 4 ,(R) donc UV € 4, (R)

u1v1 UuU1v2 e U1VUn—-1 U1Vp
U2U1 U2V N U2UVn—1 (HX
-1pt:UW =
Un—-1V1 Up—1V2 ... Upn—-1Un—-1 Up—1Un
UnpU1 Up V2 e UpUnp—1 UnpUn

b) Exprimer tr(U 'V) a I'aide des coefficients de U et de V.
-1pt: tr(UtV) =Y ujv;
i=1

¢) Quel est le rang de U V.

-1pt:rg (UtV) =1g (Ujo U) car V non nul
- lpt:rg(U):lcarUnonnul

On accorde 1 pt pour rg (U) = 1 sans justification

7. Soit A € M, (R) une matrice de rang 1.
a) Montrer qu’il existe jo € [1,n] tel que, pour tout j € [1,n], il existe o; € R vérifiant :
Cj(A) = o Cj, (A)
- 2 pts : 1 pt pour procéder par ’absurde et 1 pt pour rg(4) > rg (Ck(A),Cg(A)) =2
- 1pt: A C5(A) + 1 C5o (A) = 0.z, ()

- 2 pts: Cj(A) = —% Cj,(A) car \; # 0 par I’absurde.
j
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b) En déduire qu'’il existe deux matrices colonnes non nulles U et V de .4, 1 (R) telles que A = U'V.
- 1pt:U=Cj(A)

aj
-1lpt: V=

Qp

8. Enoncer une caractérisation des matrices de .#,(R) de rang 1.

- 2 pts : 1g(A) = 1 & A sécrit sous la forme A = U'V avec (U,V) € (///n,l(R))2

Partie IV : Une caractérisation des matrices de rang 1 diagonalisables

Soit A € #,,(R) une matrice de rang 1. On note U et V' deux matrices colonnes non nulles de ., 1 (R)
telles que A = U 'V et on note a = tr(A).

9. Montrer que 0 est valeur propre de A et déterminer la dimension du sous-espace propre associé.

- 1 pt : 0 est valeur propre de A car A non inversible
- 2 pts : dim (Ey(A)) = dim (#,,1(R)) —rg(A) = n—1 dont 1 pt pour le théoréme du rang

On n’attribue qu’l pt sur les 2 en cas de confusion d’objets.
10. Montrer : 'V U = (a), puis : A% = a A.

-1pt: VU =3 ujv; = (a)
i=1

- 2 pts : pour le reste dont 1 pt pour P’associativité de x : (tU V) (tU V) ='U (VtU) %
11. Montrer que si a = 0, alors A n’est pas diagonalisable dans ., (R).

- 1 pt: P(X)= X? est un polynéme annulateur de A
-1 pt : Sp(A) C {0} puis Sp(A) = {0} car 0 est valeur propre
-1 pt:dim (EO(A)) =n—1<n=dim (%nl(R)) donc A n’est pas diagonalisable

12. On suppose a # 0. Calculer AU. Déduire des questions précédentes que A est diagonalisable.

-1lpt: AU=0a-U
1pt: P(X)=X%2-aX =X (X —a) est un polynéme annulateur de A

1 pt : Sp(A) C {0,a} puis Sp(A) = {0,a} car 0 est valeur propre et U vecteur propre
associé a la valeur propre a

1 pt : dim (Ep(A)) =n —1 < n = dim (.#,1(R)) donc A n’est pas diagonalisable

- 1 pt : la famille G obtenue par concaténation des vecteurs d’une base de Ey(A) et de U
est libre

- 1 pt : la famille G est une base de vecteurs propres de A

13. Enoncer une condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice de .#,(R) de rang 1 soit diago-
nalisable.

- 2 pts : si A une matrice de rang 1 : tr(4) #0 < A n’est pas diagonalisable
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Probléme II (ESSEC II 2010) /92

o L’objet du probléme est I’étude de la durée de fonctionnement d’un systéme (une machine, un
organisme, un service ...) démarré a la date ¢ = 0 et susceptible de tomber en panne a une date
aléatoire. Aprés une partie préliminaire sur les propriétés de la loi exponentielle, on introduira dans
la deuxiéme partie, les notions permettant d’étudier des propriétés de la date de premiére panne.
Enfin, dans une troisiéme partie on examinera le fonctionnement d’un systéme satisfaisant certaines
propriétés particuliéres.

o Les trois parties sont dans une large mesure indépendantes.

o Toutes les variables aléatoires intervenant dans le probléme sont définies sur un espace probabilisé

(Q, o, P).
« Pour toute variable aléatoire Y, on notera E(Y") son espérance lorsqu’elle existe.
¢ On adoptera les conventions suivantes :
x on dira qu'une fonction f continue sur R* et continue a droite en 0 est continue sur R .
x en outre, si T est une variable aléatoire positive dont la loi admet la densité f continue sur R,
sa fonction de répartition Fr(t) = P([T < t]) = / t f(u) du, est dérivable sur RY , et dérivable a
droite en 0. ’

x on conviendra d’écrire F.(t) = f(t) pour tout t € Ry, F.(0) désignant donc dans ce cas la dérivée
a droite en 0.
I. Généralités sur la loi exponentielle

On rappelle qu’une variable aléatoire suit la loi exponentielle de paramétre p (u > 0) si elle admet
pour densité la fonction f,, définie par :

Jpe st x>0
f“(x){o si z<0

1. Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parameétre .

a) Donner l'espérance E(X) et la variance V(X).

1

e 1 pt:E(X)=—

o
1pt‘,'V(X)—i
: 2

b) Justifier que pour tout entier naturel n, X™ admet une espérance et déterminer une relation de
récurrence entre E(X" 1) et E(X™) pour tout entier naturel n.

e 1 pt:lav.a.r. X admet un moment d’ordre n ssi convergence absolue ce qui revient
a la convergence

+o00 +o0 +o0
e 1pt: / t" fu(t) dt = / t" fu(t) dt = / t" 1 e #' dt car f nulle en dehors
0 0

—o0
de 0, 4+o00[
elpt:t"pert = o (%e_%“t> ou autre relation permettant de conclure
t——+o0

« 1 pt : sile reste du théoréme de négligeabilité est énoncé correctement (notamment
le caractére positif)

o 1 pt : IPP effectuée sur un segment
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n+1 n+1
« 1 pt : passage a la limite aprés avoir mentionné la convergence et conclusion

B t H 1 B H B 1
.1pt:/O t"pe t dt = 1 — Bl ek +/O " fu(t) dt

¢) En déduire E(X™) pour tout n > 0.

n!
e 3 pts : démonstration par récurrence IE(X ”) = —~ ou en itérant la formule précé-
1
dente (2 pts seulement dans ce cas)

d) Retrouver la valeur de V(X)) a l’aide de la question précédente.

« 1 pt : Par KH V(X) = E(X?) — (E(X))?
2!
. 1pt:IE(X2):—2
L
2. Propriété caractéristique

a) Soient p > 0 et X une variable aléatoire de loi exponentielle de parameétre p.
Justifier que pour tout réel = positif ou nul, le nombre P([X > z]) est non nul.
Montrer que pour tous réels positifs z et y :

Pixsa)([X > 2 +y]) = P([X > y])

« 1 pt:comme X 5 E(N),Vz>0,P([X >z]) = e#*>0
P([X>z]Nn[X>z+y])
P([X >a])

. lpt:P[X>x]([X>.T—|—y]):

ef/J' (£E+y)

e 1pt:[X >z+y] C[X >2]et conclusion Py, ([X >z +y]) = =P([X >y])

e KT
b) Réciproquement, soit X une variable aléatoire positive admettant une densité f continue et
strictement positive sur R4, et telle que pour tous réels positifs x et y :

Pixsa) (X >z +y]) = P([X > y])
(i) Soit R(x) = P([X > z]). Justifier que R(x) est non nul pour tout réel positif.
« 1 pt: f>0 et continue sur [z, +0o0]

« 1 pt : donc par stricte croissance de l’intégrale, les bornes étant dans 1’ordre

+oo
croissant (z < +00) :/ f(t) dt >0

(i) On pose p = f(0). Montrer que pour tout z réel positif, on a la relation R'(z) + pR(x) = 0.
e 1pt:Vz>0, R(z)=1- Fx(x)
« 1 pt : R est dérivable sur [0,+o00[ car F l’est et Vz >0, R'(z) = —fx(z)
e 1pt:Ve>0,Vy >0, R(x+vy) =R(z) x R(y)
e 1 pt:Vag>0,Vy >0, R(zo+y) = (— fx(y)) x R(xo)
e 1 pt:en prenant y =0 : Vzg >0, R'(z9) + p R(x9) =0
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(i1i) Calculer la dérivée de x — R(x) e#* sur R,.
« 1 pt : la fonction h : x — R(z) e/ est dérivable sur R, en tant que produit de
fonctions dérivables sur R
e 1 pt:h(z)=(R(z)+pR(z)) e =0
(iv) Déduire que X suit une loi exponentielle dont on précisera le paramétre.

e 1 pt : comme Vz >0, h/(z) =0 alors h est constante sur [0, 00|

. 2 pts : ainsi h(z) = R(z)e"® = h(0) = R(0)e"? = P([X >0]) = P([X>0]) = 1
« 1 pt : comme X(Q) = [0, 400, si z <0, Fx(z) = P([X<z]) = P(@) = 0
elpt:siz>0, Fx(z) = P([X<z]) = 1-R(z) =1—eH*

« 0 pt : donc X — & (p)

3. Soient deux réels strictement positifs p1 et ps. Soient X7 et X5 deux variables aléatoires indépen-
dantes suivant respectivement les lois exponentielles de parameétres p; et po.

a) On pose Y = max(X7, X2).
Déterminer la fonction de répartition Fy de Y et en déduire la densité de la variable Y.
« 1 pt:Y(Q)C[0,+o0f
elpt:siz<0, Fy(z) = P([Y <a]) = P(@) =0
« 1pt:sioc >0, Fy(z) =P([Y <a]) =P([X; <a]N[X2 <a] ) =P([X; < a])P([Xz < 2])
car Xs et Xy sont indépendantes
e 1pt:=Fx (v)x Fx,(x)=(1—e M%) x(1—e#7%) (car X7 — & (11) et Xo — & (2))
« 1 pt : Fy est continue sur | — 00,0[ et |0, +00]
e« 1 pt : Fy est continue en 0
« 0 pt : de méme Fy est de classe C! sur | — o0, 0[ et sur 0, +o0|
« 1 pt : on dérive Fy sur les intervalles ouverts | — 0o, 0[ et |0,+00| avec dérivée sur
10,400 : fy(x) = pre % — (1 + po) e~ WntH2e 4y e 122
b) On pose Z = min(X1, X»).
Déterminer la fonction de répartition Fz de Z et en déduire la loi de Z.
e« 1 pt: Z(Q) Cl0,+o0]
e lpt:siz<0, Fz(z) = P([Z<2]) = P(®) = 0
«1pt:siz>0, P([Z>a]) :IP’([Xl > 2] N [Xs >x]) = P([X1>a]) x P([Xy >1]) =
e HIT w @ H2T — e_(ul""uz)z

e 1 pt: Z < &+ po2)
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I1. Fiabilité /76

Soit T" une variable aléatoire positive qui représente la durée de vie (c’est-a-dire le temps de fonction-
nement avant la survenue d’une premiére panne) d’'un systéme. On suppose que 7" est une variable a
densité fr continue sur Ry et ne s’annulant pas sur R* .

On appelle fiabilité de T la fonction Ry définie sur R4 par :

Rp(t) = B(IT > f]) = B(IT > t]) = 1 - Fr(t)

ou Fr est la fonction de répartition de T.

4. Soient ¢ un réel positif ou nul et h un réel strictement positif.
La dégradation du systéme sur l'intervalle [t, ¢+ h| est mesurée par la probabilité P([t < T < ¢t + h]).
Exprimer cette quantité a l'aide de la fonction Ryp.

e 1pt:P([t<T <t+h])=Rp(t)— Rr(t+h)

5. Montrer que, pour tout réel ¢ positif ou nul,

< <
lim P(t<T <t+h])
h—0+ h

= fr(t)

o« 1 pt : La fonction fr est continue sur R,. La fonction Fr, qui est une primitive de
fr, est donc de classe C' sur Ry. Comme Ry :t — 1— Fr(t), la fonction Ry est aussi
de classe C! sur R, en particulier en t.

C1pt: lim Rr(t+ hg‘RT(’f) — Rt = —FL(t) = —fr(t)

6. a) Justifier que pour tout réel ¢ positif, Rp(t) > 0.
fr(t)

Rr(t)

On appelle taux de défaillance la fonction définie sur R par le rapport A(t) =
e« 1 pt: RL(t)=—fr(t) <0

o 1 pt : la fonction Ry est continue et strictement décroissante sur R,.
. 2 pts : By (0, +0]) — LEELO Rr(t), Rr(0)| =10,1]

X 1pt:RT(O):1
x 1 pt: t—I}Eloo Rp(t) =0

b) On note : g:t»—>ln( > Démontrer que A = ¢'.

1
Rr(t)
« 1 pt : la fonction g est dérivable sur [0, +oo[ car elle est la composée...
e l1pt:g =2\
¢) Déduire 'expression de R en fonction de A & l'aide d’une intégrale.

e« 1 pt : g est une primitive de A

« 1 pt : g est de classe C! sur R, donc la fonction \ est continue sur R, .

« 1 pt : considérons par exemple la primitive H de A qui s’annule en 0. Plus préci-
sément : Ve € Ry, H(z) = /Om A(t) dt

e 1 pt : La fonction g recherchée coincide avec H a une constante prés. Autrement
dit, il existe ¢ € R tel que : Vz € Ry, g(z) = H(z) +c.




ECE2 15 Janvier 2022
Mathématiques (version B)

« 1 pt: H(z) = g(z) — g(0)
« 1pt:g0)=0

ot ) o~ [ 0 )

7. Soit Z une variable aléatoire réelle positive de densité g continue sur R, admettant une espérance.
On pose Rz(t) =P([Z > t]) pour t > 0.

a) Soit v la fonction définie sur Ry par v(t) = tRz(t).
Démontrer, pour tout t € Ry : tg(t) = Rz(t) — v'(t) ou v’ désigne la dérivée de v.

e 1 pt : v dérivable sur R,
e 1 pt: v/ (t)=Ry(t) —tg(t)

b) Montrer que lim w(t) =0.

t——+o0

e 1 pt:u(t) = /t+00 tg(x) dz

e 1pt:u(t)=0
e 1 pt:0<tg(x) <zg(x)
« 1 pt : Par croissance de l’intégrale, les bornes étant dans l’ordre croissant :

/tB tg(x) de < /tB zg(z) dz

+oo
o 1 pt : I’intégrale / tg(z) dxr est convergente.
t

+o0o
o 1 pt : P’intégrale / x g(x) dx est convergente, car Z admet une espérance
t

+o0o
.lpt:/ xg(z)dr — 0
t

t——+00

e 1 pt : théoréme d’encadrement
+oo
¢) En déduire que E(Z) = / Rz(t) dt.
0

« 1 pt : comme Z est a valeurs positives, sa densité g est nulle en dehors de [0, +ool.

Ainsi : E(Z) = /+OO tg(t) dt = /0+OO tg(t) dt

B B
« 1 pt : d’aprés 7.a) : / ) dt = / Rz(t) dt—/ V'(t) dt
0 0
B
.1 pt ;/ v (t) dt = v(B)
0
+oo
« 1 pt : 'intégrale / tg(t) dt est convergente et vaut E(Z)
0

« 1 pt : d’aprés la question précédente : lim ov(B) =0
B—+oc0
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8. On suppose désormais que 7" admet une espérance. Soit ¢ un réel positif fixé, le systéme ayant
fonctionné sans panne jusqu’a la date ¢, on appelle durée de survie la variable aléatoire Ty =T — ¢t
représentant le temps s’écoulant entre la date ¢ et la premiére panne.

On a donc, pour tout réel = positif :

B, (x) = P([T; > 2]) = Pirsg ([T > ¢ + 2])

a) Démontrer, pour tout réel x positif : Ry, (z) = M
Ry (1)
P([T>t+2]N[T>1)
LJ 1 t H R =
Pt B(>1)

elpt:[T>t+2x]C[T>t] (car z > 0)

b) En déduire :
1 +oo
E(Ty) = 5— Ry(u) d
(T7) Re() /t 7(u) du

e 4 pts : on est bien dans le cadre de la question 7. pour la v.a.r. T;
x 1 pt : T; est a valeurs positives,
x 1 pt : T; est une v.a.r. a densité de densité g, : v — fr(z +1)
x 1 pt : g, est continue sur R, car elle est la composée...

x 1 pt : T; admet une espérance

1 oo
« 1 pt : application de 7. : E(T}) = / Rr(t+z) dx
Rr(t) Jo
1 Feo
« 1 pt : avec le changement de variable u =t + z : E(T;) = 0] / Ry (u) du
T t

Les questions suivantes illustrent les notions introduites précédemment pour des systémes simples.

9. a) On suppose que T suit la loi exponentielle de paramétre .
Déterminer la fiabilité et le taux de défaillance.

0 sixz <O

e lpt: Fr:zw—
l1—e™® siz>0

0 siz <O

e lpt: fr:x—
pe Hr six >0

e lpt: Rr:x+—e H”
elpt:Ap:xz—pu

b) On suppose que le systéme est composé de deux organes 1 et 2 montés en série, dont les durées
de vie sont supposées indépendantes, ce qui implique qu’il tombe en panne dés que I'un d’eux
tombe en panne. On note 7; la durée de vie de 'organe ¢, fr, la densité de sa loi qu’on suppose
exponentielle de paramétre ;.
Déterminer la fiabilité du systéme et son taux de défaillance.
e 1 pt: Z =min(X;, Xo)
e 1 pt:d’aprés 3.b) : Z — & (1 + p2)
e 1pt:Ry:xr e (tm)e

e 1 pt:Az:x— 1+ po
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¢) On suppose que le systéme est composé de deux organes 1 et 2 montés en paralléle, dont les
durées de vie sont supposées indépendantes, ce qui implique qu’il tombe en panne quand les
deux organes sont en panne. On note 7; la durée de vie de 'organe ¢, fr, la densité de sa loi
qu’on suppose exponentielle de paramétre ;.
Déterminer la fiabilité du systéme.

e 1 pt: Z =max(X, X2)

0 siz <0
o 1 pt:d’aprés 3.a), Y est une v.a.r. Adensitéet: Fy : x —
(1—e™M™)(1—e %) siz>0

elpt:Ry:z—1—(1—eM%)(1—e#27%)

10
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10. Soit ¢, g la fonction définie par :

. (nfl)' (/Bt)n_l e_ﬁt sit 2 0
Pn,plH> ’

0 sit<0
ou 3 > 0 est une constante strictement positive et n un entier naturel non nul.
a) Démontrer que ¢, g est une densité de probabilité (loi d’Erlang).

« 1 pt : la fonction ¢, 3 est donc continue sur R sauf éventuellement en 0.

e 1pt:VzeR, ¢,5(x) >0

+00
« 6 pts : ’intégrale / ©n,3(t) dt est convergente et vaut 1.

—00

+o0 +oo
x 1 pt : comme g, g est nulle en dehors de [0, +o0] : / ona(t) dt = / np(t) dt
0

— 00

x 1 pt : La fonction ¢,, g est continue par morceaux sur [0, +oo[. L’intégrale /+OO ©n,p(t) dt
est donc uniquement impropre en +oo. °

x 4 pts : récurrence
- 1 pt : initialisation
- 3 pts : hérédité (1 pt pour IPP, 1 pt pour calcul, 1 pt pour limites)

b) On suppose que 1" a pour densité la fonction ¢, g. Montrer que la fiabilité a la date ¢ est :

_ o R (BOF
RT(t) =¢€ ! kg() A

« 1 pt : Ry est la primitive de —¢,, 3 qui admet pour limite 0 en +o0o. On note

L (B o

G:t—e > A Vérifions : G = Ry.
k=0 F:

o 1 pt : G dérivable sur R

e 2pts: G'=—pup

e« 1 pt: lim G(t) =0 par croissances comparées
t——+o0

11. Soit g, la fonction définie par :

1/)57,7 Tt

ouf>1,n>0.
a) Vérifier que 1)g,, est une densité de probabilité (loi de Weibull).

« 1 pt : La fonction v, est continue sur R sauf éventuellement en 0.

e 1 pt:VteR, Yg,(t) >0
+o0o
« 3 pts : ’intégrale / Ygy(t) dt converge et vaut 1

—0o0

11
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400
x 1 pt : comme la fonction 3, est nulle en dehors de [0, +o0] : / Pg,(t) dt =

o0 o
/0 Bo(t) di

+oo
x 1 pt : la fonction ¢35, est continue par morceaux sur [0, +00|. L’intégrale / Ypy(t) dt
0

est donc uniquement impropre en +oo.
’ ()
xlpt:/o Yan(t) dt=1—e \n Bjool(car5>0)
b) On suppose que T' a pour densité la fonction vg,,.
Déterminer la fiabilité Ry (t) et le taux de défaillance A(t) a la date t.
« 1 pt : on considére : T'(Q2) = [0, +o0]
0 sixz <0

e 3 pts: Fr:xw—

z\8
1—e_<77) siz>0
x 1 pt:casz <0
x 2pts:casx >0

_ z)‘g
elpt:Rr:x—e \7
B-1
t
. lpt:)\:tb—>ﬁ<
/AN
c¢) Etudier tliin A(t) en fonction de la valeur de g.
— 100

. . 1
e« 1 pt:sipg=1,alors: t£+moo A(t) =

e 1 pt:sifp>1, commen>0,alors: lim A(t)=+o0
t—+o00
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