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DS5 (version B)

Probléme I (EML S 2013)

Dans tout le probléme, n est un entier tel que n > 2.
On note ., (R) I'ensemble des matrices carrées réelles d’ordre n et .4, 1(R) 'ensemble des matrices
réelles & une colonne et n lignes, nommées « matrices colonnes » dans la suite du probléme.

Si A € M, (R), alors A désigne la matrice transposée de A.

SiV € #,1(R), alors 'V désigne la matrice transposée de V.

Si A€ .#,R) et si(i,j) € [1,n]?, alors le coefficient de la ligne numéro i et de la colonne numéro j
de A est notée a; j, la matrice A est notée A = (a; ;)

1<i,j<n’
U1
SiV=|:|e€#,1(R),alors la matrice colonne V' est notée V = (v;)1<i<n.
Un
SiA= (ai»j)lgi,jgn € Myp(R), alors pour tout j € [1,n], on note C;(A) la matrice colonne de ., 1(R)

constituée des coefficients de la colonne numéro j de A. Ainsi : Cj(A) = (a; ) 1<i<n-

Partie I : Un exemple

1 1
Soient Up = | 2|, Vo= |~
olen 0= 31 0= 9
4 -1

1. Vérifier que 0 est valeur propre de Ag et déterminer une base du sous-espace propre associé.

et Ag = Uot‘/b.

Démonstration.
1 1 -1 2 -1
2 2 =2 4 =2
9 . _ t _ _ _ —
o Tout d’abord : Ag = Up'Vy = 3 (1 -1 2 -1) s 3 6 -3
4 4 —4 8 —4
« La matrice Ay posséde deux colonnes colinéaires (Cy = —C par exemple).

Ainsi, Ap est non inversible.

On en déduit que 0 est valeur propre de Ayg.

Commentaire

Etant donnée la construction de Ay, déterminer le rang de cette matrice s’avére trés simple :

1 -1 2 -1 1N\ /—1\ /2\ /-1
. 2 —2 4 -2 _ . o (=2 (4] [ =2
813 -3 6 —3 = Bl s =3l 6|l |-3
4 —4 8 —4 1) \24) \g) \4

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

=il |3 s]2]s] |3 R N =1
4 4 4 4 4

En effet, la derniére famille considérée est libre car constituait uniquement d’un vecteur non
nul (rappelons que si F est libre : rg(F) = Card(F).

\.
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« Déterminons Ey(Ap) le sous-espace propre de f associé a la valeur propre 0.
x

Soit X = | Y| € 451(R).

~

X € Ey(Ap) = Ao X =0.4,,(®)

1 -1 2 -1 T 0
2 —2 4 =2||y| _|o0
3 -3 6 -3 z| |0
4 —4 8 —4 t 0
x — y + 2z — t =0
22 — 2y 4+ 4z — 2t = 0
3 — 3y 4+ 62z — 3t = 0
42z — 4y + 8z — 4t = 0
ninsn [®o— oy + 22 -t =0
Ly Ly—41L, 0 = 0
0 =0
L 0 =0
> {:c =y — 2z + t
On obtient alors :
x
Ey(Ao) = {|V|eMa®)[z=y-2:+1)
t
y—2z+1t
- Y |lwanery
t
1 -2 1
_ 1 0 0 5
0 0 1
1 -2 1
1 0 0
= Vect ol 11 1o
0 0 1
1 -2 1
1 0 0
On en conclut : Ey(Ag) = Vect ol 11 1o
0 0 1




ECE2 15 Janvier 2022

Mathématiques (version B)
1 -2 1
, . 1 0 0 .
o Démontrons que la famille F = ol 11110 est libre.
0 0 1
Soit ()\1, Aa, )\3) € R3.
1 -2 1 0
1 0 0 0
Supposons : Aj - 0 + Ag - 1 + A3 - ol = 1o (*). Or
0 0 1 0
M — 2X + A3 = 0
(*) = /\1 =0 <:>{)\1:)\2:)\3:0
A2 =0
A3 = 0

La famille F est libre.

o La famille F est :
x génératrice de Fy(Ap),

x libre.

On en conclut que F est une base de Ey(Ap).

Commentaire .

« Considérons I’endomorphisme f € .Z(R*) dont la représentation dans la base cano-
nique Z = (e1, 2, e3,e4) de R* est Ag. Par le théoréme du rang :

dim (RY) = dim (Ker(f)) + dim (Im(f))

4 dim (Eo(f)) rg(f)

dim (//{44(]1%)) = dim (E()(Ao)) + I‘g(A())

Profitons-en pour rappeler que Iécriture Ker(Ay) est impropre car Ay est une matrice,
pas une application linéaire.

o Cette égalité permet de démontrer :
dim (Ep(Ag)) = dim (#;1(R)) —rg(4g) = 4—1 = 3

On pouvait utiliser cet argument & la place de 'argument de liberté de la famille F.

2. a) Calculer Ag Uy.

Démonstration.
1 -1 2 -1 1 1
2 -2 4 =2 2 2
Alo = |5 36 _3|l3] = |3
4 —4 8 —4 4 4
Ainsi : AgUp =1 -Up. O
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b) Montrer que Ag est diagonalisable dans .Z4(R).

Démonstration.

o D’aprés la question précédente, Uy est un vecteur popre de Ag associé a la valeur propre 1.

1 -2 1 1
e La famille G = é , (1) , 8 , g est :
0 0 1 4

x libre en tant que concaténation de deux familles libres de vecteurs propres associés a des
valeurs propres distinctes.

x telle que : Card (G) =4 = dim (41 (R)).
On en déduit que la famille G est une base de .Z4 1(R).

Comme G est une base de vecteurs propres de A, la matrice Ay est diagonalisable.

Commentaire \

On pouvait aussi démontrer la diagonalisabilité par un argument de dimension.
o D’aprés la question 1. : dim (EO(AO)) = Card(F) = 3.

o D’aprés la question précédente, Uy est un vecteur popre de Ay associé a la valeur
propre 7. On en déduit : dim (E1(4g)) > 1.

o Ainsi :

dim (Ey(Ao)) + dim (E1(Ag)) >3+ 1 =4
Et comme dim (Ey(Ao)) + dim (E1(4p)) < 4, on en conclut :

dim (Eo(Ap)) 4 dim (E1(Ap)) = 4 = dim (.#41(R))

Ainsi, la matrice Ag est diagonalisable.

\. J

O

¢) Déterminer une matrice diagonale D de .#4(R) et une matrice inversible P de .Z4(R) telles que
Ay = PDP1.

Démonstration.
La matrice Ag est diagonalisable.
Il existe donc une matrice inversible P et une matrice D diagonale telles que :

Ay = PDP7!

Plus précisément :
x lamatrice P € .#4 1(R) est obtenue par concaténation de bases des sous-espaces propres de Ay.

x la matrice D € .#41(R) est la matrice diagonale dont les coefficients sont les valeurs propres
de Ay (dans le méme ordre d’apparition que les vecteurs propres).

1 -2 11 00 0 O

o . |1 0 0 2 ~loo oo

Ainsi : Ag = PDP~" avec P = 0 1 0 3 et D= 00 0 0
0 0 1 4 00 01 0
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Partie II : Trace d’une matrice carrée
Pour toute matrice A = (ai7j)1<ij<n € Mn(R), on appelle trace de A et on note tr(A) la somme des

n
coefficients diagonaux de A, c’est-a-dire tr(A4) = > a;;.

3. Montrer que lapplication tr: .#,(R) — R | est linéaire.
A —  tr(A)

Démonstration.
Soit (A, 1) € R?, soit A = (ai’j)léi,jén € M, (R) et soit B = (bi:j)lgi,jgn € Mn(R).
o Tout d’abord, par définition de la somme de matrices : N\A + uB = (A aij + 'ubi»j)1<ij<n'

« Par définition de la trace :

M=

tr (A4 pB) = (A +uB), ;

@
Il
—

I
M=

()\azz+ﬂbzz)

s
Il
—_

n n
= AD> ai;i+py b (par linéarité de la somme)
=1 i=1

= Atr(A) + p tr(B)

Ainsi, I'application tr est bien linéaire.

4. Montrer : V(4, B) € (.///n(R))z, tr(AB) = tr(BA).

Démonstration.

On note A = (aivj)lgi,jgn et soit B = (bivﬂ')lgi,j<n'

De plus, on note : C' = AB = (Ci’j)lgi,jgn et D=BA= (di’j)lgi,jgn'
« Soit ¢ € [1,n] et soit j € [1,n]. Par définition du produit matriciel :

Cij = (AB)Z‘J = Z Qi k bk,j et dz‘,j = (BA)@]' = Z bi,k Q.
k=1 k=1

e« On a alors :

I
o
s
2

.
Il
—

tr(AB) tr(C) =

azkbk2>
bkzaz >

Z bkzazk

.
Il
—

Il
M=
N
M=

Sl
Il
MR

.
Il
—

I
M=
/~
M=

b
Il
—

(g:l dk,k) = tr(D) = tr(BA)

M
I

I
i ™= EM:
/\

On a bien : tr(AB) = tr(BA).
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Commentaire

On a rappelé en début d’exercice la formule permettant d’obtenir les coefficients de la matrice
produit AB. Cette formule ne revét pas de difficulté. Elle exprime le fait que que le coefficient en
position (4,7) de la matrice AB est obtenu en réalisant le produit de la i®™° ligne de la matrice

A par la j*™¢ colonne de la matrice B.
bl,j n
Cij = (AB)z,j = (ai,l ai’n) : = Z a; k bk,j
- k=1
n’]
\ D
n n
5. Vérifier, pour tout A = (a;j)1<ij<n € #n(R) : tr(*AA) = a?’i_
i=1 j=1

Démonstration.
Notons B = A. Rappelons : V(4,7) € [1,n]?, bi; = aj,;.
En reprenant la démonstration précédente :

(tA4) = 3 (i bk,iai,k>

On a bien : tr (fAA) = (Z a?k>.
k=1 \i=1 ~

Commentaire \

Les variables de sommation sont des variables muettes. On peut donc les renommer sans
changer le résultat énoncé. Si on souhaite retrouver la méme présentation que celle pré-
sente dans ’énoncé, on peut écrire :

£ - 5 (5 - & (5

Partie III : Une caractérisation des matrices de rang 1

\gE

6. Soient U = (u;)1<i<n €t V = (vi)1<i<n deux matrices colonnes non nulles de ., 1 (R).
a) Justifier : U'V € 4, (R).
Déterminer les coefficients de U 'V a ’aide des coefficients de U et de V.

Démonstration.
« D’apres énoncé : U € #,1(R) et 'V € 1 ,(R).

On en déduit : U'V € 4, (R).
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o D’autre part :

Ul
U2
Uutv = : (vi v2 . V1 )

Un—1
Un
u1v1 U1V e U1UVp—1 U1 VUp,
uv1 uv9 e uUUn—1 uUQUn

= : = (4 vj)i<ij<n

Up—-1V1 Up—-1V2 ... Up—1Un—1 Up—-1Un

Un V1 UV oo UpUn_1 UnVp,

UV = (u; vj)1<ij<n O

b) Exprimer tr (UtV) a l'aide des coefficients de U et de V.

Démonstration.
Notons A = U'V. D’aprés la question précédente, et par définition de 'opérateur tr :

tr (UtV) == i Ai,i == i Uz Vg
=1 i=1

tr (UtV) = i U; V;
i=1

Commentaire \

On ne peut EN AUCUN CAS utiliser le résultat de la question 4. La raison en est simple : U
et V sont des matrices de .4, 1(R) et non de .#,(R). Rappelons, a toutes fins utiles, que le
résultat d’une question ne peut étre utilisé que si I’on se trouve dans le cadre d’application
de ce résultat. Il convient donc de vérifier que les objets manipulés vérifient les propriétés

nécessaires.
. (D

c¢) Quel est le rang de U V.

Démonstration.

« D’apreés la question 6.a) :

U101 U1V2 e U1Un—-1 U1Vp
uU2U1 uU2vV2 e UQUnp -1 U2Up
vtv =
Up—1V1 Up—-1V2 ... Up—1Un—1 Up—1Un

Up V1 UpV2 A UpUn—1 UpUp
ui ui Ul Ul
U2 U2 U2 U2

= |un Vg Vp—1 Up, = (nU v, U)
Un—1 Un—1 Unp—1 Unp—1

u’ﬂ uTL un un




ECE2 15 Janvier 2022
Mathématiques (version B)

o Par hypothése, la matrice V' est non nulle.
Ainsi, V' admet (au moins) un coefficient non nul. Notons le vj, (avec jo € [1,n]).

rig(UW) = rg(unil, ..., v, U)
= I8 (UjoU)
= rg(U) (car vjy #0)

Or, la famille (U) est libre car constituée uniquement d’un vecteur non nul.

On en déduit : rg (UtV) =rg (U) =1. O

7. Soit A € M, (R) une matrice de rang 1.
a) Montrer qu’il existe jo € [1,n] tel que, pour tout j € [1,n], il existe a;; € R vérifiant :

Cj(A) = a; Cj,(A)

Démonstration.
o On procéde par ’absurde.

Supposons que le matrice A posséde deux colonnes non colinéaires.
Notons k € [1,n] et £ € [1,n] les numéros respectifs de ces deux colonnes. Alors :

rg(A) = rg(Ci(A4),...,Cr(4))
> 18 (Ci(4),Ci(4)) = 2

En effet, la famille (C(A), C¢(A)) est libre car constitué de deux vecteurs non colinéaires.
Absurde!

On en déduit que toute famille de deux colonnes de A est liée.

« La matrice A étant de rang 1 elle admet une colonne non nulle (sinon, en procédant par
I’absurde, on démontre qu’elle est nulle et donc de rang 0).

Notons jg le numéro de cette colonne non nulle.
Soit j € [1,n] \ {jo}. D’aprés le point précédente, la famille (C;(A), Cj,(A)) est lice.
Autrement dit, il existe (Aj, ;) € R x R\ {(0,0)} tel que :

Aj CJ<A) + u; Cjo (A) = O///n,l(R)

ainsi : Aj CJ(A) = —,uj Cjo (A)

et: Cj(4)=—EL 0y (A)
-
aj
Notons que cette derniére écriture est valide car A; # 0. On le démontre par I’absurde.
Supposons A; = 0. Dans ce cas : p; Cj,(A) = 0.4, | (r)-
Or, comme Cj,(A) # 0,4, ,(r), on en déduit : p; = 0.
Ainsi (aj, ;) = (0,0). Absurde!

Ainsi, pour tout j € [1,n], il existe a; € R, Cj(A) = oj Cj,(A).
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b) En déduire qu'’il existe deux matrices colonnes non nulles U et V de .4, 1 (R) telles que A = U'V.

Démonstration.
D’aprés la question précédente :

A - (011 C]‘O(A) N 8 %) Oj (A))
‘ (en remontant les
Cio(A) x (a1 am) calculs en 6.c)
a1
Ainsi: A=U'W avec U =Cj,(A) et V = | :
an O
8. Enoncer une caractérisation des matrices de .#,(R) de rang 1.
Démonstration.
« D’apres la question 6.c¢) :
- _ 7t
A sécrit sous la forme A = UV re(A) = 1

avec (U, V) € (///ml(R))Q
« D’apreés la question 7.b) :

A sécrit sous la forme A = UV

rg(4) =1 avec (U, V) € (///n,l(R))Q

A sécrit sous la forme A = UMV

Ainsi . I‘g(A) =1 avec (U7 V) S (%n,l(R))Q . D

Partie IV : Une caractérisation des matrices de rang 1 diagonalisables

Soit A € #,,(R) une matrice de rang 1. On note U et V' deux matrices colonnes non nulles de ., 1 (R)
telles que A = U 'V et on note a = tr(A).

9. Montrer que 0 est valeur propre de A et déterminer la dimension du sous-espace propre associé.

Démonstration.
o D’aprés I’énoncé :
rg(A) =1 < n = dim (4,1 (R))

On en conclut que la matrice A n’est pas inversible.

Ainsi, 0 est valeur propre de A.

« Notons 4 la base canonique de R™. Considérons I’endomorphisme f € .Z(R*) dont la représen-
tation dans la base Z est A. Par le théoréme du rang :

dim (R") = dim (Ker(f)) + dim (Im(f))
n dim (Eo(f)) rg(f)
dim (#,1(R)) = dim(Eo(4)) + rg(A)

Ainsi : dim (Ep(A)) = dim (#,1(R)) —rg(A) =n — 1.
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10. Montrer : 'V U = (a), puis : A% = a A.

Démonstration.
On reprend les notations de la Partie II1.

o Tout d’abord :

Uy
tvU = (1)1 vn)
Un,
— Y
i=1
= tr ('UV) (d’apres la question 6.b))

= tr(A)

On a bien : 'V U = (a).

o D’autre part :

A2 = (UVv)?
= ('vV) ('UV)
= U (VtU ) v
= alUV (car VU = a)
= aA
A2 =aA
O
11. Montrer que si a = 0, alors A n’est pas diagonalisable dans ., (R).
Démonstration.
o Supposons a = 0. D’aprés la question précédente :
A2 = OA = O%n(R)
« On en déduit que P(X) = X? est un polynéme annulateur de A. Ainsi :
Sp(A) C {racines de P} = {0}
Autrement dit, le réel 0 est la seule valeur propre possible de la matrice A.
Or, d’aprés la question 9., le réel 0 est bien valeur propre de A.
On en déduit : Sp(A) = {0}.
« Enfin, toujours d’aprés la question 9. :
dim (Eo(A4)) =n—1 < n = dim (4, 1(R))
On en déduit que si a = 0, la matrice A n’est pas diagonalisable. .

10
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12.

13.

On suppose a # 0. Calculer AU. Déduire des questions précédentes que A est diagonalisable.

Démonstration.

o D’apreés la question 10. :
A2 —aA = OJ//n(R)

On en déduit que P(X) = X? —a X = X (X — a) est un polynéme annulateur de A. Ainsi :

Sp(A) C {racines de P} = {0, a}

o Par ailleurs :

AU = (UV)U = U('VU) = aU

On en déduit que a est valeur propre de A.

Comme de plus 0 est bien valeur propre de A, on a : Sp(A) = {0, a}.

« Considérons alors la famille G obtenue par concaténation des vecteurs d'une base de Ep(A) et de U.
Cette famille est :

x libre en tant que concaténation de deux familles libres de vecteurs propres associés a des valeurs
propres distinctes.

x telle que : Card (G) = (n— 1) + 1 = n = dim (#,,1(R)).
On en déduit que la famille G est une base de .4, 1 (R).

Comme G est une base de vecteurs propres de A, la matrice A est diagonalisable.

O

Enoncer une condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice de .#,(R) de rang 1 soit diago-
nalisable.

Démonstration.
Considérons A une matrice de rang 1.

o D’apreés la question 12. :

tr(A) #0 = A est diagonalisable

« D’aprés la question 11. :
tr(A) #0 <« A est diagonalisable

En effet, par contraposée on démontre : tr(A) # 0 = A n’est pas diagonalisable.

Ainsi, si A une matrice de rang 1 : tr(A) #0 < A n’est pas diagonalisable.

11
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Probléme II (ESSEC II 2010)

o L’objet du probléme est I’étude de la durée de fonctionnement d’un systéme (une machine, un
organisme, un service ...) démarré a la date ¢ = 0 et susceptible de tomber en panne a une date
aléatoire. Aprés une partie préliminaire sur les propriétés de la loi exponentielle, on introduira dans
la deuxiéme partie, les notions permettant d’étudier des propriétés de la date de premiére panne.
Enfin, dans une troisiéme partie on examinera le fonctionnement d’un systéme satisfaisant certaines
propriétés particuliéres.

o Les trois parties sont dans une large mesure indépendantes.

o Toutes les variables aléatoires intervenant dans le probléme sont définies sur un espace probabilisé
(Q, o, P).

« Pour toute variable aléatoire Y, on notera E(Y") son espérance lorsqu’elle existe.
o On adoptera les conventions suivantes :
x on dira qu'une fonction f continue sur R* et continue a droite en 0 est continue sur R .
x en outre, si T est une variable aléatoire positive dont la loi admet la densité f continue sur R,
sa fonction de répartition Fr(t) = P([T <t]) = / t f(u) du, est dérivable sur RY , et dérivable a
droite en 0. 0

x on conviendra d’écrire F7.(t) = f(t) pour tout ¢t € Ry, F7.(0) désignant donc dans ce cas la dérivée
a droite en 0.

I. Généralités sur la loi exponentielle

On rappelle qu’une variable aléatoire suit la loi exponentielle de paramétre p (u > 0) si elle admet
pour densité la fonction f,, définie par :

fope si x>0
f“(x)_{o sioz<0

1. Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parameétre u.

a) Donner l'espérance E(X) et la variance V(X).

Démonstration.
Comme X — & (u), alors X admet une espérance et une variance.

1 1
De plus: E(X) = — et V(X) = —.
(X) . (X) 2

Commentaire

o Une bonne connaissance du cours est une condition sine qua non de réussite au concours.
En effet, on trouve dans toutes les épreuves de maths (méme pour les écoles les plus pres-
tigieuses), des questions d’application directe du cours. C’est particuliérement le cas dans
cet énoncé ol les propriétés caractéristiques de la loi exponentielle sont étudiées.

o Profitons-en pour rappeler que la connaissance de l'espérance et de la variance permet
d’obtenir le moment d’ordre 2. En effet, d’aprés la formule de Keenig-Huygens :

V(X) = E(X?) - (B(X))"
donc E(X2) = V(X)+ (E(X))?

12
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b) Justifier que pour tout entier naturel n, X™ admet une espérance et déterminer une relation de
récurrence entre E(X™ 1) et E(X™) pour tout entier naturel n.

Démonstration.
o Soit n € N.
+oo
La v.a.r. X admet un moment d’ordre n si et seulement si l'intégrale / t" fu(t) dt est
— 0o

absolument convergente, ce qui équivaut & démontrer la convergence pour ce calcul de moment

+oo
du type / t" fx(t) dt.

— 00
« Tout d’abord, comme la fonction f,, est nulle en dehors de 0, +o0] :

+o0 —+oc0o +o0
[ enwa = [ enwa = [ eaerta
0 0

—00

o De plus, la fonction ¢ +— t" f,(t) est continue par morceaux sur [0, +ool.

“+o0o
L’intégrale / t" fu(t) dt est donc impropre seulement en +oo.
0

e Ona:
1
x Vte [0,+o00], t"pe >0 et e 2H>0.
x thpe = o (Hefé’”). En effet :
t—+oo \ 2
tn e—ut "
al - = 2 — — 0 (par croissances comparées)
%e—§lﬁt ez Bt B—+oo

+o0 1
% l'intégrale / Hoe=snt dt est convergente en tant que moment d’ordre 0 d’une v.a.r. de
0
loi € (%).
Par critére de négligeabilité des intégrales généralisées de fonctions continues positives, I'inté-

+o0o
grale /0 t" fu(t) dt est convergente.

Pour tout n € N, la v.a.r. X admet un moment d’ordre n.

« Soit B € [0, 4o0[ et soit n € N,
B B
/ t" fu(t) dt = / t" e Pt dt
0 0

On procéde alors par intégration par parties (IPP).

u(t) = e Mt W(t) = —pe
() = ptt ) = P
n+1
Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe C! sur le SEGMENT [0, B)].
On obtient :
B " B B _
/ tnﬂ e Pt gt = _ 7 yntl gt _/ (_ Mthrl) L N
0 n + 1 0 n + 1

0

B
B
_ L[tnﬂeﬂn] _,_:“/ 1 et gt
0

n+1 0 n+1
KB B H B 1
= ——_ pntlgw — T t) dt
| e +n+1/0 Ful®) (*)
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e Or:
x B Bntl e=rB 5 () par croissances comparées.
n+1 B—+oco
+o0 +oo
x 1" intégrale / t" fu(t) dt (respectivement / "1 £,(t) dt) est convergente car, la
0 0
v.a.r. X admet un moment d’ordre n (respetivement n + 1).
B
Ainsi, la quantité / t" fu(t) dt (respectivement / " £,(t) dt) admet une limite finie
0 0

lorsque B tend vers 4oo.
Par passage a la limite (quand B tend vers +00) dans 1'égalité (), on obtient alors :

/+OO " ft)ydt = 0+ —L /+OO "t fL(t) dt
0 0

n+1
I I
n H n+1
E(X™) n+1]E(X )
¥n €N, IE(X”“):”:IE(X”)

Commentaire

« Il n’était pas obligatoire de commencer par faire une démonstration de convergence a 'aide
d’un théoréme de comparaison. Il était aussi possible de procéder par récurrence. L’idée est
alors de démontrer que I'existence du moment d’ordre n permet de démontrer ’existence
d’ordre n + 1. Toutefois, ce raisonnement est plus subtil car il nécessite d’expliciter la
relation entre IE(X ") et IE(X "*1) avant de la démontrer.

« Plus précisément, on pouvait démontrer par récurrence : Vn € N*, P(n)

ot P(n) :la v.ar. X admet un moment d’ordre n et E(X") = L E(X™1).
i

| O
¢) En déduire E(X™) pour tout n > 0.
Démonstration. m
Soit n € N*. D’aprés la question précédente : Ym € N*, E(X™) = — E (Xm_l). Ainsi :
1
E(X") = e (x71) (en appliquant la
1 relation en m =n)
_n (n= 1 1 (X”*Q) (en appliquant la
1 7 relation en m=n —1)
_ nn- 1 (n—2 0 (X"_g) (en appliquant la
I 1 I relation en m =n —2)
_ n,n- 1 o (n—1) E (X" (en appliquant la
i 1 o i relation en m = 1)
_on (X0 = n
pn pr
Vn € N*, E(X") = = -

14
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d) Retrouver la valeur de V(X) a l'aide de la question précédente.

Démonstration.
D’aprés la formule de Keenig-Huygens :

V(X) = E(X?) - (E(X))’

o2/ 2 (en appliquant la formule de la
o2 i question précédente enn =1 et n =2)
21
pr o p
. ) 1
Finalement, on retrouve bien : V(X) = —.
W 0

2. Propriété caractéristique

a) Soient p > 0 et X une variable aléatoire de loi exponentielle de parameétre p.
Justifier que pour tout réel = positif ou nul, le nombre P([X > z]) est non nul.

Montrer que pour tous réels positifs x et y :
Pixsa ([X >z +y]) =P([X >y])

Démonstration.
Soit z > 0 et soit y > 0.

o Tout d’abord :

P([X>2]) = 1-P([X<a])
= 1—-(1—e*7)

Ve > 0,P([X >2]) = e **>0

o Ensuite :

P([X >z]N[X >z+y]) (par définition et

IPj[X>a:]([X > x—i—y])

P([X > a]) car P([X >2]) >0)

P([X >z+y])

= X > C X >
P([X > 1)) (car [X >z +y] C [X > z])

ek (z+y) (d’apres le point précédent appliqué en
- eHm x>0etx+y>0)

o=HT o 1Y
= o

Ainsi i Vo > 0,Vy > 0, Piysg ([X >z +y]) =e #V =P([X > y]).
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b) Réciproquement, soit X une variable aléatoire positive admettant une densité f continue et

strictement positive sur R4, et telle que pour tous réels positifs x et y :

Pixsa ([X >z +y]) =P([X >y])

(i) Soit R(x) = P([X > z]). Justifier que R(x) est non nul pour tout réel positif.

Démonstration.
Soit « > 0.

« Par définition :
+oo
P([X >2]) = / f(t) dt
e Or, d’aprés I’énoncé :

« Vit € [0,+ocf, f(t) >0,

x la fonction f est continue sur [z, 4o00].

Ainsi, par stricte croissance de 'intégrale, les bornes étant dans 'ordre croissant (z < +00),

on en déduit : oo
/ F#) dt >0

Vo >0, R(z) =P([X >a]) >0

Commentaire

« On pouvait aussi remarquer que, comme X est une v.a.r. a densité, et que f est continue
sur [0, +-oc[, alors Fy est de classe C! sur [0, +-oc[. Ainsi, pour tout # > 0 :

Fy(z) = f(x) >0 (par hypothese de I’énoncé)

o La fonction F'x est :

x continue sur [0, 400,

x strictement croissante sur [0, +-o00].

Elle réalise donc une bijection de [0, +oo[ sur :

Fx ([0, +00]) = [Fx(0), lim Fx(z)[ = [Fx(0),1]

T—+00
Ainsi, pour tout z € [0, 400 : Fx(x) < 1.
On en déduit —Fx(z) > -1
donc 1—Fx(z) > 0
I

P([X >a])

16
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(i) On pose p = f(0). Montrer que pour tout z réel positif, on a la relation R'(z) + pR(x) = 0.
Démonstration.
« Rappelons tout d’abord que pour tout > 0 :
Fx(z) = P([X<a])
= 1-P([X >2a])
= 1— R(x)

Ainsi : Vo > 0, R(z) = 1 — Fx(x).

e On sait que :
x la v.a.r. X est une v.a.r. 4 densité,
x la fonction f est continue sur [0, +o00].

On en déduit que la fonction Fx est de classe C! sur [0, +o0o[. D’aprés I’égalité précédente, il
en est de méme de la fonction R.

On a alors : Vo > 0, R'(z) = —fx(z).

o Par hypothése de I’énoncé, pour tout x > 0 et pour tout y > 0 :

Pixsqg([X >24y]) = P([X >y])
P(X>2]N[X>z+y])  P(X>az+y)
(X > o) = P(X>1]) (car [X >z +y| C [X > z])
Ainsi:P<[X>x+y]) = P([X >y]).

P([X > a])

Autrement dit : Vo > 0, Yy > 0, R(z +y) = R(z) x R(y).

« Soit zg € [0, 400[. Notons hg, la fonction hg, : y — R(zo + y).

D’aprés 1'égalité au-dessus : Vy > 0, hy,(y) = R(z0) X R(y).
En particulier, on en déduit que la fonction h,, est dérivable sur [0, +oo[ car R ’est.
Yy 20, hao(y) = R(zo +y) Yy 2 0, hao(y) = R(zo) x R(y)
ainsi Yy >0, hl (y) = R'(x0 +y) ainsi Yy >0, ., (y) = R(xzg) X R'(y)

= R(xo) x (— fx(v))

On en déduit : Vy > 0, R'(zo+y) = (— fx(y)) x R(z0).

« En particulier, pour y = 0, on trouve : Vao > 0, R'(zo) = ( — fx(0)) x R(z).

Finalement, on a bien : Vag > 0, R'(xo) + u R(xo) = 0.
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Commentaire

o La difficulté d’un sujet se mesure en grande partie & la maniére dont chaque question est
découpée en sous-question. Moins il y a de sous-questions, plus le candidat doit prendre des
initiatives et plus le sujet est difficile. Ainsi, un méme théme peut amener & un traitement
différent lorsqu’il est abordé dans un sujet du TOP3 ou du TOP5.

o Dans les sujets, on distingue grossiérement trois types de questions :

(1) des questions abordables qui sont traitées par un grand nombre de candidats. Il peut
s’agir de questions de cours ou de questions classiques (celles qui reviennent chaque
année aux CONncours).

(2) des questions plus difficiles qui permettent de bien classer les candidats. Celles-ci ont un
rble fort pour le classement des candidats car sont abordées avec plus ou moins de succeés.

(3) des questions trés difficiles qui ne sont bien traitées presque par aucun candidat.

Dans les sujets du TOP5, on trouve essentiellement des questions de type 1) et 2). Dans les
sujets du TOP3, on trouve les trois types de questions, avec un pourcentage élevé de questions
de type 2). C’est d’ailleurs essentiellement sur ces questions que se font les différences et en
aucun cas les questions de type 3).

o Ces derniéres années, la taille des sujets a eu tendance & grossir pour s’établir a prés de
60 questions par énoncé. Pour finir un sujet, un candidat ne dispose donc que d’environ 4
minutes pour traiter chaque question. Il ne faut pas s’inquiéter pour autant car les barémes
permettent de rebattre les cartes. En effet, un candidat qui obtient 50% des points d’un
sujet aura une trés bonne note (de 16 a 20 en fonction des années et des épreuves).

Cette considération sur la taille des sujets et la distinction précédente permettent d’éclairer
sur la stratégie & adopter lors des concours :

— il est essentiel de savoir repérer la difficulté d’une question. Ce n’est pas chose aisée car
cela requiert d’avoir du recul.

— il est essentiel de savoir traiter la majorité des questions de type (1).

— il est important de réussir a traiter correctement des questions de type (2). C’est sur le
bon traitement de ces questions que se joue le classement.

— pour les questions de type (8) (ou les questions de type (2) les plus difficiles), il faut
garder en téte que plus une question est difficile, plus le correcteur est indulgent avec les
candidats qui s’y aventurent. On peut donc aborder ces questions avec 'idée que tout ce
qu'un candidat écrit de juste sera retenu en sa faveur (quelques points accordés). Mais
tenter de traiter ces questions en entier est une perte de temps préjudiciable : le nombre
de points alloués ne sera certainement pas & hauteur du temps investi.

En résumé, il faut aborder en priorité les questions de type (1) et (2) et les traiter en entier.
Il ne faut surtout pas abandonner une question que l'on sait tratiter. L’important est de
maximiser le nombre de questions que 'on traite entiérement. En revanche, il ne faut pas
hésiter a passer une questions les plus difficiles quitte & signaler au correcteur qu’on ne sait
pas comment conclure si on les aborde.

« La question 2.b)(%i) du sujet est clairement de type (3) car elle nécessite une prise d’initia-
tives beaucoup trop importante. Pour que cette question puisse étre abordée avec profit par
certains candidats, il aurait été préférable de la découper en sous-questions. En particulier,
on aurait pu demander en amont la démonstration de I’égalité suivante :

Vr > 0,Yy >0, R(z+y) = R(x) x R(y)
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(i1i) Calculer la dérivée de x — R(x) e#* sur R,.

Démonstration.

« La fonction h : x — R(x) eM* est dérivable sur Ry en tant que produit de fonctions
dérivables sur R,.

. SOlt T € R+.

W(z) = R'(z)xe"+ R(z)x (nue)
= (R'(z)+ pR(z)) e

_ 0 (d’apres le

résultat précédent)

Ve >0,k (z)=0

Commentaire

La question précédente était particuliérement difficile. Celle-ci, en revanche, est particu-
lierement simple. On en conclut qu’il n’y a pas forcément dans tout le sujet de croissance
linéaire de la difficulté. Ainsi, passer une question (dont le résultat est présent dans I’énoncé)
ne doit pas empécher de tenter d’aborder la suivante. 0

(iv) Déduire que X suit une loi exponentielle dont on précisera le paramétre.

Démonstration.

« D’apreés la qestion précédente : Vo > 0, h'(z) = 0.
On en déduit que la fonction A est constante sur [0, +oo[. Ainsi, pour tout x >0 :

(car X est une v.a.r.
a valeurs positives)

R(z)er® R(0)er? = P([X>0]) = P([X>0]) =1

Ainsi : Yz >0, R(zx)eM* =1 ou encore : R(z)=e "".

« Déterminons la fonction de répartition de X.
Soit x € R. Deux cas se présentent :

x stz <0, alors [X < z] = & (car X(2) = [0, +oo[). D’ou :

Fy(z) = P([X<z]) = 1-P([X>2z]) = 1-R(z) = 1—¢€!"

On reconnait la fonction de répartition associée a la loi & ().
Or, la fonction de répartition caractérise la loi.

On en conclut : X — & (u). =
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Commentaire

o La question 2) permet de démontrer que si X est une v.a.r. a densité alors :

1) X(Q) =0, +o0]
X suit une loi
2) Vo >0,Yy >0, Pixsq ([X >z +y]) =P([X >y]) < exponentielle

3) Vx>0, fx(z) >0

Dans la démonstration, on précise que le paramétre de la loi exponentielle obtenue n’est autre
que = fx(0).

On a énoncé ici une équivalence. La propriété ci-dessus caractérise les v.a.r. qui suivent une
loi exponentielle.

Dans le contexte ou la v.a.r. X désigne la durée de fonctionnement (ou durée de vie) d'un
systéme (ou d’un composant électronique), la propriété 2) signifie que la durée de vie restante
du composant est indépendante de sa durée de vie écoulée jusqu’alors (période durant laquelle
il a fonctionné sans tomber en panne). Autrement dit, il n’y a pas de vieillissement ou encore
d’usure du composant électronique considéré. On dit alors que la loi exponentielle est sans
mémoire. Cette propriété est adaptée a la simulation de phénomeéne sans vieillissement. Cette
hypothése peut paraitre surprenante. C’est un cas assez fréquent en réalité : on peut considérer
que les diodes, transistors, résistances, condensateurs sont sans usure puisque leur usure ne
débute que bien aprés la fin de vie de I'objet dans lequel ils sont installés.

Finalement, on a démontré en 2. que la loi exponentielle est sans mémoire. Mieux : c’est méme
la seule loi & densité sans mémoire.

Pour ce qui est des v.a.r. discrétes, on peut démontrer que la seule loi sans mémoire est la loi
géométrique.

Il est donc classique que ces apparaissent dans les sujets qui traitent de durée de vie d’un
systéme / d'un composant. Plus précisément :

x si cette durée de vie / de fonctionnement est mesurée en nombre entier (nombre de cycles
d’une batterie avant panne par exemple), c’est la loi géométrique qui risque d’apparaitre.

x si cette durée de vie / de fonctionnement est mesurée de maniére continue, c’est la loi
exponentielle qui risque d’apparaitre.

3. Soient deux réels strictement positifs p1 et ps. Soient X7 et X5 deux variables aléatoires indépen-
dantes suivant respectivement les lois exponentielles de parameétres p; et po.

a) On pose Y = max(X1, X2).

Déterminer la fonction de répartition Fy de Y et en déduire la densité de la variable Y.

Démonstration.

« Comme X et Xy suivent des lois exponentielles, on considére : X;(Q) = [0, +00[ = X2(1).

\ Dot : Y(Q) C [0, +00]. \

« Soit x € R. Deux cas se présentent :
x stz <0, alors [Y < z] = & (car Y(2) C [0, +o0[). D’ou :
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(car Xo et Xy
sont indépendantes)

(car X1 < E (1) et
Xo = & (2))

0 six <0
Finalement : Fy : z —
(I—eMm¥)(1—eM%) siz>0

« La fonction Fy est continue :
x sur | — oo, 0] car elle est constante (nulle) sur cet intervalle.
x sur |0, +oo[ par produit de fonctions continues sur cet intervalle.

x en 0. En effet :
- d’une part : lim Fy(x)= lim 0 =0,
z—0~ z—0
- d’autre part : lim Fy(z) =Fy(0) = (1—e %) (1-e 2% =(1-1)(1-1) =0.

z—0t

Et ainsi : lim Fy(x) = Fy(0) = lim Fy(z).
z—0~

z—0t

La fonction Fy est donc continue sur R.

La fonction Fy est de classe C! sur ] — oo, 0] et sur |0, +o0o[ avec des arguments similaires & ceux
de la continuité sur ces intervalles.

La fonction Fy est de classe C! sur R sauf éventuellement en 1.

On en déduit que la v.a.r. Y est une v.a.r. & densité.

Pour déterminer une densité fy de Y, on dérive Fy sur les intervalles ouverts | — oo, 0] et ]0, +-00].
Soit € R.

fr(@) = Fy(z)
= Mle_ulx (1 _ e_MQx) + (]_ — e M1 x) 12 e H2T
— /‘I’le_ulx — Mle_ulx e_/J'Qx — /‘1’2 e_f'@x e_ulx + /‘1’2 e_u2$

el R (Y R S P
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x On choisit enfin : fy(0) = 0.

Ainsi, une densité fy de Y est :
0 site]—o0,0]

fY =
pre Mt — (pg + pg) e~ Wtr)t L ei2t git € )0, +o0]

b) On pose Z = min(X7, X2).

Déterminer la fonction de répartition Fz de Z et en déduire la loi de Z.

Démonstration.

« Comme X; et Xo suivent des lois exponentielles, on considére : X1 (€2) = [0, +oo] = X2(Q).

D’ou : Z(€2) C [0, +o0].

o Soit x € R. Deux cas se présentent :

x six <0, alors [Z < 2] =@ (car Z(Q2) C [0, +00[). Dot :

Fy(z) = P([Z<2a]) = P(@) = 0

P([Z>2]) = IP’([X1>1:] N [X2>x])

(car Xa et Xy

= P([X1>a]) xP([X2>a]) sont indépendantes)

= e—/(“m x)e_“” (car X1 = E (1) et Xo — & (u2))
= e mtu2)z

Ainsi: Fz(2) =P([Z<2]) =1-P([Z>1]) =1 —e tm)z,

0 six <0
Finalement : Fy : x —

1—e (tm)z ¢ 2>

« On reconnait la fonction de répartition associée a la loi € (1 + p2).
Or, la fonction de répartition caractérise la loi.

On en conclut : Z — & (u1 + p2).
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II. Fiabilité

Soit T" une variable aléatoire positive qui représente la durée de vie (c’est-a-dire le temps de fonction-
nement avant la survenue d’une premiére panne) d’'un systéme. On suppose que 7" est une variable a
densité fr continue sur Ry et ne s’annulant pas sur R* .

On appelle fiabilité de T la fonction Ry définie sur R4 par :

Rp(t) = B(IT > f]) = B(IT > t]) = 1 - Fr(t)

ou Fr est la fonction de répartition de T.

4. Soient ¢ un réel positif ou nul et h un réel strictement positif.
La dégradation du systéme sur l'intervalle [¢, t+h] est mesurée par la probabilité P([t < T < ¢+ h]).
Exprimer cette quantité a l'aide de la fonction Ryp.

Démonstration.
Soit ¢t > 0.

P(t<T<t+h]) = Fp(t+h)— Fp(t) (car T est a densité)

= (Y= Rp(t+h)) — (¥ — Rr(t))
— RT(t) — RT(t + h)

VE>0,P([t<T <t+h])=Rp(t)— Rr(t+h)

5. Montrer que, pour tout réel ¢ positif ou nul,

P([t <T <t+h))

li = t
hg{)l+ h fr(t)
Démonstration.
Soit ¢t > 0.
e Soit h > 0. D’apreés la question précédente :
P(t<T<t+h])  Ry(t)—Rr(t+h)  Rp(t+h)— Ry(t)
h B h - h

o La fonction fr est continue sur R;. La fonction Fr, qui est une primitive de fr, est donc de
classe C! sur R,. Comme Ry : t — 1 — Fr(t), la fonction Ry est aussi de classe C! sur R, en
particulier en t. Ainsi :

hli%h RT(t+h})L_RT<t) = Ryp(t) = —Fr(t) = —fr(t)

P(t<T<t+h
On en déduit : lim ([ + ])
h—0t h

=—(—fr(®) = fr(@).

P(E<T<t+h
Ainsi : Vt > 0, lim ([ * ])

h—0+ h = fr®)
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Commentaire \

L’énoncé souhaitait sans doute que I'on utilise le résultat final de la question précédente
(ce que l'on fait dans la démonstration ci-dessus). On pouvait aussi choisir de raisonner
avec la fonction Fp plutot que la fonction Ryp.

e Soit A > 0. D’apreés la question précédente :

P([t<T <t+h])
h

Fr(t+ h) — Fr(t)
h

o La fonction fr est continue sur R,. La fonction Fr, qui est une primitive de fr, est

donc de classe C! sur R. En particulier elle est dérivable sur R, , et donc en t € R,

On en déduit :

Fr(t+h) — Fr(t)
h

lim

h—0t

= Fp(t) = fr(t)

6. a) Justifier que pour tout réel ¢ positif, Rp(t) > 0.

Démonstration.

o Comme démontré dans la question précédente, la foncion Rp est dérivable sur R, .

Soit t € R+.
Ryp(t) = —fr(t)
Or, d’aprés ’énoncé, si t € RY ;| alors : fr(t) > 0. Ainsi :

VteRY, Rpt) <0

La fonction R7 est donc :
x continue (car dérivable) sur R4,
% strictement décroissante sur Ry.

Ainsi, la fonction Ry réalise une bijection de [0, +o0o[ sur Ry ([0, +ocf).

RT([O, —|—OOD

lim Ry(t), R (0)

t——4o00
Or :

% d’une part :
En effet :

(car T est a
valeurs positives)

(car T est a densité)
x d’autre part :

lim RT (t)

t—+00

lim 1— Fp(t)

t—+00

(car Fr est une
fonction de répartition)

1-1

Finalement, la fonction Rp réalise une bijection de [0, +oo[ sur ]0, 1].

En particulier : Vt > 0, Ry (t) > 0.
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On appelle taux de défaillance la fonction définie sur Ry par le rapport A(t) =
1
b) Onnote : g:t—1In (> Démontrer que A\ = ¢'.
Rr(t)

Démonstration.
° SOlt t e R+.

o) = (i) =~ (Re(0)

« La fonction g est dérivable sur [0, +00], car elle est la composée g = h o Ry de :
x Rp qui est :
- dérivable sur [0, +o0],
- telle que : A(]0, +oo[) C ]0, +oo[, d’aprés la question précédente.
x h:tw —In(t) qui est dérivable sur ]0, +ool.

La fonction g est dérivable sur R;.

. SOlt t e R+.
40 = R0 x (W o Re)(e) = g =~ = I

On en déduit : A = ¢'.

c¢) Déduire I'expression de Rr en fonction de A a 'aide d’une intégrale.

Démonstration.

« Tout d’abord, d’aprés la question précédente : ¢’ = X\. On en déduit que la fonction g est une
primitive de A.

o Avec des arguments similaires & ceux de la dérivabilité, la fonction g est de classe C! sur R.
On en déduit que la fonction X est continue sur R;.
Cette fonction A étant continue sur R, elle admet une primitive de classe C* sur R . Consi-
dérons par exemple la primitive H de A qui s’annule en 0. Plus précisément :

vz eR., H(z) = /0 E) dt

La fonction g recherchée coincide avec H & une constante prés. Autrement dit, il existe ¢ € R
tel que : Vo € Ry, g(x) = H(z) +c.

o Commencons par déterminer H.
Soit x € R.

H(z) = /Ox A(t) dt

= g(z) = g(0)
Or, d’aprés 6.a) : g(0) = —In (Rp(0)) = —1In(1) = 0.

Finalement : Vo € Ry, H(z) = g(x).
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« On obtient alors, pour tout x € R :

g9(z) = /0 ' A(t) dt
donc  —In(Rp(z)) = Ox A(t) dt
dot  In(Rp(z)) = — Ox A(t) dt

ainsi  Rp(z) = exp (- /0 ") dt)

Finalement : Vo € Ry, Rr(xz) = exp (—/ A(t) dt).
0

O

7. Soit Z une variable aléatoire réelle positive de densité g continue sur R, admettant une espérance.
On pose Rz(t) =P([Z > t]) pour t > 0.

a)

b)

Soit v la fonction définie sur Ry par v(t) = tRz(t).
Démontrer, pour tout ¢t € Ry : tg(t) = Rz(t) — v'(t) ou v’ désigne la dérivée de v.

Démonstration.
« La fonction v est dérivable sur Ry car elle est le produit v = hy x Rz de :
x hy :t >t dérivable sur Ry en tant que fonction polynomiale,

x Rz dérivable sur R, avec une démonstration similaire a celle de la question 5.

La fonction v est dérivable sur R..

o Soit t € Ry
J() = 1x Ry(t) + x Ry(t) = Ra(t) —tg(t)

On peut en effet démontrer, comme en question 5. : R, (t) = —g(t).

On en déduit : Vt € Ry, tg(t) = Rz(t) — /().

Montrer que lim w(¢) = 0.

t—-+o0

Démonstration.
° SOlt te R+.

o(t) = tRy(t) = tP([Z>14]) = t /:OO (@) do = /:OO tg(z) da

« On sait déja, par positivité de 'intégrale (les bornes étant dans l'ordre croissant) :

0 < /t+0<> tg(z) de = v(t)

En effet, g est une densité et donc positive sur R, et : ¢ > 0.
On cherche alors a trouver un majorant de v admettant 0 pour limite en +o00, pour pouvoir
appliquer le théoréme d’encadrement.
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+oo
« Pour majorer 'intégrale t g(x) dz, on cherche & majorer, pour tout = € [t, +oo[, I'inté-
t
grande ¢ g(x).

Soit x € [t, +o0].

(car, comme g est une

donc 0 < tg(z) < zg(x) densité : g(x) >0)

Soit B € [t, +oo[. Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans I'ordre croissant :

/tB tg(z) de < /tB zg(x) dz

e Or:

“+o0o
x l'intégrale / t g(z) dx est convergente. En effet, comme g est une densité, l'intégrale
t

+oo
/ g(x) dx est convergente.
t

+00 too
x l'intégrale / x g(z) dzx est convergente, car Z admet une espérance (et donc / zg(z) dr
t —0o0
est convergente)

On en déduit :

« Démontrons enfin : lim zg(z) de = 0.
t—+o0  Jy

Soit t € Ry. Comme Z admet une espérance :

+o0
E(Z) = / xg(x) dr

—00

= /t zg(x) da:+/t+oo zg(z) do

—00

d’ou :

“+o0o
/t xg(x) de = E(Z)—/ rzg(z)de — E(Z)-E(Z) =0
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Commentaire .

o Ce point est une illustration d’un résultat classique sur les intégrales impropres.
—+00

Etant donnée une intégrale / h(t) dt convergente, on a pour tout x € R :

—00

/+oo h(t) dt = / h(t) dt + /;oo h(t) dt

—00 — 00

= H(zx) + R(z)

+00 +o0

La quantité R(z) = / h(t) dt est appelé reste de 'intégrale / h(t) dt.
x — 0O
La fonction R ainsi construite admet pour limite 0 en 4c0. En effet :

R(z) = /m h(t) dt—/x ht) dt —s /m h(t) dt—/m h(t) dt = 0

—0o0 —00 n—r+00 —00 —0o0

e On connait déja un résultat classique similaire sur les séries. Etant donnée une
série Y w, convergente, de somme notée S et dont la suite des sommes partielles
est notée (Sy)nen on a, pour tout n € N :

“+o00 n +o00o
> ug = > U + > ug
k=0 k=0 k=n+1
——— —— ——
S = Sn + R,
+o00
La quantité R, = > wug est appelé reste d’ordre n de la série > uy,.
k=n+1

La suite (R,,) ainsi construite est convergente de limite nulle. En effet :

R, =5-5 — §-5=0
n—+o0o

\. J

e On sait donc :

+o0
th€R+,0<v(t)</ zg(z)de=0
t

+00
x t£+moo t zg(z) de =0
x lim 0=0
t—4o00

Par théoréme d’encadrement : lim v(¢) = 0.
t—+o00

+oo
c¢) En déduire que E(Z) = /0 Rz(t) dt.

Démonstration.
« Tout d’abord, comme Z est & valeurs positives, sa densité g est nulle en dehors de [0, 400l
Ainsi :

+o00 “+o0o
E(Z) :/ tg(t) dt :/O tg(t) dt
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o D’aprés 7.a) :
VteRy, tg(t) = Rz(t) —'(t)

Ainsi, pour tout B € [0, +o0] :

B B
/ tg(t) dt = / (Rz(t) — /(1)) dt
0 0
= /B Ry(t) dt—/B V' (t) dt

B
/ St dt = (o))
0

e Or:

= v(B) — 0xg(0) (par définition de v)
« On obtient :
B B
/ Rz(t) dt = / tg(t) dt +v(B)
0 0
Or :
+o00
x D'intégrale / tg(t) dt est convergente et vaut E(Z),
0

x d’apreés la question précédente : lim wv(B) = 0.
B—+4o0

+oo
On en déduit que l'intégrale / Rz(t) dt est convergente.
0

+o0
De plus : / Ry(t) dt
0

I
=
N
+
o
I
=
N

O

8. On suppose désormais que 17" admet une espérance. Soit ¢ un réel positif fixé, le systéme ayant
fonctionné sans panne jusqu’a la date ¢, on appelle durée de survie la variable aléatoire T; =T — t
représentant le temps s’écoulant entre la date t et la premiére panne.

On a donc, pour tout réel x positif :

R, (x) = P([T; > a]) = Pirsg ([T > ¢ + 2])

Commentaire

Notons que, pour tout ¢ € Ry et tout x € Ry, la quantité Rz, (x) est bien définie car,
d’aprés la question 6.a) :
P([T>t])=Rr(t)>0
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a) Démontrer, pour tout réel x positif : Ry, (z) = RTR(t(—it_)x)
T
Démonstration.
Soit x € R+.
Rp(z) = Popog([T>t+a]) (d’aprés U'énoncé)
P >t+aIn[T >1])
= K@)
_ P([T >t+a]) (car, comme x >0 :
- P([T>1)) [T >t+x]C[T>t])
. RT(t + 1’)
Ry (t)
Ry (t + x)
Vo € Ry, Ryy(z) = “Re(t) 0

b) En déduire :

+oo
E(Ty) = R:rl(t)/t Ry (u) du

Démonstration.

¢ On souhaite ici appliquer la question 7. & la v.a.r. T;. On démontre donc que cette v.a.r. vérifie bien
les hypothéses nécessaires.

« On se place ici dans le cas ot le systéme a fonctionné sans panne jusqu’a l'instant ¢ (autrement dit,
on se place dans le cas ot I’événement [T > t] est réalis¢). Alors la vaar. T, =T — ¢ :

x est a valeurs (strictement) positives,

x est & densité en tant que transformée affine de T (T} = aT + b, ot a = 1 et b = —t) qui est &
densité et, en notant g; une de ses densités :

gt T > ‘L fr <$_1(_t)> = fr(z +1)

x admet une densité g, continue sur Ry, car g; est la composée g, = froh de:
-h:x+— x4+t quiest:
» continue sur R, en tant que fonction polynomiale,
» telle que : fr(Ry) C Ry (car t > 0).
- fr qui est continue sur R.

x admet une espérance en tant que transformée affine de T qui en admet une (d’aprés 1’énoncé de
cette question 8.).

o On est donc bien placé dans le cadre d’application de la question 7. pour la v.a.r. T;. On en déduit :

+o0
E(Ty) = /0 Ry, (z) dx

[t Rp(z+1t) p (d’apres la question
b Ry (t) . précédente)
1

+oo
— 0 /0 Rp(t+x) dx
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o On effectue alors le changement de variable | u=1t¢+

u=t+x (et doncx=u—1)
— du = dx

ex=0 = u=t

e =400 = uU=++00

Ce changement de variable est valide car ¢ : u — u — t est de classe C! sur [t, +o0l.

1 oo
On obtient alors : E(T;) = 0 / Ry(u) du.
T t

Commentaire .

« Le programme officiel stipule que « les changements de variable affines pourront étre utilisés
directement sur des intégrales sur un intervalle quelconque ». Pour autant, ce type de
changement de variable ne peut se faire qu’aprés avoir démontré la convergence (ce qu’on
a bien fait en premier lieu).

o Cela signifie aussi que, de maniére générale, on ne peut effectuer de changement de variable
directement sur une intégrale impropre : on doit se ramener au préalable sur une intégrale
sur un segment.

\ )t
Les questions suivantes illustrent les notions introduites précédemment pour des systémes simples.
9. a) On suppose que T suit la loi exponentielle de paramétre p.
Déterminer la fiabilité et le taux de défaillance.
Démonstration.
e Comme T < & (u), alors :
0 six <0 0 sizx <0
Fr:.z— et fr:ixw—
1—e™™% sizx >0 pe P six >0
o Déterminons la fiabilité Ry de T.
Soit x € R+.
Rr(z) = 1=Fp(z) = ¥ — (X —e#®) = 7k
Finalement : Ry : x — e #7T,
o Déterminons le taux de défaillance A\p de T'.
Soit x € R+.
Ap(z) = fr(@) _ pe=T 7
RT(l') e?‘%f
Finalement : Ay : xz — p. .
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b) On suppose que le systéme est composé de deux organes 1 et 2 montés en série, dont les durées
de vie sont supposées indépendantes, ce qui implique qu’il tombe en panne dés que I'un d’eux
tombe en panne. On note 7; la durée de vie de 'organe i, f7, la densité de sa loi qu’on suppose
exponentielle de paramétre ;.

Déterminer la fiabilité du systéme et son taux de défaillance.

Démonstration.

e On note Z la durée de vie du systéme en série.
Comme le systéme tombe en panne dés que I'in des 2 organes tombe en panne, on en déduit :

Z = min(Xl, XQ)

« D’aprés la question 8.b), on en déduit : Z < & (uy + p2).

D’aprés la question précédente, on obtient :

RZ:xHe_(“l‘H‘Q)x et )\Zil"—>,UJl+/«62 ]

¢) On suppose que le systéme est composé de deux organes 1 et 2 montés en paralléle, dont les
durées de vie sont supposées indépendantes, ce qui implique qu’il tombe en panne quand les
deux organes sont en panne. On note 7; la durée de vie de l'organe 4, fr, la densité de sa loi
qu’on suppose exponentielle de paramétre ;.
Déterminer la fiabilité du systéme.

Démonstration.

e On note Y la durée de vie du systéme en paralléle.
Comme le systéme tombe en panne quand les 2 organes sont en panne, on en déduit :

Y = rnax(Xl, Xg)
o D’aprés la question 3.a), on en conclut que Y est une v.a.r. a densité et :
0 six <0
Fy :z—
(I—eM®)(1—eM%) sizx>0

. SOlt T €R+.
Ry(z) = 1—Fy(x) = 1—(1—e M) (1 —e 27

Finalement : Ry : x +— 1 — (1 —e #1%) (1 —e H27). -

10. Soit ¢, g la fonction définie par :

(nfl)' B Le Pt sit=0

0 sit<O0

Pnp it

ol 8 > 0 est une constante strictement positive et n un entier naturel non nul.

a) Démontrer que ¢, 3 est une densité de probabilité (loi d’Erlang).

Démonstration.
« La fonction ¢,, g est continue :
x sur | — oo, 0] en tant que fonction constante,

x sur |0, 4o00[ en tant que produit de fonctions continues sur |0, +o00|.

La fonction ¢, 3 est donc continue sur R sauf éventuellement en 0.
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o Soit x € R. Deux cas se présentent :

x six >0, alors : ¢, g(z) = ( b i (Bt)" e Pt > 0 (car B > 0)
****** n—1)!
Vo e R, ppp(x) >0
+00
« Démontrons que l'intégrale / ©n,3(t) dt est convergente et vaut 1.
—0o0

x Tout d’abord, comme ¢, g est nulle en dehors de [0, +o00] :

+o0 +o0
/ () dt —/O () dt

—0o0
+o0o
x La fonction ¢, g est continue par morceaux sur [0, +oo[. L'intégrale / ©n,3(t) dt est donc
uniquement impropre en +oo.

+o0
x Démontrons par récurrence : ¥n € N*, P(n) ou P(n): lintégrale / ©n,3(t) dt converge
0

et vaut 1.

» Initialisation :

- Soit B € [0, +o0].

B
/ (PI,,B(t) dt =
0

- Or la fonction fg définie par :

0 six <0
f/g:$’—>
Be Bt siz>0

B B
o (Bt e Pt dt = / Be Pt dt
0 : 0

+oo
est une densité d’'une v.a.r. de loi € (u). L’intégrale / Be Pt dt est donc convergente
0

+oo
et vaut 1. Il en est alors de méme de 'intégrale / ©1.5(t) dt.
0
D’ou P(1).
» Hérédité : soit n € N*.

+0o0

Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. / Yn+1,8(t) dt converge et vaut 1).
0

- Soit B € [0, +o0].

B B
/ @n-}-l,ﬁ(t) dt = / ﬁ (6 t)n efﬁt dt
0 0

n!

On procéde par intégration par parties (IPP).

np

n!

ut) = (BT W) (Boy " =

(n—1)!
V(t) = Be P! v(t) = —e Pt

Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe C! sur le segment [0, B].
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On obtient :
B B B
B —Bt 1 - / s 1 -
= (Bt)" dt = | —= (Bt)re Pt | — —— (Bt)" —e Pty at
| 5o R IR A= TCORE St
- B”B”e—55+0+/B b (Bt)" e Pt at

1 B
= —— (BB)"e PB4 onp(t) dt
n' 0

+o0o
- Or, par hypothése de récurrence, l'intégrale / ©n,(t) dt converge et vaut 1.
0
De plus, avec le changement de variable u = 8 B, comme 5 > 0 :

lim (BB)"e P = lim w"e =0 (par croissances comparées)
B—+o00 u——+00

+o0
- Ainsi, l'intégrale / ©n+1,8(t) dt est convergente et :
0

—+00
/ Pnt1(t)dt = 0+1 =1
0

D’ou P(n +1).

+o0
Par principe de récurrence, pour tout n € N*, l'intégrale / ©n,3(t) dt converge et vaut 1.
0

Finalement, la fonction ¢, g est bien une densité de probabilité.

b) On suppose que T" a pour densité la fonction ¢, 3. Montrer que la fiabilité a la date ¢ est :

n—1 k
Rp(t) =™ kX::O (5];)

Démonstration.

o Par définition de Ry :
Ry :xz—1— Fp(x)

Comme Fr est la primitive de ¢, g qui admet pour limité 1 en +o0, alors Ry est la primitive
de —p, g qui admet pour limite 0 en +oo.
Démontrons alors que la fonction G définie par :

n—1 k
G:t—e Pt 7@?
k=0 k!

vérifie ces 2 propriétés :
x elle est dérivable sur Ry et : G’ = —¢y,
x lim G(t) =0

t——+00
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« La fonction G est dérivable sur R car elle est le produit G = hy X hg de :
x hy :t+— e Pt dérivable sur R,

n—1 t)k
x ho it > (ﬁkl) dérivable sur Ry car c¢’est une fonction polynomiale.
k=0 K-
Soit ¢ S R+.
G'(t) = Ry(t)ha(t) + ha(t) ha(t)
n—1 t k n—=1 3
= _gest’ss BN e BE g
& M & M

(par décalage d’indice)

On en déduit :
B

(n—1)!
Vt e Ry, G'(t) = —pns(t)

G'(t) = - Bt e = —pup()

n— k n—
G(t) = e Pt Zl (ﬁkt,) = kz:) %((ﬁt)ke_ﬁt)

Or, par croissances comparées, pour tout k € [0,n — 1] :

lim (Bt)fe Pt = 0

t——+o0

On en déduit : lim G(t) = 0.

t—4o00

On en conclut : Ry = G. [

Commentaire

« La loi présentée dans cette question 10.) est appelée loi d’Erlang (hors programme) de para-
métres n et B. Cette loi est liée & des lois de probabilité classiques :

x lorsque n = 1 (¢f initialisation de la récurrence du 10.)), on reconnait la loi exponentielle
de paramétre .

x de maniére générale, la loi d’Erlang est un cas spécial de la loi Gamma (qui admet deux
parameétres notés généralement « et ) dont une densité est donnée par :

0 sit<O0;
t— B
[(a)

e Pt o=l gt >0.

En prenant o = n, on reconnait la densité f,, de la quesiton de I’énoncé.
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Commentaire

o Cette loi Gamma se définit & ’aide de la fonction :
oo
I‘:xbﬁ/ 21 et gt
0

que 'on peut rencontrer par exemple dans ESSEC II 2005.
Pour rappel, la fonction T' est définie sur R™ et on peut démontrer (penser a une IPP) :

ra=1
{ Ve >0, I'(z+1) = 2l(x)

de sorte que : Vn € N, I'(n + 1) =nl.
(on peut voir la fonction T comme un prolongement de la fonction factorielle)

« La loi de Weibull est elle aussi trés classique aux concours (c’est 'objet de la question 11.).

11. Soit g, la fonction définie par :

Ibg,n:t'—>

oup>=1,n7>0.

a) Vérifier que 9g, est une densité de probabilité (loi de Weibull).

Démonstration.
« La fonction g, est continue :
x sur | — oo, 0] en tant que fonction constante,

x sur |0, +oo[ en tant que produit de fonctions continues sur ]0, +ool.

La fonction 1)g,, est continue sur R sauf éventuellement en 0.

« Soit t € R. Deux cas se présentent :

3 )
xsit20,alors:¢5m(t):<> e \n/) (car f>0etn>0)
777777 nAn
Vt e R, Yg,(t) >0
+oo
o Démontrons que 'intégrale / Ypy(t) dt converge et vaut 1.
—0o0

x Tout d’abord, comme la fonction g, est nulle en dehors de [0, 400 :

+oo +oo
/ Bon(t) dt = / Yon(t) dt
0

—0o0

+oo
x De plus, la fonction 1), est continue par morceaux sur [0, +-o0o[. L’intégrale / Vpp(t) dt
0

est donc uniquement impropre en +oo.
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x Soit B € [0, 4o00].

B B -1 t\8 (NP _(B\*
/ Ygy(t) dt = / B(t> ef<’7) dt = [—e (77) ] =1-—e¢e (77>

0 o NA\T7

0
B B
Or, comme 8 >0: lim 1—e_<77) =1-0=1
B—+o00
+oo
Ainsi, I'intégrale / Yg.,(t) dt converge et vaut 1.

La fonction 15, est donc une densité de probabilité.

b) On suppose que 1" a pour densité la fonction 1g,,.
Déterminer la fiabilité Ry (t) et le taux de défaillance A(t) a la date t.

Démonstration.
« Tout d’abord, on considére : T'(2) = [0, +ool.
T(§2) = [0, +o00]

e Déterminons R7. Pour cela on commence par déterminer la fonction de répartition Fp de T.
Soit € R. Deux cas se présentent :

x stz <0, alors [T < z] = @ (car T(2) = [0, +o00[). D’ou :
Fr() = B(['<al) = P(2) = 0

Fr(z) = /_a: g p(t) di

B T (car g, est nulle en
- /0 WYpn(t) dt dehors de [0, +o0[)
T -1 t\ B
_ / B <t> o)
o MA\T7
_ e,<%)6 (en reprenant les calculs

de la question précédente)

0 six <O

Finalement : Fp: x — -

8
l—e_(5> siz>=0

2\ F
Comme, pour tout t € Ry, Rp(t) =1 — Fy(t), on obtient : Ry : x — e_<77> .

o Déterminons maintenant .

Soit t € Ry.
-1 _
i 2T
n

A1) — —

Br(t) %

B—1
Finalement : A : ¢t — é (t)
n
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c¢) Etudier tliin A(t) en fonction de la valeur de g.
—+0co

Démonstration.

« Soit t € [0, +00[. D’apres la question précédente :

w4

o D’aprés I’énoncé : 5 > 1. Deux cas se présentent alors :

-3 - -

Ainsi, si 8 =1, alors : tilinoo A(t) =

1
Notons que si 8 = 1, alors 91, est une densité de la loi £ ) On retrouve bien

dans ce cas, conformément a la question 9.a), un taux de défaillance constant.

w4

B-1
t
Comme n > 0, alors : lim — =+00. Or 8 —1>0. D'out: lim () = +00.
t—+o0 7 t

x si B> 1, alors :

Ainsi, si 8 > 1, comme 7 > 0, alors : tlim A(t) = +o0.

—>+00
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