ECE2 7 Janvier 2022
Mathématiques (version A)

Devoir d’entrainement

A tout triplet (a,b, c) de réels, on associe la matrice M (a, b, c) définie par :

|

On désigne par E I'ensemble des matrices M (a,b,c) ol a, b, ¢ sont des réels. Ainsi :

M(a,b,c):(

o O 9
o o
a o

E ={M(a,b,c) € #3(R) | (a,b,c) € Rg}

I. Recherche d’une base de FE

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel .#5(R) des matrices carrées réelles
d’ordre 3.

Démonstration.
« Tout d’abord :

E = {M(a,b,c) | (a,b,c) € R3}

Al

a

b) | (a,b,c) € R3

agi9f

= {a-M(1,0,0)+b-M(0,1,0) + c- M(0,0,1) | (a,b) € R}

o O 2
o o2

o O O
O = O
o O O
— o O

) | (a,b,c) € R3

I

IS
o O =
o o=
o O =

= Vect (M(1,0,0), M(0,1,0), M(0,0,1))

On en déduit que E est un sous-espace vectoriel de .#5(R).

Commentaire \

e Ici, F est un ensemble dont les éléments sont des matrices écrites a 1’aide de paramétres. Il y
a tout lieu de penser que cet ensemble va pouvoir facilement s’écrire comme espace vectoriel
engendré par une partie.

« Cette méthode présente un double avantage. En effet, en plus de démontrer que E est un sous-
espace vectoriel de .#3(R), on obtient de plus que famille (M(l, 0,0),M(0,1,0), M(0,0, 1))
est génératrice de E.
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Commentaire

« Si la rédaction précédente est celle attendue, il arrive parfois qu’on ne puisse pas l'utiliser
(dans certains cas, ’ensemble étudié ne s’écrit pas naturellement comme espace vectoriel
engendré par une partie). Il est donc important de savoir utiliser la méthode consistant a
revenir a la définition de sous-espace vectoriel de .#Z3(R). Rappelons ci-dessous la rédaction.

(i) E C #3(R).
(it) E # @ car 0 4,mw) = M(0,0,0) € E.
(i) Démontrons que E est stable par combinaison linéaire.
Soit (A1, A2, A3) € R? et soit (U, U, Us) € E3.
x Comme U; € E, il existe (a1, b1,c1) € R tel que Uy = M(ay, by, c1).
x Comme Us € E, il existe (az, by, co) € R? tel que Uy = M (as, b, c32).
x Comme Uz € E, il existe (a3, b3, c3) € R? tel que Uz = M (as, b3, c3).
Démontrons que A1 - Uy + Ay - Us+A3-Us € E. On a :

MU+ X2-Us+ A3 -Us
= A -M(ar,bi,c1) + Ao - M(ag, bz, c2) + A3 - M(as, bs, c3)

ar a1 aq as a2 ag as a3 as

= M0 b by 4+X-|0 by by +A3-|0 b3 b3

0 0 0 0 e 0 0 c3
AMair+Xoas+A3ag Aiai+Aoas+A3a3 Aiar+ Asas + Agas
0 A1b1 +A2ba 4+ A3b3 A1 by 4 Ao by + A3bs

0 0 Arcr + Agceo 4+ Agcs

= M(Ai1ar+X2az+Agas, A1br+ Aaba+ Azas, Aici +Xaca+ A3c3) € E

E est un sous-espace vectoriel de .Z3(R).

\.

2. Donner une base de E ainsi que sa dimension.

Démonstration.
Dans la question précédente, on a démontré que la famille (M(l,0,0),M(O, 1,0), M (0,0, 1)) est
génératrice de F. Démontrons maintenant qu’elle est libre.
o Soit ()\1,)\2,)\3) € R3.
Supposons : Ay - M(1,0,0) + Az - M(0,1,0) + Az - M(0,0,1) = 0_zr) (*).

AlA A 0 00
Or : (*) < 0 X )\2) = (O 0 0)
0 0 M3 0 0 0

A =0

A =0

— A =0

Ao =0

A =0

A3 =0

La famille (M (1,0,0),M(0,1,0), M (0,0,1)) est libre.
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o La famille (M(l, 0,0),M(0,1,0), M(0,0, 1)) est :
x génératrice de E d’aprés le point précédent,

% libre.

On en déduit que (M(l,0,0),M(O, 1,0), M (0,0, 1)) est une base de F.

o Enfin :
dim(E) = Card ((M(1,0,0),M(0,1,0),M(0,0,1))) =3

dim(E) =3 0

II. Cas particulier de la matrice M (1,2, 3)

3. Donner les valeurs propres de M(1,2,3).
Démonstration.

1
La matrice M(1,2,3) = | 0 est triangulaire (supérieure).
0

O N =
W N =

-+

Ainsi, ses valeurs propres sont ses coeflicients diagonaux.

On en conclut : Sp (M (1,2,3)) = {1,2,3}. O

4. Déterminer une matrice P inversible et une matrice D diagonale de .#3(R) telle que :
M(1,2,3) = PDP!

Démonstration.
« La matrice M (1,2,3) :
x est carrée d’ordre 3.

x posséde 3 valeurs propres distinctes.

On en déduit que M (1,2,3) est diagonalisable.

« Il existe donc une matrice P inversible et une matrice D diagonale telles que M (1,2,3) = P D P~1.
Plus précisément :

x la matrice P est obtenue par concaténation de bases des sous-espaces propres de M (1,2, 3).

x la matrice D est la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres
de M(1,2,3) (dans le méme ordre d’apparition que les vecteurs propres). Ainsi :

100
D=0 2 0
0 0 3

Il reste alors a déterminer les sous-espaces propres de M (1,2, 3).
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« Déterminons E; (M(l, 2, 3)) le sous-espace propre de M(1,2,3) associé a la valeur propre 1.

xr
Soit U = (y) € M51(R).

z

U € E1(M(1,2,3)) — (M(1,2,3)—I) xU = 0.5 1 (R)

01 1 T 0
< 01 2 y|l =10
0 0 2 z 0
y + 2z =0
= y + 2z = 0
2z 0
Ly Ly — Ly y + z =0
<— z = 0
2z = 0
Ly L3 —2Lo y + 2 = 0
<= z = 0
0 =0
Ly« Ly — Ly Yy = 0
= { . — 0

On obtient alors :

Ei(M(1,2,3)) = {(Z

1
On en conclut : Ey(M(1,2,3)) = Vect (0)
0
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« Déterminons Ey (M(l, 2, 3)) le sous-espace propre de M(1,2,3) associé a la valeur propre 2.

xr
Soit U = (y) € M51(R).

z

UeBy(M(1,2,3) <= (M(1,2,3)—21) xU=04,®

I
-1 1 1 T 0
— 0 0 2||y]l=1o0
0 0 1 z 0
-z +y + 2z =0
<= 2z = 0
2z = 0
Ly« Ly — 2Ly —r + Yy + z =0
<= 2z = 0
0 =0
PN { - + z = —y
z = 0
Ly Li— Ly —r = —y
— { .~ 0

On obtient alors :

Er(M(1,2,3)) = {(z € MR) |z =y et 2=0}

1
On en conclut : Fs (M(1,2,3)) = Vect (1)
0
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« Déterminons Ej3 (M(l, 2, 3)) le sous-espace propre de M(1,2,3) associé a la valeur propre 3.

T
Soit U = (y) € #3,1(R).

z

UeB3(M(1,2,3) <<= (M(1,2,3)=31) xU=04,®
-2 1 1 x 0
= 0 -1 2f({y]=|{0
0 0 0 z 0

-2z + y + 2z =0

— -y + 2z =0

0 =0
PN {—23} + y = -z
-y = -2z
Lie L+ Lo {—2:L' —3z

=

-y -2z

On obtient alors :

E3(M(1,2,3)) = {(;) € MR) | z=32z et y=22}

3
On en conclut : E3(M(1,2,3)) = Vect (4)
2

e Ainsi, on a :

On a bien trouvé P et D telles que : M (1,2,3) = PD P~ L. 0
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Commentaire \

o Il faut s’habituer & déterminer les ensembles F)\(A) par lecture de la matrice A — A 1.

o Illustrons la méthode avec la matrice de I'exercice et A =2 et A = M (1,2,3).
x

On cherche les vecteurs X = (y) de Fy (M (1,2, 3)) c’est-a-dire les vecteurs tels que :

z

(M(1,2,3) = 21I3) X = 0,4, ,(r)- Or :
r-Cr+y -Co+2-C3

(296 - e (3) o () -2

0
Pour obtenir le vecteur (0) a ’aide de cette combinaison linéaire, on doit forcément choisir
0

z = 0. En effet, si z est non nul, le vecteur résultat aura pour 2°™¢ (et 3°™¢ coefficient un
réel non nul. On choisit donc z = 0.

Les deux vecteurs restants sont opposés. Pour obtenir le vecteur nul il faut et il suffit alors
de choisir y = x. En prenant x = 1 (par exemple, on obtient alors :

O O =

1
2
1

1

1
(1) € By (M(l, 2,3)) et ainsi Vect (1) Cc Ey (M(l7 2, 3))
0 0

L’égalité peut alors s’obtenir & ’aide d’un argument de dimension.
Pour cela, il faut démontrer au préalable que la matrice M (1,2,3) — 2 I3 est de rang 2.
On obtient ainsi, par théoréme du rang :

dim (E2(M(1,2,3))) = dim (#31(R)) —rg(M(1,2,3) —2I3) = 3-2 = 1

\. J

5. Donner l'expression de P~! et en déduire la matrice (M(l, 2, 3))” en fonction de 'entier naturel n.

Démonstration.

o On applique 'algorithme du pivot de Gauss.
Remarquons de suite que P est triangulaire (supérieure). De plus, ses coefficients diagonaux sont
tous non nuls. Ainsi, cette P est inversible.
(une matrice de passage n’est pas toujours triangulaire mais est toujours inversible)

1 3 1 00
0 4 010
0 2 0 01

L192L1—3L3 . .
LytsLy—2Ls On obtient :

2 20 2 0 -3
010 01 -2
0 0 2 0 0 1

On effectue 'opération { Ly + L1 — 2Ly . On obtient :

il

O~

On effectue les opérations {

S O N

0
1
0

N OO
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1
On effectue les opérations { Ly = 2 L . On obtient :
L3 — 3 L3
1 00\|/1 -1 3
010 0o 1 =2
001/|\0o 0o 1

1
Ainsi P est inversible et P~1 = 3 (

ITI. Cas particulier de la matrice M(1,1,1)

On pose J = M(1,1,1) — I3, la matrice I3 représentant la matrice identité de .Z5(R).

6.

Donner les valeurs propres de la matrice M(1,1,1). Cette matrice est-elle diagonalisable ?
Démonstration.

11
« La matrice M (1,1,1) = (O 1 est triangulaire (supérieure).
00

_ = =

Ainsi, ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux.

On en conclut : Sp (M(1,1,1)) = {1}.

« Démontrons que M (1,1,1) n’est pas diagonalisable. On procéde par I’absurde.
Supposons que M (1,1,1) est diagonalisable. Il existe alors :

x P € #3(R) inversible,
x D € #3(R) diagonale, dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de M(1,1,1),
telles que : M(1,1,1) = PDP~!. Or Sp (M(l7 1, 1)) = {1}. Donc :

1 00
M(1,1,1) = P(O 1 o)P—1 = PLP!' =pPpPl =13
0 0 1

Absurde!

Ainsi, la matrice M (1,1,1) n’est pas diagonalisable. ]

Calculer les matrices J2, J3. En déduire, sans démonstration, l’expression de J", pour tout entier
naturel n > 3.

Démonstration.

011
o Tout d’abord : J = M(1,1,1) — I3 = (0 0 1).
000

0
e On en déduit : J? = (O
0

01 1
et JS=JxJ%0 0 1
00 0

Par récurrence immédiate, on en déduit, pour tout n > 3, J" = (

S O O
o OO

o oo
Nt~
]
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8. Montrer que pour tout entier naturel n > 0 :

n—1)

(ML) =L+ ng+ ™ SR

Démonstration.

« Remarquons tout d’abord :

1 1 1 1 0 0 01 1
M(1,1,1) = (0 1 1| = [0 1 0]+ (00 1] =I3+J
0 0 1 0 0 1 0 0 O
o Les matrices I3 et J commutent car I3 commute avec toute matrice de méme ordre.

On peut appliquer la formule du binéme de Newton. Soit n > 2.

(M(1,1,1)" = (J+1I)"

k=0
_ éo (Z) e (car JFIZF = Jh Iy = J*)
_ kZ?:O (Z) o kig <Z> gk g; ié;)g];age est valable
- = () NS
-
= Li+nJ+ ”("2_ Dy

x Sin =
» D’une part : (M(l, 1, 1))0 = Is.
» D’autre part : I3 +0J + 0<02_1) J? = Is.
Ainsi, la propriété est vérifiée au rang n = 0.
x Sin=1
» D'une part : (M(1,1,1))" = M(1,1,1).
1(1-1)

» D’autre part : I3 +1.J + JP=I+J=M(1,1,1).

2
Ainsi, la propriété est vérifiée au rang n = 1.

-1
Ainsi, pour tout n € N, (M(l, 1, 1))" =Is+nJ+ n(nQ)JQ’
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Commentaire

« La relation de Chasles stipule que pour tout (m,p,n) € N3 tel que m <p < n :

n p

Zuk:Zuk—i- i U,

k=m k=m k=p+1

(la somme la plus & droite est nulle si p=mn)
ou (uy) est une suite quelconque de réels ou de matrices.

o Dans cette question, on est dans le cas ot m =0 et p = 2.
L’argument n > 2 est donc essentiel pour découper la somme.
Les cas m = 0 et n = 1 doivent donc étre traités & part.

o Ici, la matrice J vérifie : Vk > 3, JF = 0.4,(r)- Elle est dite nilpotente d’indice 3 (ce terme
n’est pas au programme et il est préférable de ne pas I'utiliser dans une copie). Si elle avait
été nilpotente d’indice 2, il aurait fallu traiter seulement & part les cas n = 0 (le découpage
de la somme aurait alors été valable pour n > 1).

\ DA
9. En déduire ’écriture matricielle de (M(l, 1, 1))" pour tout n € N.
Démonstration.
Soit n € N. D’aprés la question précédente :
—1
(M(1,1,1))" = I3+nJ+ ”(”2) J?
1 00 011 n(n . 1) 0 0 1
= 01 0)]4+n [0 0 1]+ 5 0 00
0 0 1 0 0 0 0 00
1 n n+n(n271) 1 n n(n2+1)
Ainsi : Vn e N, (M(1,1,1))" = (o0 1 n ={o1 n |
0 0 1 0 0 1 O

IV.

Cas particulier de la matrice M (1,1,2)

On note f I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique de R?® est la matrice

M(1,

1,2). On définit la famille de vecteurs C = (u, v, w) par :

u=(1,0,0), v=(0,1,0), w=(2,1,1)

10. Démontrer que C est une base de R3.

Démonstration.

Montrons que la famille ((1, 0,0),(0,1,0),(2,1, 1)) est libre.
Soit (A1, A2, A3) € R3. Supposons :

AL+ (1,0,0) 4+ Ag - (0,1,0) + A3 - (2,1,1) = (0,0,0) (%)

10
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Or:

(x) <= (M +2X3 A2+ A3, A3) =(0,0,0)

Al + 2X3 = 0
= Ao+ A3 = 0
A3 = 0

<~ {)\1:)\2:)\3:0

(par remontées successives)

La famille (u,v,w) est donc libre.
« De plus : Card ((u,v,w)) = 3 = dim(R3).

Commentaire

o Le terme cardinal est réservé aux ensembles finis. La famille (u,v,w) est un ensemble qui
contient 3 vecteurs. Elle est donc finie, de cardinal 3 (ce qu’on note Card ((u,v,w)) = 3).

On en conclut que la famille (u,v,w) est une base de R3.

o Vect (u, v, w) est Pespace vectoriel constitué de toutes les combinaisons linéaires des vecteurs
(u,v,w). C’est un ensemble infini de vecteurs, on ne peut parler de son cardinal. Par contre,
si I'on dispose d’une base (u,v,w) d'un espace vectoriel, tout vecteur se décompose de
maniére unique sur cette base. Ceci permet de donner une représentation finie de cet ensemble
infini.

« Les notations : Card ST, w) ) et W n’ont aucun sens !

L

11. Prouver que les vecteurs u et w sont deux vecteurs propres de f associés & deux valeurs propres
que ’on précisera.

Démonstration.
Notons % la base canonique de R3.

1 0 2
Notons U = Matg(u) = (O), V = Matgz(v) = (1) et W = Matgz(w) = (1)
0 1

0

o Remarquons tout d’abord :

Matgg(f(u)) = Matgg(f) x Mat z(u)
= M(1,1,2)xU
1
x |0
J-()

= U = Maty (u)
Comme Mat @( f (u)) = Mat g (u), on en déduit, par isomorphisme de représentation :

flu)=1-u

Enfin, comme u # O3, on en conclut que w est un vecteur propre de f
associé a la valeur propre 1.
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e De méme :

Matg(f(w)) = Matg(f) x Matg(w)

= 2-Maty(w) = Maty (2 w) (car Matg(-) est linéaire)
Comme Mat gg( f (w)) = Mat gg(2 . w), on en déduit, par isomorphisme de représentation :

fw)=2-w

Enfin, comme w # Ogs, on en conclut que w est un vecteur propre de f
associé a la valeur propre 2.

Commentaire \

o L’énoncé ne donne pas directement accés a f mais a M(1,1,2), sa matrice représentative
dans la base Z. La base £ étant fixée, 'application Mat 4(.), appelée parfois isomorphisme de
représentation, permet de traduire les propriétés énoncées dans le monde des espaces vectoriels
en des propriétés énoncées dans le monde matriciel.

Voici quelques correspondances dans le cas général :

E espace vectoriel de dimension n <+— ., 1(R)
f: E — E endomorphisme <+— Matg(f) € #,(R)
f bijectif <+— Matg(f) inversible
Ou encore, dans le cas précis de ’exercice :
u +— U
f +«— M(@1,1,2)
flu) +— M(1,1,2) xU

Il est trés fréquent que les énoncés de concours requiérent de savoir traduire une propriété d’un

monde & ’autre. Il est donc indispensable d’étre & 'aise sur ce mécanisme. 0
\ v

12
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12. Exprimer f(v) comme combinaison linéaire des vecteurs u et v. En déduire la matrice T' de f dans
la base C.

Démonstration.
o Tout d’abord :

Matgg(f(v)) = Mat%(f x Matg(v)

= Matgy (u) + Mat g (v)
= Matg(u+v) (car Matg(-) est linéaire)

Comme Mat » ( f (v)) = Mat g (u + v), on en déduit, par isomorphisme de représentation :
flu)=u+v

e fluy=1-u+0-v+0-w daprés la question précédente.

1
Ainsi : Mat 4, ) (f(u)) = (0)
0
e flo)=1-u+1-v+0-w daprés ce qui précede.
Ainsi : Mat 4, ) (f(v)) = (1)
0

o flw)=0-u+0-v+2-w daprés la question précédente.

Ainsi : Mat(y 4 ) (f(w)) = (

0
0].
2

S~
N O O

1
Finalement : Maty , ) (f) = (O
0

):T.

« Rappelons tout d’abord que déterminer la matrice représentative de f dans la base (u,v,w)
consiste & exprimer 'image par f des vecteurs u, v, w suivant cette méme base (u, v, w).

« Pour résoudre la question, on se sert ici une nouvelle fois de la correspondance entre le monde
des espaces vectoriels et le monde matriciel.
Ou peut ajouter la correspondance suivante a celle déja évoquée :

expression de f(u) dans (u,v,w) <— expression de M(1,2,3) x U dans (U, V,W)

13
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1 n 0
13. Montrer que pour tout entier naturel n : T" = (0 1 0 ) .
0 0 2"

Démonstration.

1 n O
Démontrons par récurrence : ¥n € N, P(n) ou  P(n):T" = (O 1 O) :
0

» Initialisation :
o D’une part, 7° = I3.

1 0 0 1 00
e Dautre part, |0 1 0] = |0 1 0] = I3.
00 2° 001
D’ou P(0).
» Hérédité : soit n € N*. 1 nel 0
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) ( clest-a-dire : 7"t = [0 1 0 )
0 0 on+l
T = TxT"
110 1 0 N
o1 0l x (o 7; 0 (par hypothése
00 2 00 on de récurrence)
1 n+1
= 0 1
0 0 1

D’ou P(n+1).

1 n
Par principe de récurrence, on a : Vn e N, T" = (0 1
0 0

\v}

0
0 1.
" 0

On a rédigé ici a I'aide d’une récurrence, raisonnement possible puisque la formule était donnée
dans I’énoncé. On aurait aussi pu faire la démonstration a 'aide de la formule du bindme.
Détaillons la rédaction.

1 00 010
e Notons D=0 1 0Jet N=10 0 0], desorteque T =D + N.
0 0 2 0 00
« Remarquons tout d’abord :
010 01 0 0 00
N?’=100 0fx[000]={00 0
0 0 0 0 0O 0 0 0

Ainsi, N2 =0 #(R) €t, par une récurrence immédiate : Vk > 2, N k=0 M5(R)-

0
0] =ND.
0

Ainsi D et N commutent.

S O =

0
e On remarque de plus que : DN = (O
0

14
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Commentaire

1
x sin=0,T%= I3 et (o
0

1
xsin=1T =T et (0
0

\.

o On peut donc appliquer la formule du binéme de Newton, pour n > 1 :

™ = (D+N)"
= 2 <n> Nk pn—Fk
k=0 \K
_ 21: "\ nEpn—k I i N\ Ak pn—k (ce découpage est
B i=0 \Kk = \k valable carn > 1)

Vk>2, NF=0)

= D"4+nND" !
.Or:
10 0 01 0\/10 0
D" +nND" 1 01 0]+nl0oo0o0]l0o1 o
00 2n 0 0 0/\0o 0 2!
10 0 010
= |01 0]4+n|0 00
00 2n 00 0
1 n O
= (o1 0
00 2»
o Enfin :

(car on a montré :

14. Montrer que la matrice de passage de R de la base canonique a la base C a pour matrice inverse la

1 0 -2
matrice @ =0 1 -1].
00 1

Démonstration.

« Rappelons tout d’abord :

1 0 2
(0) = Mat »(u), (1) = Mat »(v), (1) = Mat z(w)
0 0 1

o Ainsi :

15



ECE2 7 Janvier 2022
Mathématiques (version A)

e« Or:

1 0 2 1 0 -2 1 00
01 1] xJ01 —-1]=10120
0 01 00 1 0 01

RQ = I3 donc R est inversible et admet pour matrice inverse Q).

O
15. Donner une relation reliant les matrices M(1,1,2), Q, R et T.
Démonstration.
D’aprés la formule de changement de base :
Matz(f) = Pgce x Mata(f) x FPexz
I I I I
M(1,1,2) = R x T X Q
On en déduit : M(1,1,2) = RT R™%. B
16. Sans l'expliciter, écrire (M(l, 1, 2))” en fonction de n, @, R, T.
Démonstration.
Soit n € N. D’aprés les questions précédentes :
(M(1,1,2))" = (RTQ)"
= (RTR7Y)"
B N (par une récurrence
= RIR immédiate)
Ainsi : (M(1,1,2))" = RT"Q B
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