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CONCOURS BLANC Mathématiques PSI

corrigé de I’épreuve CCINP

1l s’agit de l’épreuve CCINP PC 2016.

1. a. e Les applications ¢, et B, sont linéaires, en effet, pour (P, Q) € (R,[X])? et A€ R :
* pn(AP4+ Q) =nXA\P+Q)(X)+ X(1-X)A\P+Q)(X)
=A\nXP(X)+ X1 -X)P'(X)]+ [nXQ(X)+ X(1 - X)Q'(X)]
= /\Son(P) + (Pn(Q)

n n n

* BuAP +Q)(X) = X AP+ Q)()pea(X) =2 3 P(Dpen(X) + 3 QEDPEA(X) -
=0 =0 =0
= )\Bn(P) + Bn(Q)
e Les applications ¢, et B, sont & valeurs dans R,,[X], en effet :

* Yk € [0;n], on(XF) = nXF 4+ X(1 - X)kX* 1 = (n — k) X" + kX est de degré
k+1sike[0,n—1], et de degré n si k = n, donc, Yk € [0,n], ¢n(X*) € R,[X], et
ainsi, par linéarité, vV P € R,[X], ¢n(P) € R,[X].

* VP € R,[X], Bu(P) = > P(%)pk,n(X ) est une combinaison linéaire, & coefficients

k=0

P(%) € R, des polynoémes py,(X) € R,,[X], donc B, (P) € R, [X].
Ainsi, ¢,, et B, sont bien des endomorphismes de R, [X].
b. Soit k € [0,n]. On a py,(X) = (})X*(1 — X)"*, donc :
Pron(X) = (EX 11 = X)"F — () X (n — k)(1 — X))
X(1 = X)pl o (X) = k() X*F(1 = X)"F — (0 — k) () XFH (1 - x)"F
nXpnp(X) =n() X1 - X)k
puis en ajoutant les deux dernieres lignes :
On(Prn)(X) = k(X1 - X)"F 4+ k() XF (1 — X))kt
=k()X*Q-X)"FX +(1-X)] =k(HXF1-X)"F

= ]Cpk,n(X )
c. o D’apres la question précédente, pour tout k € [0,n], pyn, est un vecteur propre de ¢y,
associé a la valeur propre k. La famille .# = (pon,...,Pnn) est donc libre (famille de

vecteurs propres associés & des valeurs propres deux a deux distinctes distinctes).
Et comme c’est une famille de cardinal n + 1 dans R, [X] qui est de dimension n + 1, on
peut conclure que la famille .# est une base de R,,[X].

e On vient de dire que la famille .# = (pon,...,Pnn) est une base de R, [X] constituée de
vecteurs propres de ¢, donc par définition, ¢, est diagonalisable (et .# est une base de
diagonalisation de ¢y,).

d. e On vient de voir que ¢, admet 0 comme valeur propre (avec pour vecteur propre associé
pon(X) = (1—X)"), donc, ¢, n’est pas injectif, donc pas bijectif.

n
e Si P € R,[X] est tel que B,(P) = > P(E)ppo(X) =0, alors Vk € [0;n], P(£) =0 car
k=0
F = (Pons---,Pnn) est une famille libre, donc P possede n + 1 racines distinctes, et donc
P =0 (seul polynome ayant strictement plus de racines que son degré).
Ainsi, Ker(B,,) = {0}, donc B, est injectif, et donc bijectif puisque c’est un endomorphisme
en dimension finie.
2. a. La variable aléatoire qui compte le nombre de succes au cours de r expériences de Bernoulli
indépendantes et toutes de probabilité de succes ¢, suit la loi binomiale %(r,t).

b. On a T,(Q) = [0;7] et, pour tout k € [0;7], P(T, = k) = (})t*(1 — )" = prr(t).
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c. ¢ Comme T, ~ H(r,t), on a E(T,) = rt et V(T,) = E(T?) — E(T,)* = rt(1 — t), donc
E(T?) = V(T,) + E(T,)? = rt(1 — t) + r?t%.
e Comme T, = %Tr, on a E(T,) = LE(T,) = t par linéarité de Pespérance, puis V(T,) =

=7
T%V(T ) = @ par variance d’une transformation affine de T}, et & nouveau par linéarité
de espérance, E(TTQ) = LE(T?) = @ +2=Lt421-L)=1L4 %(T —-1).
d. Soit ¢ € [0,1]. On a par 2b et 2c :

T n
e > prr(t)= > P(T, =k) =1 car T, est une variable aléatoire & valeurs dans [0;r].
k=0 -

k=0
T T -
° > épk,r(t) =5 %P(TT = k) = E(T,) =t par la formule de transfert avec h : x — .
k=0 k=0
T
o > () pr,(t) = (%)QP(TT =k)= E(TT2) = (1— 12 + 1¢ par la formule transfert avec
k=0 k=
h:xes (2)2

e. Les trois relations obtenues en 2d sont des expressions polynomiales en t qui coincident sur
tout I'intervalle [0, 1], donc en une infinité de valeurs, et donc elles sont égales (leur différence
est une expression polynomiale ayant une infinité de racines, donc est nulle).

Ainsi, les trois égalités précédentes sont valables pour tout ¢ € R.
3. Déja, Ro[X] est un bien un sous-espace vectoriel de R, [X] (il est inclus dans R,,[X] car n > 2,

il contient 0 et est stable par combinaison linéaire).

De plus, vu la définition de B, les égalités de 2d, prises dans le cas r = n, donnent B, (1) = 1,

By(X)=Xet, B,(X)=(1-1Hx2+1x.

Ainsi By, envoie une base de Ro[X] dans Ry[X], donc par linéarité, Ry[X] est stable par B,,.

4. a. La matrice H est triangulaire de coefficients diagonaux 1, 1, 0, donc on trouve immédiatement
XH = X(X — 1)2.
La racine 0 est simple, donc le sous-espace propre associé est de dimension 1.
Et on voit que H — I3 = <§ § g) est de rang 1, donc par théoreme du rang, le sous-espace
propre associé est de dimension 2, a savoir la multiplicité de 1.
Ainsi x g est scindé et pour chaque racine de x g, la dimension du sous-espace propre associé
est égale a la multiplicité, donc la matrice H est diagonalisable.
Rq. On aurait également pu conclure avec la somme des dimensions des sous-espaces propres
égale a 3, a savoir la taille de la matrice.

b. La matrice @) est inversible, car ¢’est une matrice triangulaire dont les coefficients diagonaux
sont non nuls (donc son déterminant, produit de ses coefficients diagonaux, est non nul).

c. Méthode 1. Par formule de changement de base, on a H = QDQ~!, i.e. D = Q7 'HQ, si et
seulement si les colonnes de () sont propres pour H, associées aux valeurs propres 1, 1,0 dans
cet ordre.

Or les deux premieres colonnes de @) sont clairement propres pour H associées a la valeur
propre 1, et on trouve :

H(%) - (b-gl) — (§) e a=0etb=—1.

Ainsi, si on pose ) = (é g —(1)1 ), alors, Q est inversible et H = QDQ ™.
Méthode 2. On a H = QDQ~! <& HQ = QD (ce qui évite le calcul de Q~1), et on trouve
facilement HQ = <(;)((1]] 1%b> et QD = (ég(g)), dot H=QDQ '<a=0et b= —1.

5. a. On trouve sans difficulté lim Ay = I3.
k—4o00

b. Par hypothese, My — M, i.e. pour tout (i,75) € [1;3]%, [Mgli; — M;,;.

3 3
Ainsi pour tout (,7) € [1;3], [BMiliy = X [BlielMile; — 3 [Blie[M]e; = [BM]i;
=1 k—+oo y=1
par linéarité du passage a la limite, i.e. BM;, — BM.
k—+4o0
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c. Ona Ay =(1-pIlzs++H=01-1I+1QDQ'=Q((1- )3+ +D)Q!
Or on observe que (1 — %)Ig + %D = Dy, donc on a bien A, = QD,Q'.
d. Par 5c¢, on a pour tout p € N, (4;)? = Q(Dy)PQ ™1, et (Dg)? = Diag(1, 1, (1 — £)P).
On voit alors quephrJlra (Dg)P = Diag(1,1,0) = D, car 0 < I—E <1,donc lim (1—4)?=0.

p—+00
Ainsi par 5b, hril (AP = hm Q(Dk)pQ 1=QDQ ! =
p——+oo

e. Par 5¢, on a pour tout k € N* (Ap)k = Q(Dy)*Q71, et (Dy)*F = Diag(1, 1, (1 — £)k).
On voit alors quephin (Dy,)P = Diag(1,1,1), car (1— ]i)k eFm1-1) of kIn(1—14) el —1,
_ Ik _ -1
donc plg{loo(l Lk =e L.
Ainsi par 5b, lim (A)* = hm Q(Dk) Q! = QDiag(1,1, I)Q
k——+o0
100 10 0
On trouve alors facilement Q! = (0 1 1) puis lim (Ap)F = = (0 11—e?t )
001 k—+o00 00 et

. a. Par linéarité et positivité de 'espérance, V (V) = E((Y — (E(Y))?) = BE(Y?) — (E(Y))? > 0,
donc, E(Y?) > (E(Y))?, donc E(Y) < |E(Y)| < VE(Y?).

b. Soit t € [0,1]. Par 6a, on a E(|t —T,|) < \/E((t — T,,)?).

Or, B((t — T,)?) = E(t? — 2tT,, + T’ ) =t2 - 2tE(T,) + E( 2) par linéarité de ’espérance,
et donc par 2¢, E((t —T,,)%) =t* =2 + (1 - )2 + Lt = —2 _ t(=t)

Ainsi B(|t — T,) < /02,

. a. Par hypothese sur f, la dérivée f’ est continue, donc bornée, sur le segment [0, 1], de sorte qu’il
existe donc un réel M tel que : Vo € [0,1], |f'(z)| < M. D’apres I'inégalité des accroissements
finis, on a alors pour tout (a,b) € [0,1]2, |f(a) — f(b)| < My|a — b].

b. Soit ¢t € [0, 1]. Comme,@ est a valeurs dans [0, 1] (car 7;,(€2) = [0;n]), on peut appliquer 7a
pour obtenir |f(t) — f(T,)| < My|t —T,,|, donc par croissance et linéarité de ’espérance :

E(If(t) = f(To)]) < MpE(Jt — Tn)).
Ainsi par 6b, E(|f(t) — f(T,)]) < Mpy/ 1.
c. Soit t € [0,1].
On a f(t) = E(f(t)) (I'espérance d’une constante est la valeur constante) et par définition

de B,(f) et théoréme de transfert, on trouve comme en 2c, B,(f)(t) = E(f(T,)). Ainsi
f(t) = Bn(f)(t) = E(f(t) — f(Ty,)) par linéarité de I’espérance, puis par croissance et 7b :

£() = Ba(H)(0)] = |B(f() = FT)] < BAF®) = FT)) < Myy/ 2
En effet, pour tout variable discrete Y admettant une espérance, on a +£Y < |Y|, donc par
croissance et linéarité de l'espérance, +E(Y) < E(|Y]), i.e. |[E(Y)| < E(|Y])
De plus, une étude facile des variations de la fonction h : t — ¢(1 —t) = t — ¢? montre qu’elle

est positive sur [0, 1] et de valeur maximale h(%) = %, donc Vt € [0 1] t(l1—1t) < %
En conclusion, on a bien pour tout ¢ € [0 1], | f(t) = Bu(f)(t)] < 2\F

d. VuT7c,ona0< | f—Bu(f)looo1] < zf’ donc || f — Bn(f)llos,jo,) — 0 par encadrement,
I K b b n%+m
autrement dit, la suite (B, (f))nen+ converge uniformément vers f sur [0, 1].
. Les fonctions f et B, (f) sont continues (la premiere est de classe C' par hypothese, et la seconde
est polynomiale), et (B (f))nen+ converge uniformément vers f sur [0, 1] par 7d.

Donc par théoreme d’interversion entre une limite et une intégrale sur un segment :

lim fo f)(x)dz = fol nETooB”(f)( Ydz = fo x)dz.

n—-+00

. a. Par intégration par parties (dans une intégrale sur un segment), on a en dérivant = — 2% et

b

en primitivant = — (1 — x)°, on trouve :
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fo (1—x)de = [ — 738“(11:71)“1% + 5 fol x“*1(1 —z)tldr = ) fol 21 — 2)b* da.

b. Soit n € N. Soit Py, la propriété : fol Pk (x)de = +1

1 t)n+1] . 1
n+1  n+4l-

e Soit k € [0;n — 1] tel que Py soit vraie. Montrons que Py est vraie.
1 1 _
Par 9a, ona [y pryin(z)de = (,1,) [ 2" (1—z)" " de = (1) fﬁ]{; o ZF(l—z)"*da.

e Py est vraie, car fol pon(z)de = fo (1—2x)"dx = [

n k+1 7’7,! n' n
Or (k—H) Zfi = (n k)(l(c+1))(n - 1) = Bn—k)! — (n)-
Ainsi, fol Prtin(z)dz = (}) fo )k dr = fo P (z)de = n+1 d’apres Py.

Ainsi par récurrence, pour tout n € N et tout k € [0, n], fo P (x)de = TH

c. Par 9b et linéarité de l'intégrale (la somme est finie, donc l'interversion est licite) :

sn<f>=,;1§0f<fz> Zf ) i (e dx—IOZf Yo k(@) dz = [ Ba(f)() da.

o . ol
Ainsi par 8, on a bien nll}l}rlooSn = [y f(x)
10. Soit f une fonction continue sur [0, 1].
n—1
On sait que la somme de Riemann & gauche R,(f) = £ 3 f ( ) tend vers fo z)dz quand
k=0

n — +00 (cours de premiére année).

Or S,(f) = n+1 Z f( ) = S5 Ta(f) + n%rlf(l), donc en passant & la limite, on a encore

u®(1+zu)b

(Fu)e est continue sur R;. De plus :

11. a. Soit z € [0, 1], alors la fonction g : u —

. a b b N
esiz#0,g(u) ~ LG —2Z_ avec ¢c—a — b > 2> 1 par hypothese.
u—+oo Y u—+oo U
e sixz =0, alors g(u) ~ L ~ 1
’ g( ) u—too U y—stoo U

et c—a > b+ 2 > 1 par hypothese.

+oo u®(14-zu)b

Ainsi, on voit dans les deux cas que l'intégrale |, du est convergente.

(I+u)e
a b
b. On applique le théoréme de dérivation des intégrales & parametre a h : (z,u) — % :
a b—
e Pour tout u € Ry, x + h(x,u) est de classe C! sur [0,1] et ah 2(r,u) = %

e Pour tout x € [0,1], u — h(z,u) = tﬂ((11+x;cc)b
Ooh

e Pour tout z € [0, 1], u > 5 (z,u) est continue sur R, vu le premier point.

est continue et intégrable sur R4 d’apres 11a.

e Domination. Pour tout (z,u) € [0,1] x Ry,

a+1 Tu —1 ua+1 ’U,b71
O (i, )| = b (R | < bR — o(u),

Et si b > 1, alors la fonction ¢ ainsi définie est continue et intégrable sur Ry d’apres la
question 1la appliquée au triplet (a + 1,0 — 1, ¢).
Ainsi le théoreme s’applique et montre que la fonction F : x +— f0+oo h(z,u)du est de classe
Cl sur [0,1] et que Vz € [0,1], F'(z) = 0+°° 91 (2, u) du.
¢ 1—t+t 1

c. La fonction h : t — 15 est de classe C' sur [0, 1] avec h/(t) = {2 = aopz > 0 pour

t € [0, 1[, donc h est strictement croissante sur [0, 1], et telle que h(0) = 0 et 111}1 h(t) = 4o0.
t—1-

Ainsi h réalise une bijection de [0, 1] sur [0 +o0].

d. On fait le changement de variable u = = dans I'intégrale convergente F'(0) = O+°° (11(;)0 du,

ce qui est possible d’apres la question precedente On trouve alors :

1 ( )¢ a c a
F(O):fo (plr 1 ye (I— t2 _fo - t)a+2 3 fot 2-aqt

oul0<a<e—-b—-2<c —2,d0ncpar9b.
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1 al(c—a—2)!
F(0) = oy Jo Pac-2(t)dt = oyt = 5

a

On a de méme F(1) = 0+°° #du, donc en remplagant ¢ par ¢ — b dans le calcul
précédent, ce qui est possible puisque 0 < a < ¢ —b— 2, on trouve F(1) = W
Pour n >k, (}) = k!(gik)! = ”(”*1)“’5”71{“) e %, car le numérateur est un produit de k
termes n — i, pour ¢ € [0; k — 1], tous équivalents & n quand n — +oc.
tk

Ainsi pour tout ¢ €]0,1[et n =k, ona fu(t) = ppn(t) = (L)tF(Q—t)"* ete nk(l—t)”m.

Pour t €10, 1], ’équivalent de f,(t) trouvé a la question 12 montre que la série > f,,(t) converge,
puisque les termes y sont positifs et que la série ) | nk(l —1t)™ converge par critére de d’Alembert,

oucar n(1—t)" = o (<) par croissances comparées (et -~ est une constante).
n—+oo M kl(1—t)

De plus, on a f,(0) = 0 pour tout n € N, donc la série > f,,(0) converge évidemment.
De méme, on a f,(1) = 0 pour tout n # k, donc la série ) f,(1) converge évidemment.
Ainsi, la série de fonctions > f,, converge bien simplement sur [0, 1].

+o0
On a f,(0) = 0 pour tout n € N, donc S(0) = > f,(0) =0.
n=0

On a f,(1) = 0 pour tout n # k et fi(1) =1, donc S(1) = Jiofn(l) =1.
n=0

+00
a. Pour tout u €] — 1,1[, 12~ = Y u" (série géométrique).
n=0
b. Par théoreme de dérivation terme a terme des séries entieres, la fonction G : u +— ﬁ est de
classe C* sur son intervalle ouvert de convergence, a savoir sur | — 1, 1[ (question 15a), et :
) X ak
Vue]—1,1[ G¥(u) = > (=0

n!

puisque la k-éme dérivée de u — u" est nulle si k > n, et vaut u — (nik)!un_k sik<n

(récurrence immédiate). De méme, une récurrence immédiate donne G : 4 +— #
On a donc bien, en divisant 1’égalité obtenue par k! :
1 = p_ & k
— n: n—kK _—_ ny, n—
Vue]=1,1], A—u)F 1 — Zk Hn—knd = > (pun*.
n=

n=~k

c. Soit t €]0,1]. On a f,(t) = 0sin <k, et fo(t) = prna(t) = (1)t"(1—t)"* sin > k, donc par
la question précédente, appliquée & u=1—t € [0,1] :
too _ k k 1
S(t) = Zk (DA - = g = dr = 1
n=
d. On note que les fonctions f, sont polynomiales, donc continues sur [0; 1].

Si la série ) f,, convergeait uniformément sur [0, 1], le théoréme de continuité des séries de
fonctions s’appliquerait et montrerait que sa somme S est continue sur [0, 1].

Or vu les questions 14 et 15c¢, la fonction S est manifestement discontinue en 0 : on a S(0) =0
et S(t) =1 pour t €]0;1], donc lim S(t) = lim 1 = +oc.
t—0t t—0t

Ainsi la série ) f, ne converge pas uniformément sur [0, 1].
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