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Devoir surveillé n° 5

Corrigé

Probleme 1 (extrait et adapté de CCINP PC 2013)
Voir le cours.

On sait que Vo € [0; 1], 1= Z "

Soit u € [0;1[. On applique alors le théoreme d’intégration terme a terme a la série de fonctions
> Gn, O gy : x> 2", sur le segment [0;u] :

e Lasérie ) g, converge simplement sur [0;u] et sa somme est la fonction G : z — 13-

e Les fonctions g, et G sont continues (donc continues par morceaux) sur [0; u.

un+1
n+1 -

e Pour tout n € N, g, est intégrable sur [0;u], et [ |gn(z)|dz = [ 2" dz =

- wunt1 X s 5 . N
e La série ) -5 converge (car u €]0;1[), par critere de d’Alembert ou par comparaison a la
série géométrique > u™t! (ou en faisant appel aux séries entieres).

Ainsi le théoréme s’applique et montre que G est intégrable sur [0; u] (évident ici), et que :

L +00 yn+l +oo un
—In(l-w) = [ ;5 dv =[G dx—Zfogn )dz = On+12217'
n=

n—

Rq. On aurait aussi pu appliquer le théoréeme d’interversion entre une somme et une intégrale
sur un segment, qui nécessite la convergence uniforme (voir un exemple du cours), ou encore
faire appel au cours sur les séries entiéres.

On apphque mamtenant le théoreme d’intégration terme a terme a la série de fonctions Zn>1 hn,

10;1] :

ou hy,

o La série Zn>1 hy, converge simplement sur ]0; 1] et sa somme est la fonction H : u — —w
d’apres la question précédente.

o Les fonctions h, et H sont continues (donc continues par morceaux) sur ] 1[.

e Pour tout n € N*, h,, est intégrable sur ]0; 1], et fo | (u)| du =

o La série Z converge (série de Riemann de parameétre 2 > 1).

In(1—u)

Ainsi le théoreme s’applique et montre que H : u — — est intégrable sur ]0; 1] et que :

+o0 +o0o
JoH@) du=— [} 20 qu = 3 [ (u)du= Y L
n=1 n=1

Voir le cours.
On applique le théoréeme de convergence dominée a la suite de fonctions (f,,)p>1 sur Uintervalle
[0;1], ot fp : @ +— f(E") :

e Pour tout ¢t € [0;1[, on a t™ — 0, donc f,(t) = f(t") — f(0) par continuité de f.
n—-+4o0o n—-+00

Donc la suite (fy)n>1 converge simplement vers la fonction constante égale a f(0) sur [0;1].

e Les fonctions f, sont continues sur [0;1[ (par composition de fonctions continues), et leur
limite 'est évidemment (c’est une fonction constante).

e Pour tout t € [0;1] et tout » > 1, on a 0 < t" < ¢ < 1, donc par croissance et positivité de f
sur [0; 1], on a |fo(t)| = f(t") < f( ). Et la fonction f est intégrable sur [0; 1] par hypothese.
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Ainsi le théoreme s’applique et montre que les fonctions f,, et leur limite sont intégrables sur
[0; 1] (c’est évident ici pour la limite), donc I,, = fol (t™)dt = fo fn(t) dt est bien défini, et que :

L= [} ft™)dt = [ fu(t) Jy lim f@Emydt = [ f( £(0).

n—>+oo n—-+o0o

e Soit n € N*. La fonction ¢: u — un réalise une bijection croissante et de classe C! de ]0,1]
sur lui-méme, de dérivée ¢’ : u — %uifl.
Donc le changement de variable t = un est légitime dans 'intégrale nl, =n fol f(t™)dt (avec

1
dt = %uﬁ_l du), et stipule que les intégrales écrites ci-dessous sont de méme nature, donc
convergentes vu Q5, et que 'on a 1’égalité :

nl, = nfo fm)dt = fol Fwun ' du = 01 @3 du.

u

e On applique le théoréme de convergence dominée a la suite de fonctions (gy, )n>1 sur Uintervalle

10; 1], ot gp, : u > %u% :
. In(u) M
* Pour tout u €]0;1], on a un =e e 1, donc gy (u) W

Donc la suite (g )n>1 converge simplement vers la fonction g : u — ! ( ) sur 10; 11.

* Les fonctions g, et g sont continues (donc continues par morceaux) sur ]0' 1].

* Pour tout v €]0;1[ et tout n > 1, on a 0 < un < 1, donc lgn(u)| < \f | = |g(u)
fonction g est intégrable sur ]0; 1[ par hypothese.

, et la

Ainsi le théoréme s’applique et montre que les fonctions g, et g sont intégrables sur 0; 1] (ce
qui est déja donné par Q5 et par hypothese sur f), et que :
nl, = f()undu — flf(“ du.

u n—-+oo

La fonction f : u+ —In(1 —u) est continue, croissante et positive sur [0; 1] (...).

De plus par Q3, la fonction g : u @ = —w

est intégrable sur ]0; 1.
Et comme f et g sont équivalentes en 1, on en déduit que f est intégrable sur [0; 1].

Cela montre que I'on peut appliquer les questions Q5 et Q6 a f pour conclure avec Q3 que :

— _ LI gy = 2
—Jn—fo f(™)dt Nl f(0) =0 et que —an—nfO f(™) dtn_>—+>Oo o St du =T
Donc J, — OetndJ, — 6,1e J, o~ _g,
n—-+00 n—-+o00 n—-+oo
La série géométrique Y a™ converge ssi |z| < 1, donc le domaine de définition de Fj est | —1;1].

+oo
OnadeplusVz €] —1;1[, Fi(z) = nzl x" = 12 puis par dérivation directe, Fj(z) = ﬁ

On a donc évidemment lim (1 — 2)Fj(z) =1 et lim (1 —2)2F{(z) = 1.

rz—1— r—1—

a. Soit z €]0; 1[. Notons que pour ¢t € R, on a u = z* = !™(®) & In(u) = tIn(z) & t = lngzg
In(u)

L’application ¢ : u — 575 réalise une bijection décroissante (car In(z) < 0) et de classe C*

de ]0;1[ sur ]0;4o0[, de dérivée ¢’ : u > ulr}(x)
Donc le changement de variable u = z¢, ie. t = lggzg, est légitime dans 'intégrale G(z) =
fol f(xt)dt (avec dt = %), et stipule que les intégrales écrites ci-dessous sont de méme

nature, et qu’en cas de convergence, on a ’égalité :
_ [T _ ol _f(w) _ 1l f)
G(:E) - fO f(xt) dt = fO u|1n1gac)\ du = " In(z) JoO Tu du.

Or par hypothese, la fonction g : u — ! (") est intégrable sur ]0; 1[, donc la derniére intégrale
converge (absolument), donc la premlere aussi

Ainsi G(x) est bien défini et G(z
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b.

Q10. a.

La fonction f est croissante et continue sur ]0;1[, et la fonction t — z* = !(*) est décrois-

sante (car In(z) < 0) et continue sur ]0;+oo[ et a valeurs dans ]0; 1], donc par composition,
la fonction h : t — f(a!) est continue et décroissante sur ]0; +oo[. Ainsi :

o YVt &l + 1], f(a') = h(t) < h(n) = f(z"), donc [" f(zt)dt < [ f(a™) dt = f(a™)
par croissance de l'intégrale (et car f(z™) ne dépend pas de t), et de méme,

o Vte|n—1;n|, f(at) = h(t) = h(n) = f(2™), donc fn (xt)dt > fnn_l f(z™)dt = f(z").
On a donc bien I'encadrement [’ "ty dt < < [0 fx

. Puisque la fonction h : t — f(z') est comtmue7 p051t1ve et decrmssante sur ]0; +o0[ (voir

Q9b), le théoreme de comparaison série-intégrale nous assure que la série Y h(n) = > f(z")
et Vintégrale [;7°° h(t)dt = [ f(«*)dt sont de méme nature.

Or par Q9a, l'intégrale f0+oo 1t) dt converge, donc la série Y f(z™) aussi, ce qui assure
Pexistence de sa somme F'(z) = Z f(z™

De plus en sommant les encadrements de Q9b pour n € N*, on obtient par relation de Chasles :

+o00 t oo n+1 t +oo t
Y pa A= B ) d < F@) = 5 1) <5 flat)dt.
. Le majorant dans l’encadrement de Q9c est G(z) = ln(:L’) f L (u) du par Q9a.
Et le méme changement de variable qu’en Q9a qu1 réalise une leeCtIOIl de ]0; z[ sur ]1; 400,
montre que le minorant vaut [;">° f(z?) dt = ) fox ! ;u) du.
On a donc, pour tout z €]0; 1], _ln%x) v f(u) du < F(z) < =3 f FW) gy, et donc
Vo elol], -5 fy A du< (1-2)F(2) < — 25 [y fﬂj) du.
I . 1—x

Or I'équivalent usuel In(z) o~ (x — 1) montre que — @) o5 1
Et par définition des intégrales convergentes, on a fo uu) du —> f ! f du.

Ainsi par encadrement, lim (1 —z)F(z) = fol % du.

Tz—1—
La fonction = + 1 — 2™ est de classe C! sur [0;a] et y est & valeurs dans ]0; 1], et la fonction
In est de classe C! sur ]0;1], donc par composition, la fonction f, : z +— —In(1 — 2™) est de
classe C! sur [0;a], et par formule de dérivation usuelle d’une composée :
Vo [0ial, fi(z) =
De plus, pour tout x € [0;a], on a 0 < z" < a” < 1,donc 1 — 2™ > 1 —a" > 0, donc

n—1

O<$<1a”’donco fn()\ﬁ'

—zm

. On applique le théoréme de dérivation (pour la classe C!) & la série de fonctions Y ons1 foosur

le segment [0;a] :
e Pour 7 = 0, la série > -, f,(0) est la série nulle, donc elle converge.
Pour z €]0;a], on a |z| < a < 1, donc 2" — 0, donc —In(1 —2™) ~ 2™

n—+00 n——+oo
Or la série géométrique > x" converge (car |z| < 1), donc par comparaison entre termes
positifs, la série » - fo(z) = —>_,5; In(1 — 2") converge.

Donc la série de fonctions » -, fn converge simplement sur le segment [0; a].

e Pour tout n > 1, la fonction f,, est de classe C! sur [0;a] par Q10a.
e Par Q10a, on a || f}[|oc,j0;0] < W? donc || 7|l [0;a] = n_}OJrOO(na“_l).
Or la série Zn>1 na converge par critere de d’Alembert (ou en faisant appel aux séries

entieres), donc par comparaison entre termes positifs, la série Y -, || fllc0,(0.a) cOnverge.
=

n—1

. . ! 3 ’
Donc la série de fonctions ), -, f;, converge normalement, donc uniformément, sur le seg-
ment [0;al.

PSI Paul Valéry 2021-2022 Mathématiques



Q1.

Q2.

29/01/22 DS n° 5 - corrigé page 4/14

+o0o +o0o
Ainsi le théoréme s’applique, donc Fy = Y f,, est de classe C! sur [0;a] et Fy = > f/.
n=1 n=1
Ceci étant valable pour tout a € ]0; 1[, ce résultat s’étend a l'intervalle [0; 1].
c. On a vu en Q7 que la fonction f : u +— —In(1 — u) satisfait toutes les hypotheéses nécessaires
pour lui appliquer Q9, donc par Q9d et au vu de Q3 :

lim (1—2)Fy(x) = [} L% dy = — [} 0= gy = 72,
xig{( x)Fy(x) = [y = du Jo = du=7%

+o0o

d. e On applique le principe de Q9 pour encadrer la somme S(z) = -ne” par deux intégrales
11—z
n=1
(dépendant de x), avec la technique de comparaison série-intégrale.
On fixe z €]0,1] et on pose h: t — t_itt, fonction positive sur R* | prolongeable par
1—a +

continuité en 0 (par 'équivalent usuel ! — 1 = !™@) — 1 ~ tIn(z) quand t — 0), et
dérivable sur R, de dérivée :

Vt c Ri’ h/(t) — (It—i_tln(x)rt()1(1;%t2)+txt ln(a?)xt _ (1j;t)2 (1 _ xt + tln(m))

»(t)

Donc ' est du signe de la fonction ¢ définie ci-dessus, qui est dérivable sur R avec :
VteR,, ¢(t)=—In(x)z' +In(z) =In(z)(1 —2") <0, (car z €]0,1]).

Donc ¢ est décroissante sur R, et comme ¢(0) = 0, elle est négative sur R ;. Ainsi h est

décroissante, continue et positive sur R* , donc le théoreme de comparaison série-intégrale

s’applique et stipule que la série ) -, f(n) et I'intégrale 0+OO f(t) dt sont de méme nature.

/. n /.
Or la série ) -, f(n) converge, car f(n) = {"4% ~ na", et car la série ) na™ converge
= n—-+4oo
par critere de d’Alembert (ou avec les séries entieres), donc I'intégrale converge et on obtient

comme en Q9 :

T ft)dt < S(z) = +f;o net o [F0 () dt.

1 1—am = JO

n=1

Le changement de variable t = }EEB’ pour lequel u = zt et dt = %, déja utilisé et justifié
a la question Q9, donne alors :

400 _ 1 1 In(u) +oo _ 1 z In(u)

fO f(t) dt = T (nx)? fO 1—1; du et 1 f(t) dt = T (nx)? fO 1—1; du.

1 z In(u) 1 1 In(u)
Donc " (Inz)?2 f() {LUU du < S(JJ) < ~ (nz)2 JO ilf; du.
On conclut alors comme en Q9d que lim (1 —)25(z) = — 01 12(}1) du = %2, puisque cette

rz—1—
derniere intégrale est convergente et égale a celle de Q3 par le changement de variable
u=1-v(..).
e Vu Q10ab, on a Vx €]0;1[, Fi(x) = @, donc (1 —2)?Fy(x) ~ (1—2)2S(x), donc :
rz—1—

lim (1 - 2)2F'(z) = Z.

r—1—

Probleme 2A (extrait de CCINP PSI 2020)

On trouve facilement, par exemple via les opérations Ly < L1 — L3 puis C3 + C3+ C1, que 'on
axa(X)=X(X?2-4)=X(X-2)(X +2).
Vu Q1, le polynome caractéristique de A est scindé, et ses racines 0, 2 et —2 sont simples.

Donc A est diagonalisable ses valeurs propres sont 0, 2 et —2, et ses trois sous-espaces propres
sont tous de dimension 1 (cas ou le polynéme caractéristique est scindé a racines simples).
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On trouve facilement, par exemple via les opérations Ly < Li + L3 puis C3 + C3 — C1, que 'on
axB(X)=X(X?+4)=X(X —2i)(X +2i). On a bien alors :

ixp(iX) =i(iX)(EX + 2i)(iX — 2i) =4 X (X +2)(X —2) = X(X +2)(X —2) = xa(X).
Comme yp n’est pas scindé sur R, la matrice B n’est pas diagonalisable sur R. Par contre xp
est scindé et a racines simples sur C, donc B est diagonalisable sur C.
Les valeurs propres de B sont les racines de xpg, i.e. 0, 2¢ et —27 vu Q3.
Et ses sous-espaces propres (sur R ou sur C) sont tous de dimension 1, puisque les racines de

xpB sont simples (la dimension du sous-espaces propre étant comprise entre 1 et la multiplicité
de la valeur propre associée).

On a:
1=t 0 0 010 1 0 0
D'AD=1| 0 ! 0 2 0 2o & o0
0 0 (-1»'J\o 10/ \0o 0 -1
1 0 0 0 i 0 0 i 0
=0 —i 0 2 0 —2|=(-2¢ 0o 2|,
0 0 -1/ \0 i 0 0 —i 0

donc D™'AD = —iB.
Rq. On aurait aussi pu déterminer D™'AD & l'aide de la formule du changement de base :

c’est la matrice de ’endomorphisme X — AX de C? canoniquement associé & A dans la base
(E1,iEy, —FE3), ou (Ey, By, E3) désigne la base canonique de C3.

Comme en Q5 :

1 0 0 010\ /1 0 0
A*MA:O%O 20 2](0 v2 o0
o 0o -1/ \o 10/ \o 0o -1
1 0 0 0 V2 0 0 V2 0
:0%0 2 0 =2|=(v2 0 =2
0 0 -1/ \0 v2 0 0 —v2 0

La matrice A" AA est donc symétrique et & coefficients réels, donc elle est diagonalisable d’apres
le théoréme spectral. Comme A est semblable & une matrice diagonalisable, elle est elle-méme
diagonalisable.

n
Considérons donc des scalaires ay, ..., a, € C tels que > apfr =0, i.e. tels que :
k=0

(x): VreR, apsin™(z)+ ajcos(z)sin™ (z) + - - + ay cos”(x) = 0.

e Le cas x = 0 donne o, = 0 puisque sin(0) = 0 et cos(0) = 1.

e Supposons montré que o, = -+ = ap_pt1 = 0 pour un certain p € [1;n]. L'égalité (%) se
simplifie alors en :

Vr € R, agsin™(z) + o cos(z)sin™ H(x) + - - - + ap_pcos™ P(x) sin?(x) = 0.

Pour tout x €]0;7[, on a sin(z) # 0, donc on peut donc diviser cette égalité par sin”(z) pour
obtenir :

Vr €]0,7[, agsin™ P(x) + aj cos(x) sin P (2) + - + ayp cos™ P(z) = 0.

En faisant tendre x vers 0% dans cette égalité, on obtient a;,—, = 0.

e Par récurrence décroissante, on obtient ainsi o, = a1 = - -+ = a1 = a9 = 0, donc la famille

(fo,- .-, fn) est libre.
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Comme de plus, la famille (fo, ..., f,) engendre V;, (par définition de V},), on en déduit que c’est
une base de V;,. On a donc dim(V;,) = Card ((fo,..., fn)) =n+ 1.

On a fo = sin”, donc f}j = ncossin” ! = nfi, donc f} € V,.

De méme, on a f, = cos™, donc f! = —ncos" !sin = —nf, 1, donc f, € V.

Soit k € [1;n — 1]. On a alors f; = cos®sin™*, donc en dérivant ce produit :

fi = —ksincos* 1 sin"* +(n — k) cos® cossin" F 1

= —kcosF 1 gin?~ (k=1 +(n —k) cosFt1 gin~ (k+1)
= —kfr-1+(n—Fk)fr+1

donc f;, € V,, en tant que combinaison linéaire de vecteurs de V.
Nous avons donc bien démontré que f; € V;, pour tout k € [0,n], et donc par linéarité de la

dérivation on en déduit :
VeV, fev,

(nous disons ici implicitement que pour montrer la stabilité d'un espace vectoriel par un endo-
morphisme, il suffit de vérifier la stabilité sur une famille génératrice). Cela prouve que l'ap-
plication ¢, : f — f’ va bien de V,, dans Vj,, et comme elle est évidemment linéaire, c’est un
endomorphisme de V,,.

Les calculs des f;, = ¢, (fx) faits ci-dessus montrent alors que la matrice de ¢, dans la base
(fo, f1,---, fn) est bien la matrice :

0o -1 0 0
n 0 -2
B, — 0O n—1 0 -3 7
0
2 0 —n
0 0 1 0

comme annonceé.

On a immédiatement, grace aux propriétés de I'exponentielle complexe :
T i\ K i\ n—k - . _
Ve eR, gp(z)=etrellt—mr — (e") (e*””)n = (cosz + isinz)¥(cosx — isinz)" ",

Soit k € [0,n]. D’apres Q9 et la formule du bindme de Newton :

gr = (cos+isin)¥(cos —isin)"~*
3 (k) cos’ (i sin)k_j> <nik ("_k) cost(—i sin)"_k_€>
J ¢

Il
N
<.
g

1
e

(I;) (”Zk) (—1)nk=tn=i=t costti sin?— U+

I
1t
S
LM

|

<
Il
o
o~
Il
o

(l;) (nzk) (_1)n—k—£in—j—€f£+j

car {+j €[0,n] si0<j<ket0<?<n—k. Cecidémontre que pour tout k € [0,n], la
fonction g est combinaison linéaire des fonctions fy, ..., f, qui engendrent V,,, donc gi € V.

N

Pour tout k € [0,n], on a g; = i(2k — n)g, (on dérive une fonction exponentielle), c’est-a-dire :

Vk € [[Ovn]]’ @n(gk) = i(Zk - n)gk-

Comme de plus g # Oy, , ceci démontre que pour tout k € [0,n], gr est un vecteur propre de
©n, associé & la valeur propre i(2k — n).

Cela fournit n + 1 valeurs propres distinctes de @,, qui est défini sur un espace vectoriel de
dimension n + 1 (voir Q7), donc on a ainsi trouvé toutes les valeurs propres de ¢, et son
polynome caractéristique est scindé a racines simples :
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n

Xon (X) = k];IO(X —i(2k —n)).

On en déduit que ¢, est diagonalisable, avec pour valeurs propres les imaginaires purs i(2k —n)
pour k € [0;n], et que ses sous-espaces propres sont tous de dimension 1.

Puisque les sous-espaces propres sont de dimension 1, il suffit d’un vecteur propre pour les
engendrer, et comme on I’a vu plus haut g est un vecteur propre associé a i(2k — n) pour tout
k € [0,n]. Donc :

VEk € [0,n], Ker (¢, —i(2k —n)Idy,) = {agr | « € C} = Vectc (gx) -

Comme ¢, est un endomorphisme défini sur un espace vectoriel de dimension finie, c¢’est un
automorphisme si et seulement s’il est injectif, i.e. si et seulement si son noyau est réduit au
vecteur nul, i.e. si et seulement si 0 n’est pas une de ses valeurs propres.

Or vu Q11, 0 est valeur propre de ¢, si et seulement s’il existe k € [0, n] tel que 2k —n = 0, i.e.
si et seulement s’il existe k € [0,n] tel que n = 2k, i.e. si et seulement si n est un entier pair.

Dong, a l'inverse : ¢, est un automorphisme de V,, si et seulement si n est un entier impair.

Le calcul de Q10 dans le cas k = n donne :
gn = (cos+isin)" = > (?)z’”‘ﬂ cos’ sin"7J = ;)quj
= ]:

7=0

avec la notation ¢q; = (?) i"~J proposée.
Par Q11, on a ¢, (g,) = ingn, et vu Q8, ce calcul se traduit alors matriciellement par :

q0 q0 do
q1 q1 a1

B,| . |=in| .|, desorteque | . | € Ker(B, —inlyi1).
dn dn dn

De plus vu Q8, les valeurs propres de B, sont celles de ¢,,, donc elles sont toutes simples (par
Q11), de sorte que les sous-espaces propres de B,, sont tous de dimension 1. On a donc bien :

q0

a1
Ker(B,, — inlp4+1) = Vect

an

Par définition du produit matriciel, on a DM = (agmp ) i<k o<p €6 MD = (my p00) 1<k 0<p-

Rq. Il s’agit de ’encodage matriciel des opérations élémentaires Ly + apLi et C; + o;Cy :

— multiplier M a gauche par la matrice diagonale D revient a multiplier la k° ligne de M par
le k¢ coefficient diagonal de D, pour tout k € [1,p];

— multiplier M a droite par la matrice diagonale D revient a multiplier la ¢¢ colonne de M par
le ¢¢ coefficient diagonal de D, pour tout ¢ € [1,p].

La matrice D, ! est la matrice diagonale dont le k¢ coefficient diagonal est d,;l =ik

. . . s, 71 _ N
Ainsi par la question précédente, on a D, " A, D,, = (c;.c,g)lgk’égnJrl ou :

{—k

1_’“15_1@“ =10 g

-1 .
Chye = dy agedy =1

En utilisant la définition des a  donnée dans I’énoncé, on en déduit :

Ckk+1 = iak’k_,_l =1k sil < k < n,
Chk—1 =i ‘app—1=—iln—k+2) si2<k<n+1,
cke =0 dans tous les autres cas.
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On reconnait immédiatement que D, 'A, D, = —iB,.
Ceci démontre notamment que les matrices A, et —iB, sont semblables, donc elles ont le méme
polynoéme caractéristique. On en déduit :

XA, (X)

X—i, (X) = det(X 1,11 +iB,)
det((—=8)(iXIns1 — By)) = (=) T det(iX Tyt — By)
(—i)"xp, (iX).

Vu la fin de Q15, et Q8 qui donne xp, = Xy, puis Q11 qui donne x,,,, on a :
X4, (X) = (—=i)"txp, (iX) = (=i)"™ T[] (iX —i(2k —n))
k=0

= (=) TT (X — 2k —n)) = 1 (X — (2k —n)).
k=0 k=0

Donc y 4, est scindé a racines simples dans R, et ses racines sont les entiers 2k —n pour k € [0; n].

Cela implique que A, est diagonalisable, que ses valeurs propres sont les entiers 2k — n pour
k € [0;n], et que ses sous-espaces propres sont tous de dimension 1.

De plus, avec les notations pg = (Z), qr = i7" (Z) et D, = Diag(1,4,...,4"), on voit que :
q0 Po
q p1
D, =" | .
qn Pn

Po q0 q0 Po

P —1 q1 n q1 P
-An . =—D,B, . =—-D, . =n .
: " : (s : :

Dn Gn dn DPn

Ainsi puisque les sous-espaces propres de A,, sont tous de dimension 1, on peut conclure que :

Po
b1

Ker(A,, — nl,4+1) = Vect
bn
Comme on a clairement N(€2) = [0;n] (car le nombre de boules dans 'urne U; est forcément

compris entre 0 et n), les événements Ej, = {N, = (}, pour £ € [0;n], forment un systéme
complet d’événements.

Vu le protocole :

e sil € [1,n— 1], alors 'urne U; contiendra £+ 1 ou £ — 1 boules a l'instant k + 1, selon que la
boule choisie au hasard est dans 'urne Us ou 'urne Uj.

e si { = 0, alors I'urne U; contiendra nécessairement une boule a l'instant k + 1 (car la boule
choisie au hasard est forcément dans 1'urne Us).

e Si ¢ =n, alors 'urne Uy contiendra nécessairement n — 1 boules & l'instant k£ + 1 (car la boule
choisie au hasard est forcément dans 1'urne Uy).

Q19. VuQ19,0n a :

e pour £ =0, Pg, ((Ext1,1) =1 et Pg, ((Ejy1,;) = 0 dans tous les autres cas.

e pour £ =n, Pg,  (Epy1n-1) =1 et Pg, , (Egy1,;) = 0 dans tous les autres cas.
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e pour / € [1;n — 1], sachant que I'urne U; contient ¢ boules & l'instant &, la boule choisie au
hasard sera dans I'urne Uy avec probabilité %, et dans 'urne U, avec probabilité "T_e, donc :
PEk,z (Ek’-i-l,ﬁ—l) = % et PEk,Z (Ek+1,€+1) = nT_E
et Pg, ,(Ekt1,5) = 0 dans tous les autres cas.

Par la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’évenements (Ej ¢)o<e<n, On a :
n
Vi€ [0,n], P(Ektr;) = > Pry(Ert1,)P(Er)-
/=0

Grace aux probabilités calculées dans la question précédente, on obtient bien :
e P(Eyy10) = Pry,, (Ery1,0)P(Eg1) = %P(EM), les autres termes de la somme étant nuls.

o P(Eri1n) = Pr oy (Bri1n) P(Bpp-1) = %P(Ek,n,l), les autres termes de la somme étant
nuls.

e pour tout j € [1;n — 1],
P(Ert1;) = Pry,;_,(Exy1,5) P(Erj1) + Pr, o (Bki,) P(Ey )
—(i—1 ;
= U= p(By 1) + ZLP(Bp i),
les autres termes de la somme étant nuls.

Les égalités de Q20 s’écrivent matriciellement :

0o 1 o0 0
Pk+1,0 n Pk,0
Ph+1,1 oo 2 Pk,1
: 0 =L o 3 " : 1
VkeN, Zpi= = n n =—A,Z..
Pk+in—1 2 0 2 Pkn—1
Pk+1.n : n 1 q Pkn
g 0 0o = 0 ;

Par une récurrence immédiate (suite géométrique matricielle), on a donc bien :

VEEN, Z,=(24,)" 2= LAkz,.

n

Puisqu’il est supposé que les n boules sont placées de maniere équiprobable a I'instant n = 0,
chaque boule a une probabilité % d’étre placée dans I'urne U;. On en déduit que Ny compte
le nombre de succes — étre placé dans 'urne U; — dans une suite de n épreuves de Bernoulli
indépendantes de probabilité de succes %

Ainsi la loi m de Ny est la loi binomiale de parametres n et %

Soit k£ € N. Dire que N} a la méme loi que Ny revient a dire que Z; = Zy. Or, d’apres la question

précédente, on a :

P(Nog =0) (o) Do
P(Ny=1) 1 [ () 1 [m
%0 = : P ZH B TN
P(NO = n) (Z) Dn

avec les notations de Q16. D’apres cette méme question, on a donc Zy € Ker(A,, — nl,+1), donc
A, Zy =nZy. Ainsi si Z), = Zy, alors par Q21 :

i1 = 2 AnZy = 2 AnZo = 220 = Z,

n n

de sorte que par récurrence immédiate, Zp = Z; pour tout k € N. Cela montre que les N ont
tous la méme loi que Np, & savoir la loi binomiale B(n, 1) vu Q22.
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Si les variables les N suivent la méme loi que Ny, i.e. si Z, = Zy pour tout k£ € N, alors en
particulier Zy = Zy. Or Z; = %AHZO d’apres Q21, donc A, Zy = nZy.

0,0 Po )

, . L e . bo,1 b1 (Tf)
D’apres Q16, on en déduit qu’il existe a € R tel que : Zy = . =al| . |=a] .

Po,n Pn (Z)

n

Mais la famille (Ep ;)o<j<n €st un systeme complet d’évenements, donc ) | pg; = 1, c’est-a-dire :
—

n n !
a ZO (?) = 1. Or on sait que ZO (?) =(1+1)" =2", donc a = 5.
Jj= Jj=

Ainsi Zj suit la loi w de Q22, i.e. la loi B(n, %)

On a ainsi démontré que si toutes les variables Ny, suivent la méme loi, alors ce doit étre la loi 7

(sachant que la question précédente démontre qu’effectivement, la loi 7 respecte cette contrainte).

C’est donc bien I'unique loi & vérifier cette propriété.

Probleme 2B (extrait et adapté de Centrale PSI 2005)

Le polynéme caractéristique de A est x4 = X2 —tr(A)X +det(A4) = X2 — (a+d)X + (ad — be),
et a pour discriminant A = (a + d)? — 4(ad — be) = (a — d)? + 4bc.
Et A vérifie (P) ssi x4 n’a pas de racines réelles, i.e. ssi A < 0, i.e. ssi (a — d)? + 4bc < 0.

Vu Q1, le polynéme caractéristique x4 de A est scindé a racines simples sur C, donc A est
diagonalisable sur C, et ses valeur propres sont les racines de x4, i.e. les complexes conjugués :

(a+d)+iv/—(a—d)2—4bc

2
e Le polynome caractéristique de M (v, 8) est xpr(a,p) = (X —a)?+5% = (X —a—if)(X —a+if3).
Ses racines « £ i3 sont distinctes si 5 # 0, et M («, 3) est la matrice diagonale als si § = 0.
Donc dans tous les cas, M(«, ) est diagonalisable sur C, de valeurs propres « 4 if3.

o Analyse. Soit (o, 3) € R x R% . Si les matrices A et M(«, 3) sont semblables, alors elles ont
les mémes valeurs propres, donc vu Q2 et le point précédent, et puisque 5 > 0 :
. i/ —(a—d)2— . (a—d)2—
a+if = (a+d)+iy/ 2((1 d) 4bc’ e = %d et § = VvV —(a 2d) 4bc'
Cela montre 'unicité d’une telle matrice M (c«, 3) semblable & A, en cas d’existence.

Synthese. Vu Q2 et le point précédent, les matrices A et M (a, 3), avec a et 5 comme ci-dessus,
sont semblables & la méme matrice diagonale Diag(a + i3, — if3) dans .#2(C), donc elles
sont semblables entre elles dans .#/5(C) par transitivité.
Or par le résultat admis en préambule, deux matrices réelles semblables dans .#2(C) le sont
aussi dans .Z2(R), donc A et cette matrice M («, 3) sont semblables dans .Z2(R).
Conclusion. On a ainsi montré qu’il existe bien une et une seule matrice de type M («, 3), avec
(a, B) € R x R%, qui soit semblable & A dans .#3(R), et cette matrice est donnée par :

o= %l et B = 7\/W.

e On suppose que A%2 = —1I,, i.e. que le polynéme X2 + 1 annule A. Les valeurs propres de A
sont donc des racines de X? + 1, donc ne peuvent étre que i ou —i, donc ne sont pas réelles.
Ainsi, A vérifie (P).

e En passant au déterminant dans la relation A? = —1I,,, on obtient det(A4)? = (—1)", donc
(—1)™ est positif, donc n est pair.

Rq. On peut aussi prouver ce résultat a l’aide de la propriété (P), comme en Q13.

e La matrice A n’est pas diagonalisable sur R (et n’y est méme pas trigonalisable) puisqu’elle
n’a pas de valeur propre réelle, donc son polynéme caractéristique n’est pas scindé sur R.
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e Mais comme A% = —1I,,, la matrice A est annulée par le polynéme X2 + 1 = (X +)(X — i),
qui est scindé a racines simples sur C, donc A est diagonalisable sur C.

e On sait que x4 est un polynome unitaire de degré n, et par Q4, que ses seules racines possibles
sont i et —i, donc x4 = (X —9)P(X +4)9, pour certains p,q € N tels que p + ¢ = n.
Or la matrice A est a coefficients réels, donc son polynéme caractéristique x4 est lui aussi a
coefficients réels, donc ses racines complexes conjuguées ont méme multiplicité, donc p = q.
Ainsi, x4 = (X —i)P(X +4)P = (X2 4+ 1), ol p = 5 (possible car n est pair par Q4).
Comme A, donc f, n’a pas de valeur propre réelle, le vecteur e; n’est pas un vecteur propre de
f, i.e. f(e1) n’est pas colinéaire a ey, i.e. la famille (ej, f(e1)) est libre.

Complétons la famille libre (e1, f(e1)) en une base C = (eq, f(e1),vs,...,v,) de R™.

On a A? = —1I,, donc f?2 = —1d, et ainsi f(f(e1)) = —e;. La matrice de f dans la base C
est donc de la forme A’ indiquée dans 1’énoncé. Et par formule de changement de base, A est
semblable & cette matrice A" dans .#,,(R).

On sait (ou on retrouve par le calcul) que multiplier une matrice a gauche par T; ; revient a faire
'opération élémentaire L; < L; + ALj, et que la multiplier & droite par (T;;)~" = I, — AE; ;
revient a faire 'opération élémentaire C; < C; — ACj.

Donc T; ; M (Ti,j)_1 se déduit de M en effectuant successivement les opérations L; <— L; + AL;
puis C; <= C; — AC; a partir de M.

Posons A’ = (a; ;)1<i,j<n-

Vu Q8, si en partant de A’, on effectue successivement les opérations Lo < Lo — a’Lij puis
C; < C; + a’lij'g, pour j variant entre 3 et n, alors on transforme A’ en une matrice A”
semblable & A" dans .#,,(R), et de la forme indiquée dans 1’énoncé.

Vu Q7, la matrice A est alors semblable & cette matrice A” dans ., (R), par transitivité de la
relation de similitude.

Rq. On peut éviter d’utiliser Q8 en raisonnant par changement de base : passer de la matrice
A’ de Q7 & une matrice de la forme A” revient a passer de la base C = (e1, f(e1),vs,...,v,) de
Q7 a la base C" = (e1, f(e1), v3, ..., vy,) ot pour tout k € [3;n], v, = vg + a4 f(e1), de fagon a

r n

avoir f(vy) = f(vk) — aj ye1 € Vect(f(e1),vs, ..., vn) = Vect(f(e1),vs,...,vy,).

Comme A” est semblable & A, son carré (A”)? est semblable & A2 = —1I,,, donc (A")? = —1I,.
Notant L la deuxieme ligne de C’, on a alors, par blocs :
0 -1 {0---0 -1 0 —L
A= 1 0 L donc (A")2=| 0 -1 |LB | =—I,.
0 | B 0 | B
La derniére égalité donne L = (0---0), donc C" =0, et B?> = —1I,,_».

On procede par récurrence sur p (ot n = 2p). La propriété a démontrer est :

(Hp) : « toute matrice A € .#9,(R) telle que A? = —I5, est semblable &
la matrice Diag(M(0,1),...,M(0,1)) (avec p blocs diagonaux) ».

e Cas p = 1. Toute matrice A de Ms(R) telle que A% = —1I est semblable & M (0,1) au vu de
Q3 (appliqué au cas ou les valeurs propres sont i et —i), ou de Q7 (avec des matrices B et C
vides lorsque n = 2). Donc la propriété (H;) est vérifiée.

e Heérédité. Soit p > 1 tel que (Hp—1) soit vérifiée, i.e. tel que toute matrice B € .#9,_2(R) telle
que B% = —I, 5 est semblable & Diag(M(0,1),...,M(0,1)) (avec p — 1 blocs diagonaux).
Soit alors A € Mg,(R) telle que A? = —I,.

Vu Q9 et Q10, A est semblable & une matrice A” = diag(M(0,1), B) ot B € Mag,_2(R) vérifie
B2 = —1I5,—5. L’hypothese de récurrence donne alors une matrice @@ € GLgp—2(R) telle que
QBQ~! = Diag(M(0,1),...,M(0,1)) (avec p — 1 blocs diagonaux).

Posons alors P = diag(I3, Q). Des calculs par blocs montrent que 'on a P € GLg,(R) avec
P! = diag(lr,Q™ 1), et que PA”P~! = Diag(M(0,1),QBQ~') = Diag(M(0,1),...,M(0,1))
(avec p blocs diagonaux).
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Ainsi par transitivité de la relation de similitude, A est semblable & Diag(M(0,1),...,M(0,1))
(avec p blocs diagonaux). Ce qui montre que (Hp) est vérifiée (si (Hp—1) lest).
e Conclusion. Par récurrence, la propriété (Hp) est vraie pour tout p € N*, autrement dit,

toute matrice A € .#,(R) (ot n = 2p) telle que A2 = —1I,, est semblable & la matrice
Diag(M(0,1),...,M(0,1)) (avec p blocs diagonaux).

Suivant Q7, on note P; la matrice de passage de la base canonique & la base C = (e, f(e1), e3, es)
(le calcul de det(P;) montre que c’est bien une base). On a alors, par formule de changement de
base (inutile de calculer P!, il suffit de calculer les décompositions de f(e3) et f(e4) dans C) :

1 4 00 0 -1 0 5

10 =2 00 , o4 |1 0 =5 =5
Pi=lg o 1ot A= Ah=1, o | 4
0 -1 01 0 0 -1 -1

Suivant Q9, on pose Py = Iy +5Fs 4, et A” = Py ' A'Py, que 'on déduit de A’ par les opérations
Cy + Cy+5C5 puis Lo <+ Lo — 5L4. On obtient alors :

0 -1 0 0
1 0 0 0
" _ p—1 41 —
A=hAR=1y ¢ 1 4
1
0 0 -3 -1
Suivant Q11, il reste & trouver @ € GLa(R) tel que Q~'!BQ = M (0,1), o B = ( 11 41 est
-3 -

le second bloc diagonal de la matrice A” ci-dessus : en effet en posant alors P3 = Diag(l2, Q),
on aura Py 'A”P; = Diag(M(0,1), M (0,1)), et donc P~'AP = Diag(M(0,1), M(0,1)), avec
P =P PP

En suivant a nouveau Q7, on voit que la matrice () = <(1) 11> convient.
)

D’ou finalement :
0 -1 0 O 1 4 0 -10
1 0 0 O 0 -2 0 5

-1 _ - N —
P~ AP = 0 0 0 —1 avec P = P1P2P3 = 0 9 1 4

0 0 1 0 0 -1 0 2

Puisque tout polynéme réel de degré impair admet une racine réelle (par théoréeme des valeurs
intermédiaires, au vu de ses limites en +00 et —oo qui sont de signes opposés), si A vérifie (P),
alors son polynome caractéristique est nécessairement de degré pair.

Or le polynome caractéristique de A € .#,,(R) est de degré n, donc n est pair.

On sait par théoreme de Cayley-Hamilton (ou par calcul direct) que le polynéme caractéristique
XM(ap) = (X —a)? + % = (X —a—if)(X —a+if) annule M (o, ). Et les deux racines a+if3
et a — i3 de ce polyndéme sont distinctes, donc simples, puisque S # 0.

Supposons que A vérifie (i), et notons alors, pour tout k € [1;p], Py = (X — ay,)? + B3.

Le polynéme Py étant le polynoéme caractéristique de la matrice M (ag, fk), il Pannule par
théoréme de Cayley-Hamilton. De plus, ses racines sont les complexes conjugués ay + 8, de
sorte que si (o, Bi) # (o, B;), alors les polynomes Py, et P; sont sans racine commune.

Soit alors P le produit de ceux des Py qui sont deux a deux distincts (i.e. on ne répete pas les
Py, redondants dans le produit P). Alors P est a racines simples complexes non réelles, d’apres
ce qui précede, et on a par produit par blocs :

P (diag(M (o, 1), - - - vM(O‘pvﬁp))) = diag(P(M (a1, B1)); - -, P(M(O‘pa 5}7)))

Comme P est multiple de chaque P, il annule chaque bloc M (ag, Bk), et la matrice ci-dessus
est nulle. Ainsi, P est annulateur de A (puisqu’il annule une matrice semblable & A) et il ne
posseéde que des racines complexes non réelles et simples. Donc A vérifie (ii).

On a ainsi montré que (i)=(ii).

PSI Paul Valéry 2021-2022 Mathématiques



Q16.

Q17.

Q18.

Q19.

Q20.

29/01/22 DS n° 5 - corrigé page 13/1}

C’est la traduction matricielle de la stabilité de E' = Vect(vy,vg) par f : elle signifie que f(v1) et
f(ve) appartiennent a Vect(vy,v3), donc que leurs coordonnées selon vs, vy, ..., v, sont nulles.
Donc la matrice de f dans la base (vi,v2,v3,...,v,) est bien de la forme indiquée.

De plus, on a alors en calculant par blocs, x4 = Xy = x4 X xc, de sorte que puisque x4 n’a
pas de racine réelle par 'hypothese (P), son facteur y 4 n’en a pas non plus. Donc A’ n’a pas
de valeur propre réelle.

Vu que la matrice A’ € #5(R) de Q16 n’a pas de valeur propre réelle, on peut lui appliquer Q3.
La matrice A’ est donc semblable & une (unique) matrice M (o, ) avec (o, f) € R x R%.

Vu Q16, la matrice A’ est la matrice de 'endomorphisme induit par f sur E dans la base (v1,v2)
de E. Or A’ est semblable a M («, ), donc est annulée par X = (X — a)? 4 B2, donc
I’endomorphisme induit par f sur F est annulé par ce polynome.

Autrement dit, 'endomorphisme X /(q,5)(f) = (f — ald)? + B?1d est 'endomorphisme nul sur
E, ou encore E C Ker((f — ald)? + 21d).

Comme f commute avec tout polynome en f, il commute avec Q(f), et stabilise donc Ker(Q(f))
(ce sont des résultats de cours).

Il reste & montrer que Ker(Q(f)) est supplémentaire de F' dans R”. Posons Py = (X — «)? + 32
pour simplifier les notations, de sorte que F' = Ker(Py(f)).

e On commence par montrer que R" = Ker(Q(f)) + Ker(FPo(f)).

Comme on a PyU+QV = 1 par le résultat admis dans la question, on a (PyU)(f)+(QV)(f) =
Id et donc :

(*) : Vz e R", (RU)(f)(z) + (QV)(f)(z) = .
Or on a (RyU)(f)(x) € Ker(Q(f)), puisque QPyU = PU est multiple de P, donc annule f, de
sorte que Q(f) o (PoU)(f) = (QPoU)(f) = 0. De méme, on a QV(f)(x) € Ker(Py(f)).
Vu (%), on a donc bien R"” = Ker(Q(f)) + Ker(Py(f))-
e Montrons que Ker(FPy(f)) N Ker(Po(f)) = {0}.
Soit = € Ker(Py(f)) N Ker(Q(f)). On a Py(f)(x) = 0, donc (UFy)(f)(z) = 0, et de méme
(VQ)(f)(x) =0, donc par (*), et puisque le produit des polynémes est commutatif, on obtient
z = (UPR)(f)(x) + (VQ)(f)(z) =0.
Les deux points précédents montrent que Ker(Q(f)) est bien un supplémentaire de F' dans R"™.
e On conserve la notation Py = (X — «)? + 32 introduite en Q19, de sorte que F = Ker(Py(f)).
Comme f stabilise F' (voir le début de Q19), on peut considérer I'endomorphisme f induit par
f sur F. Or par définition de F = Ker(Py(f)), on a Po(f) = (f — aldr)* + 321dr = 0, donc
si ’on pose g = %(f —aldp), on a §> = %(f —aldp)? = —Idp.
On peut donc appliquer les résultats de la partie IT & § (plus précisément a sa matrice dans
une base de F'). On complete alors la base (v1,v2) de E en une base (vi,va,v3--- ,vp,) de F.
En reprenant la démarche de Q6-Q10, on construit une nouvelle base (v1,g(vi),ws, ..., wy)
de F' dans laquelle les matrices de g est de la forme :

v="5" %)

La matrice de f = B¢ + aldr dans cette base est alors de la forme :

=t = (MG G) rer= (M7 )

Comme E = Vect(vy,v2) est stable par f, on a encore g(vy) = %(f(vl) — awy) € E, de sorte
que la famille (v, g(v1)) est encore une base de E.

On déduit alors de la forme diagonale par blocs de la matrice M ci-dessus que le sous-espace
G = Vect(ws, ..., wy), qui est supplémentaire de E dans F, est stable par f, et donc par f.
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e Onadonc F=E & G, et avec Q19, R” = F @& Ker(Q(f)).
Ainsi R" = EeGaKer(Q(f)), de sorte que le sous-espace GBKer(Q(f)) est un supplémentaire

de E dans R™. Et comme les sous-espaces G et Ker(Q(f)) sont stables par f, il en va de méme
de leur somme G & Ker(Q(f))-

On a ainsi prouvé que tout sous-espace E de dimension 2 dans R™ admet un supplémentaire
stable par f dans R™. Donc A vérifie (iii).
Posons A = a +if3, ou (a, 3) € R?. On a alors :

AZ = AX +iAY = X2 = (a+iB)(X +1iY) = aX — Y +i(aY + pX).
En identifiant les parties réelle et imaginaire dans cette égalité, on obtient AX = aX — BY et
AY =aY — X, donc AX = f(X) et AY = f(Y) appartiennent a Vect(X,Y), ce qui implique
par linéarité que Vect(X,Y) est stable par f.
Comme Z # 0, on a (X,Y) # (0,0), de sorte que Vect(X,Y) est de dimension > 1. Et comme

A ne posseéde pas de valeur propre réelle (par propriété (P)), f ne possede pas de droite stable,
de sorte que Vect(X,Y') n’est pas de dimension 1, donc il est de dimension 2.

On montre par récurrence sur p que si A € #9,(R) vérifie (P) et (iii), alors A vérifie (i).
e Cas p=1. On a le résultat par Q3 (et la condition (iii) est alors triviale).

o Hérédité. Soit p > 1 tel que le résultat soit vrai pour les matrices de taille 2p — 2.
Considérons alors A € .# 9,(R) vérifiant (P) et (iii) et notons f 'endomorphisme de R* qui
lui est canoniquement associé.

Par Q21, il existe un plan E de R?? stable par f. Avec (iii), F a un supplémentaire I dans
R?P qui est stable par f, et f induit alors sur F un endomorphisme g n’ayant pas de valeur
propre réelle (car x, divise xf). Montrons alors que g vérifie (iii).

Soit E' un plan de F stable par g. Il est donc a fortiori stable par f et il existe donc par
hypothese (iii) un supplémentaire H de E’ dans R? stable par f.

On a E' @ H = R?P et on vérifie facilement que cela implique E' & (HNF) = F.

Ainsi H N F est un supplémentaire de E' dans F', et il est stable par f (car H et F le sont),
donc aussi par g (qui est induit par f). Ainsi g vérifie bien (iii).

Par hypothese de récurrence appliquée a g (plus précisément a I'une de ses matrices), on peut
trouver une base de F' dans laquelle la matrice de g est Diag(M (a2, 52),. .., M(ay, Bp)).

De méme, avec l'initialisation, on peut trouver une base de E dans laquelle la matrice de
I’endomorphisme induit par f est M (aq, 51)-

La concaténée de ces bases de E et F donne alors une base de R? dans laquelle la matrice de
[ est Diag(M (o, B1), M (a2, B2), ..., M(cyp, Bp)). Donc A vérifie (i).

e Conclusion. Par récurrence, on a bien montré que pour tout p € N*, si A € .#9,(R) vérifie
(P) et (iii), alors A vérifie (i), i.e. que pour A vérifiant (P), on a (iii)=-(i).
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