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Interrogation de cours 11

400 e T vn

On consideére la fonction S : z — > (=1)" . On note par ailleurs, pour tout n € N* :
n=1
e~V
foix = (=)
n
e—avn
1. Soit @ < 0. Démontrer que la série numeérique », (—1)" est divergente.

Démonstration.

« Remarquons :

On en déduit : (—1)" ¢

n n—+00

n

Ainsi, la série > (—1)"

e vn

est (grossiérement) divergente.

Commentaire

e @ N

efoz\/ﬁ

n

= lim

lim
N—+oc0 N2

n—-+00

\.

—a\IN
o (e?)
1 -~ < =
N—1>I-ir-loo N2

Pour démontrer rigoureusement ce résultat, on peut poser le changement de variable N = \/n.

par croissances comparées et
car e~ % > 1 puisque —a > 0

< )

Démonstration.
Soit g € R. Plusieurs cas se présentent.
o Sizg <0, alors fp(xg) -~

7777777 n—-+oo
e—ToVn
La série » (—=1)"
n=1

e Sizg € [0,400] :

Démontrer que la fonction S est définie sur [0, +oo.

0 d’aprés la question précécdente.

est donc grossiérement divergente.

e—%o vn e~ %o vn
x la série > (=1)" est alternée car, pour tout n € N*, > 0.
n=1
e—ToV/n
x la suite est décroissante.
n
e~ ToVn
n—-+oo n
e—zoVn

Ainsi, par le critére spécial des séries alternées, la série » (—1)"

est convergente.
n=1

La fonction S est définie sur [0, +oo].
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Commentaire

« On traite ici le cas d'une série de fonctions ) f,, telles que, pour tout z¢ € I, la série numérique
> fol(wo) vérifie le critére spécial des séries alternées. On peut alors présenter une version de
ce critére (légérement) adaptée a I’étude des séries de fonctions.

N
Soit (frn)nen € (RI ) une suite de fonctions & valeurs réelles.

1. Enoncé du critére spécial des séries alternées

« Pour tout z¢ € I, la série numérique > fn(zo)
est une série alternée (s’écrit sous la forme
> (=1)"an(zo) ot (an(x0)) est une suite La série de fonctions
numérique de signe constant) = 3 f, converge
n

« Pour tout xp € I, (\ fn(zo) ]) est décroissante, simplement sur /

o« Vap eI, | fu(zo)|] — O.

n—+00 /

2. De plus, si la série de fonction ) f,, est une série vérifiant les critéres ci-dessus, alors :

+o00o
a) Vne N, Ve € I, R, (z) = S(z) — Sp(z) = > fr(x) est du signe de fr11(x).
k=n+1
(R (z) est le reste d’ordre n de la série numérique Y, fn(x))

+00
b) Ve eI, VneN, |Ry(z)| = [S(z) = Su(z)| = k_ZH fe(@) | < [ fnra(2) ]

e~ %o Vvn

« Il est & noter que pour zy > 0, on peut démontrer que la série > (—1)" est absolument

n>1
convergente (par comparaison a une série de Riemann par exemple). Le cas g = 0 donne lieu a
. . —1)n _— oS L. )
I'étude de la série » % dont la convergence nécessite le critére des séries alternées.
n=>1

o Il est & noter que les propriétés 2.a) et 2.b) sont vérifiées pour n = 0. Ainsi, pour tout x € I :

+oo +o00o
Le réel > fi(x) est du signe de fi(z) et > fe(@)| < | fi(x)]
k=1 k=1
On peut aussi démontrer :
+0o0o +o00o
Le réel > fr(x) est du signe de fo(z) et > fr(x)| < | folz) ]
k=0 k=0

o Cette derniére remarque peut étre intéressante pour ’étude d’une série de fonction de la forme
> fi'. Pour peu que cette série vérifie les conditions d’application du critére spécial des séries
+00o
alternées, on peut alors conclure que, pour tout z € I, > fi/(z) est du signe de fo/(z).

k=0
Connaissant le signe de la dérivée de la fonction S, on peut alors déterminer la monotonie d[% S.
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3. Démontrer que la série de fonctions ) f,, converge uniformément sur [0, +ool.

Démonstration.

o Soit n € N*. Comme démontré dans la question précédente, pour tout x > 0, la série numérique
> fo(z) vérifie le critére des séries alternées). On en déduit, pour tout = € [0, 4+o00] :

n=1 400 —vn+lz 1
Ro(2)| = | S(z) = Su(@)| = | | < <
[Bul@)| = 5@ =$u@)| = | £ £@)] < [fan@)] = S < oy
Ainsi, pour tout n € N*, la fonction R,, est bornée sur [0, 4+o00[. De plus :
Vn € N* < < L
n €N 0 < || Rolloo, 0,400 < ntl
Or :
»0 — 0
n—-+0o
1
—
n+1 n—+oo
Ainsi, par théoréme d’encadrement, lim || Ry, ||, [0,4-00[ = O-
n—+00 >
On en conclut que la série > f,, converge uniformément sur [0, +oo]. 0
4. Démontrer que S est continue sur [0, +0o0l.
Démonstration.
(i) | Caractére ¢°
Pour tout n € N*, la fonction f,, est de classe € sur [0, +oo].
(i) | Convergence uniforme
La série de fonctions ) f, converge uniformément sur [0, +o00].
n=>1
+oo
On en conclut que la fonction ) f, est continue sur [0, +o0.
n=1 O

5. Citer la condition nécessaire de convergence uniforme d’une série de fonctions. Signaler un cas pour
lequel cette condition nécessaire est aussi suffisante.

Démonstration.

o Une condition nécessaire de convergence uniforme

Rappelons que pour tout n € N* : f,, = R,,_1 — R,,.

Si la série de fonctions Y f, converge uniformément sur I alors la suite (R,),en converge
uniformément sur I vers la fonction nulle h : z — 0. Il en est de méme de la suite (Ry—1)nen+.
On en déduire alors, par stabilité par combinaison linéaire de la convergence uniforme des suites
de fonctions, que la suite (f,) converge vers la fonction h — h = 0x(; k). On retiendra :

La suite de fonctions (fy)nen
= converge uniformément sur [
vers la fonction nulle

La série de fonctions > f,
converge uniformément sur /
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o Cas des séries de fonctions pour lesquelles le critére spécial des séries alternées est

N
Soit (fn)nen € (]RI ) une suite de fonctions a valeurs réelles.

On suppose que, pour tout x € I, la série numérique > f,(z) est une série qui vérifie les
hypothéses du critére spécial des séries alternées.

La série de fonctions > f, N La suite de fonctions (f,,) converge
converge uniformément sur [ uniformément sur I vers la fonction nulle

(=) C’est le point ci-dessus (vrai pour toutes séries de fonctions).

(<) Supposons que la suite (fy,) converge uniformément sur I vers la fonction nulle. Alors il existe
un rang ng € N a partir duquel toutes les fonctions de la suite (f,,) sont bornées.
Pour tout n > ng :

(car la série numérique > fn(x) vérifie le critére
| fora(2) [ . :

spécial des séries alternées)
< | fal2)] (car la suite numérique (| fn(z)|)

< fallo,s

¥r € 1, | Ro(2)]

N

nen €5t décroissante)

Cela démontre que pour tout n = ng, la fonction R, est bornée.
Deplus: || £, [, < [l

On en déduit, par théoréme d’encadrement : H R, HOO 7 T 0.
1 n—+4o00

On en conclut que la série de fonctions ) f, converge uniformément sur I. ]




