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Interrogation de cours 12

On considère la suite de fonctions (fn) définie par : ∀n ∈ N∗, fn : x 7→ (−1)n

n+ x
.

1. Démontrer que la série de fonctions
∑

fn converge simplement sur ]− 1,+∞[.

2. Démontrer que la série de fonctions
∑

fn converge uniformément sur ]− 1,+∞[.

3. Pour tout n ∈ N∗, on note fn : x 7→ 1

n+ n2 x2
.

On note : S : x 7→
+∞∑
k=1

fk(x). On admet que la fonction S est définie sur ]0,+∞[.

Pour tout x > 0, on note φx : t 7→ 1

t+ t2 x2
. Dans la suite, on pourra se servir du fait que, pour

tout x > 0, la fonction φx est décroissante sur [1,+∞[.
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a) Démontrer : ∀x > 0, ∀k ∈ N∗, φx(k) ⩾
∫ k+1

k
φx(t) dt ⩾ φx(k + 1).

b) Pour tout z ⩾ 1, démontrer : ∀x > 0,
∫ z

1
φz(t) dt = ln(1 + x2)− ln

(
x2 +

1

z

)
.

(on pourra se servir de l’égalité : φx(t) =
1

t
− x2

1 + x2 t
)

c) Démontrer enfin : ∀x > 0, ln(1 + x2)− ln(x2) ⩽ S(x) ⩽ ln(1 + x2)− ln(x2) +
1

1 + x2
.
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