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Interrogation de cours 2

1. Compléter les développements limités en 0 suivants. On les écrira a 'ordre 3.

Démonstration. )

T = 1 + = + 2% + 190(1‘3)

2
In(l1+z) = T - 5 + rgo(a:‘g)

22
ex=1+w+5+190(x3)

22
cos(z) = 1 - 3 + xgo(x3)

Commentaire

« Dans la question, il est demandé d’écrire les développements limités & 'ordre 3. Il était aussi
correct d’écrire :

T - Lt or o+t @+ o (%)
2 3
In(l+2z) = r — % + % + 30(933)
22 3
=1 4T+ 5+ T H o (%)
22
cos(z) = 1 - 3 + 00(x3)

« Pour passer de cette écriture a celle présente dans 1’énoncé, il suffit de comprendre :

0] (x?’)

z—0

3 3\ _
o) =

La notation O (x3) permet de regrouper tous les termes qui sont, au pire, de 'ordre de z3. Cela

z—0
concerne tous les termes en z3 et tous les plus petits qui suivent (celui en 2*, celui en 2° etc.).
D’ailleurs, on pouvait écrire :

+ O (2%

2
cos(z) = 1 -y o

puisque le terme qui suit celui en z? dans ce développement limité est un terme en z*.

« Il est alors légitime de se poser la question de la présentation & privilégier. Le point précédent
permet de comprendre que la notation O (333) permet de « gagner un rang » par rapport a la
z—0

notation o (:U3), ce qui s’avére souvent utile.
z—0

O
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1
2. Déterminer la nature de la série ) < 1 —cos <n
ne

On commencera par déterminer un équivalent du terme général.

Démonstration.
« Tout d’abord : 1
— 2 4
cos(z) = 1-— 3 —i—xgo(x )
donc —cos(zr) = -1+ E 2%+ O (2
2 z—0
donc 1—cos(z) = E 22+ O (z*)
2 z—0
_— 1,
En particulier : 1 — cos(x) ~ = x*.
z—0

o Comme — 0, on en déduit :

ne" n—+oo
1 1 1 \? 11
1—cos| — ~ = — = - ——
net ) notoo 2 nen 2 n2e2n

o Il est précisé dans la question qu’il faut déterminer un équivalent de la suite
1
(1 — cos (n) ) . L’équivalent :
ne neN*

cos(z) =1 ~ — 5
z—0

est usuel et peut étre utilisé directement. Il est aussi possible, comme détaillé dans la cor-
rection, de démontrer cet équivalent en détaillant le développement limité de la fonction exp
au voisinage de 0.

o Il ne faut surtout pas écrire :

Si le résultat obtenu est correct, la maniére d’y parvenir ne I'est pas. Il convient de retenir
qu’on NE peut PAS sommer des équivalents. Si on est tenté de le faire, c’est certainement
qu’il faut passer par un développement limité (comme cela est détaillé dans la correction).

1
e x VnEN*, — >0
n
< > < : )
x 1 —cos —
ner nﬁﬂroo n
l 212
2 nZe2n L
En effet : n12 2 eQ” njw 0.

1
x La série ) — est convergente en tant que série de Riemann d’exposant 2 (> 1).
n

Ainsi, par théoréme d’équivalence des séries & termes positifs, la série

1
> <1 — cos <n>> est (absolument) convergente.
ne
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Commentaire \

e Le premier calcul d’équivalent permet d’obtenir une suite d’expression plus simple que

1
1—cos|{— et qui a le méme comportement asymptotique.
new neN*

ne

1 1
o Pour démontrer que la suite <1 — cos <n>> est négligeable devant <2> , il suffit
n

neN*

1 1
alors de démontrer que la suite <2 n2e2”> lest.

o On aurait aussi pu utiliser la propriété :

(i) <o ((E))

en faisant ainsi apparaitre le terme général d’une série géométrique de raison

\.

M

3. Dans la suite, on note E = RN Pensemble des suites & coefficients réels.

a) Démontrer que I'ensemble F' = {(u,) € RN | ¥n € N, 2u,,1 — 3u, = 0} est un sous-espace
vectoriel de E.

Démonstration.
Démontrons que I'ensemble F' = {(u,) € RN | Vn € N, 2u,41 — 3u, = 0} est un sous-espace
vectoriel de F.

(i) F C E par définition.
(ii) F # @ car O € F.
En effet, si on note (u,) la suite nulle (définie par : Vn € N, u,, = 0), alors, pour tout n € N :

2X Upy1 —3 XU, =2%xXx0—-3x0=0

(i) Démontrons que F est stable par combinaisons linéaires.
Soit (A, u) € K2.
Soit ((un), (vn)) € F2.
Il s’agit de démontrer : A - (up) + g+ (up) = (A X wp + p X vy) € F.

Notons (wy,) cette suite. Pour tout n € N* :
2X Wy =3 X wp = 2X (A X Upgr + X Up1) —3X (A X up + 1 X vy)
= 2AXUpy1 + 20 X Upg1 —3AX Uy — 3 X vy

= AX (2upt1 —3un) + o X (2vp41 — 30y)

= Ax04+px0 (car (uyp) € F et (v,) € F)
=0
Ainsi @ A (up) + - (vy) € F. 0
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b) L’ensemble F = {(u,) € RN | ¥n € N, 2w, 41 — 3u, = 1} est-il un sous-espace vectoriel de E ?
Justifier.

Démonstration.
Notons (uy,) la suite nulle Og, ¢’est-a-dire la suite définie par : Vn € N, u,, = 0.

2xXu —3xuy=2x0—-3x0=0+#1

Ainsi, O ¢ F. Cela démontre que l’ensemble F' n’est pas un sous-espace vectoriel de E.

Commentaire .

Dans cette question, on démontre : (u,) ¢ F. Pour ce faire, on démontre que la propriété
d’appartenance & F' n’est pas vérifiée par la suite (u,). Autrement dit, on souhaite démontrer :

NON(Vn € N, 2 X upy1 —3 X up = 1)

c’est-a-dire : Jig € N, 2 X wjo41 — 3 X w4y # 1.
Dans la démonstration, on se contente alors de démontrer : 2 X ugy; — 3 X ug # 1, ce qui est

suffisant pour conclure. B
L

J




