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Interrogation de cours 6

On note %, = (P, P1, P») la base canonique de Ry[X].
v Ro[X] — Ry[X]
P 2XP(X)-(X2-1)P(X)
Enfin, on note Ry =14+2X 4+ X2 R =1-2X +X?et Ry =1— X2

On définit 'application ¢ suivante :

1. Démontrer que ¢ est une application linéaire.

Démonstration.

Soit (A, 1) € R? et soit (P, Q) € (RQ[X]>2.

eA-P+p-Q)

- 2x ()\~P+M-Q>(X)
- =) (A PruQ)(x)

= 2X (A P(X)+p-Q(X)) (par linéarité de ’évaluation)
- (X2=-1) (AP +p-Q)X) (par linéarité de la dérivation)

= 2X (X P(X) 4 p-Q(X))

- (X2-1) (XA P(X)+p- QX)) (par linéarité de ’évaluation)
Y <2X P(X)) e (2X Q(X))

+ A (= (2= PO e (- (X1 QX))
= <2X P(X)— (X2 -1) P’(X))

+ o (2X QX) - (X2 1) (X))
= Ao(P)+p-9(@Q)

L’application ¢ est donc linéaire.

« Dans I’énoncé, on écrit : p(P) =2X P(X) — (X2 -1) P/(X).

Cette écriture est un léger abus de notation. De maniére rigoureuse, on devrait faire la distinc-
tion entre les écritures R et R(X) lorsqu’on désigne un élément de R[X]. Plus précisément, on
devrait définir ¢ comme 'application qui & un polynéme P associe le polynome ¢(P) défini
par :

(#(P)(X) =2X P(X) - (X* 1) P'(X)
On comprend aisément l'intérét de ’abus de notation précédent qui permet d’éviter cette
lourdeur d’écriture.

o C’est pour cela qu'on écrit : p(A- P+ - Q) en lieu et place de (p(A- P+ p- Q) )(X).
Pour plus de lisibilité, on s’autorise un tel abus dans la suite de ’exercice.
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2. Déterminer p(FPp), ¢(P1), ¢(P2) (les calculs ne sont pas attendus sur la copie).

Démonstration.
. (¢(P0)>(X) = 2X Py(X) — (X2 — 1) BYXT
= 2X (car Pj(X)=0)
Ainsi : o(Py) =0-Py+2-Pi+0-P;.

o (eP))(X) = 2X Pi(X) - (X2 =1) P(X)
= 2X?2-(X?2-1) (car P{(X)=1)
= X241
Ainsi: p(P1)=1-Py+0-Pi+1-P;.
o (pP)(X) = 2X B(X) - (X2 1) Py(X)
= 2X3 - (X?2-1)2X (car Py(X) =2X)
= 2X
AinSi:@(PQ)ZO-P0+2-P1+O-P2. O
3. a) Déduire de la question précédente que la fonction ¢ est un endomorphisme de Ro[X].

Démonstration.

Soit P € Ro[X]. I existe (ag, ar,a2) € R® tel que : P =ag- Py +ay - Py +as - Ps.

¢(P) = ¢(ao-Po+ar-Pi+az-P)
= ag-p(Po) +a1-p(P1)+az-o(P) (par linéarité de ¢)

On en déduit :
deg (p(P)) < max (deg (#(Py)), deg (o(P1)), deg (w(Pz))>
= max <deg (2X),deg (X2 + 1),deg (2X))

— max (1,2,1)

Finalement : deg (¢(P)) < 2 et ainsi : w(Rg [X]) C Ro[X].

L’application ¢ est linéaire ET a valeurs dans Ry[X].
C’est donc un endomorphisme de Ro[X].

Commentaire

« Dans I’énoncé, la fonction ¢ est présentée avec Ro[X]| comme ensemble de départ et d’arrivée.
Pour autant, cela ne consiste en rien en une démonstration. Il est donc important de démontrer
que ¢ est & valeurs dans Ry[X]. Autrement dit, il faut démontrer : ¢ (Ra[X]) C Ry[X].
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Commentaire

« Démontrer qu’une application est & valeurs dans Ka[X] est parfois trés simple.
Considérons par exemple I'application :

w : K2[X] — KQ[X]
P — XP(X+1)-X2P'(X)

Remarquons que pour tout P € Ky[X] (c’est-a-dire pour tout polynéme P ) coefficients dans
K tel que deg(P) < 2) :

deg (X P/(X +1) — X2 P"(X)) < max (deg (X P/(X + 1)), deg (X? P”(X)))

Or :
x deg (X P'(X +1)) = deg(X) + deg (P'(X +1)) =1+deg (P'(X)) < 1+1=2,
« deg (X2 P"(X)) = deg (X?) +deg (P"(X)) =2+ deg (P"(X)) < 2+0=2.
Ainsi : deg (¢(P)) < 2.

« Une telle démonstration n’aboutirait pas pour cet exercice. En effet, pour tout P € Ro[X] :
deg(P) <2, deg(P)<1 et deg(P)<0
(rappelons au passage qu’un polyndme de degré 0 est un polynéme constant non nul; un

polynome de degré au plus 0 est donc un polynéme constant éventuellement nul)

On procéde comme dans le point précédent. Tout d’abord :
x deg (2X P(X)) <1+2=3,

x deg (— (X?—1) PI(X)) <2+1=3,

On en déduit : deg (p(P)) < 3 ce qui démontre :

p(Ra[X]) C R3[X]

Pour démontrer la propriété : ¢(Ro[X]) C Rp[X] (qui ne contredit pas celle au-dessus) on
doit alors faire une démonstration plus détaillée comme celle du corrigée.

o On pouvait aussi écrire :

p(P) = ¢(ag-Py+ar-Pr+ay- Py)
= ao-p(Ry) +a1-o(Pr)+az- (%) (par linéarité de p)
- ag - <2XP0 (X2 ))
<2X Pi(X)— (X2 1) P{(X))
(2X Py(X) — (X2 —1) PZ’(X)>
= 2ag9 - X

+ a1-<2XX—(X2—1)>

+ a2~(2XX2—(X2—1)2X)
= 2a0-X+a1-<2X2—X2+1>+a2-(W—W+2X>
= a1+ (2a0+2a2) X +a; X?
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Commentaire

« Les points précédents mettent en avant certaines propriétés (a connaitre !) sur le degré des
polynémes. Plus précisément, si P et @ sont deux polynomes de R[X] alors :

deg (P X Q) = deg(P) + deg(Q) deg (P + Q) < max (deg(P), deg(Q))
. []

b) Ecrire la matrice représentative de ¢ dans la base ;.

Démonstration.
D’aprés la question 2 :

x p(Py))=0-Py+2-P,+0-P,. On en conclut : Mat p, p, ) (gp(PO)) =12

x p(P1)=1-Py+0-P;,+1-P,. On en conclut : Mat p, p, ) (gp(Pl)) =10

x p(P)=0-Py+2-P;+0-P,. On en conclut : Mat p, p, ) (gp(Pg)) =12

o N O
==

On en conclut : Mat(pmphpz)((p) = (

=N E=
N~
]

c¢) Déterminer Im(yp).

Démonstration.

Im(p) = Vect (¢(Po),¢(P1),o(P2)) = Vect (2X,1+4 X% 2X) = Vect (2X,1+ X?).

Commentaire

Il faut faire attention aux objets manipulés. On doit déterminer Im(y), image d’un en-
domorphisme de Rg[X]. On doit donc obtenir un sous-espace vectoriel de Ro[X]. Si P et
U = Matp, p, pg)(P) sont deux représentations différentes du méme polynéme P, cela n’au-
torise pas pour autant a écrire ’égalité entre ces deux éléments :

ag 1

ap-Po+a1-Pr+as- P >< (al) Vect (Po + PQ) >< Vect (0)
az et 1

€ Ko[X] € M31(K) C Ker (¢) C Ker (A)

I
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4. Déterminer Ker(¢p).

Démonstration.
« Soit P € Ry[X]. 1l existe donc (ag,a1,as) € R3 tel que : P =ag-Py+ay- Py +az - P».

ao
Notons alors U = Matp, p, p,)(P) = (al).

a
Pe Ker(cp) < QO(P) ORQ[X]
< AU = 0//3,1([@)
010 ag 0
<— 2 0 2)lar] =10
0 1 0/ \ao 0
al =0
<— 2 ag + 2a9 = 0
al =0
Li Ly 2 ag + 2a0 = 0
<— al =0
al =0
Ly Ly — Ly 2 ag + 2ay = 0
< aq =0
0 =0
2 ag = —2a9 (en choisissant ag comme
ap = 0 variable auziliaire)

e On en déduit :
Ker(p) = {P €Ro[X]| (p(P) = Op,x]}
= {ao-Po+a1-Pr+az P €Ro[X] | ap=—as et a3 =0}
= {—a2~Po+a2~P2\a2€R}
= {ag-(—P0+P2)\a2€R}

= Vect(—FPy + P)

Ker (go) = Vect (X2 — 1)

Commentaire

o Il est aussi possible d’utiliser la remarque de la question 3.a). Plus précisément :

P eKer(p) <= ¢(P)=0p,x]
<~ a1 -Py+ (2a0+2a2) -Pr4a - P ZORQ[X]

ai = 0
< 2ag + 2a0 = 0
aq =0

(ce qu’on appelle identification en premiére année n'est autre que la propriété d’unicité de
Uécriture d’un polyéme comme CL des vecteurs la famille libre (Py, Py, P3)) ]
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5. On admet, sans démonstration, que la famille Zy = (R, R1, R2) est une base de Ry[X].

a) Déterminer la matrice de passage de %1 & HBs. On la notera P.

Démonstration.

e Ro(X) = 142X+ X?
= 1-Ph+2-P+1 P

1
On en conclut : Mat(po’phpQ)(Ro) = (?)
e Ri(X) = 1-2X+X?

= 1-P-2-P+1-P

1
On en conclut : Mat(p, p, p,) (R1) = (_2)_
1

. Ry(X) = 1-X?
= 1-B+0-P—-1-P,

1
On en conclut : Mat(p07p17p2)(R2) = ( 0 )
-1

1 1 1
Finalement : P = Py, », = (2 -2 0 )

b) Déterminer D = Mat g, ().

Démonstration.

o (p(B0))(X) = 2X Ry(X) - (X2~ 1) By(X)
= 2X (1+2X+X?)—(X2-1) (2+2X)
= 2X+4X2+2X%-2X24+2-2X%+2X
= 2+4X+2X2
= 2 (1+2X+X?)

Ainsi : ¢(Rp) =2-Ro+0- Ry +0- Ro.

2
On en conclut : Mat(Ro,Rl,Rg)(SO(RO)) = (0)
0

o (P(B))(X) = 2X Ri(X) - (X2~ 1) RY(X)
= 2X (1-2X+X?)—(X2—-1) (-2 +2X)
= 2X —4X?42X%+2X%2-2-2X%4+2X
= —2+4X-2X?
= —2(1-2X+X?)

Ainsi: ¢(R1) =0-Ry—2-R1 +0- Ro.

0
On en conclut : Mat(Ro,Rl,Rg)(SO(Rl)) = (_2>_
0
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o (P(B))(X) = 2X Ra(X) - (X2 = 1) By(X)
= 2X (1-X%)—(X?2-1) (-2X)
= 2X -2X°4+2X% -2X
=0

Ainsi : ¢(R2) =0-Ro+0-R1 +0- Ro.

0
On en conclut : Mat(RmRLRQ)(gp(RQ)) = (0)
0

2 0 0
Finalement : D = Matg, (gp) = (0 -2 0) .
0

O
¢) Donner le lien entre A, P et D.
Démonstration.
Par formule de changement de base :
Mat 4, (90) = P%,%2 x Matg, ((p) X PBy, P
= P X D x P!
_ -1
A=PxDxP .

Prenons un peu de recul ...

« Dans cet exercice, on étudie un endormorphisme de Rz[X]. Dans le cours, on a vu que lorsque 'on
travaille sur un R-espace vectoriel E de dimension finie n € N*| les endomorphismes « ne sont autres
que les matrices carrées d’ordre n ». L’endomorphisme ¢ est naturellement représenté par la matrice
A. Plus précisément, A est la matrice représentative de ¢ dans la base canonique %, de Ro[X].

o Il est naturel de se poser la question de l'existence d’'une base dans laquelle la matrice de ¢ s’ex-
primerait de maniére simple. En particulier, on s’interroge sur l'existence d’une base dans laquelle
la matrice de ¢ serait diagonale. Il est intéressant de remarquer qu'une telle base de polynémes
(Ro, R1, Ro) € (Ry[X])? vérifie :

w0 0
Mat (ry Ry, Rro) () = (0 12 0) & VYie[1,3], o(R;) = pi R
0 0 pu3

o Cet exercice permet d’introduire tous les objets que 1’on va rencontrer lors du chapitre de réduction
des endomorphismes :

x les scalaires A qui vérifient la propriété : IR # Op,[x, ©(R) = X - R, sont appelés les valeurs
propres de I’endomorphisme .

x les polynoémes non nuls R tels que ¢(R) = A - R sont des vecteurs propres de ’endomorphisme ¢
associés a la valeur propre A.

x s'il existe une base dans laquelle la matrice représentative de ¢ est diagonale, on dit que ’endo-
morphisme est diagonalisable.

x s’il existe une base dans laquelle la matrice représentative de ¢ est triangulaire, on dit que ’en-
domorphisme est trigonalisable.




