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Interrogation de cours 8

e_n

14 ¢2 dt.

+o0
Pour tout n € N*, on note I, = /
0

1. A P’aide du théoréme de convergence dominée, déterminer : lim I,,.
n——+00

Démonstration. ,

e n
1+t2

Pour tout n € N*, on définit la fonction f, : t —

(i) | Existence d’une limite finie - étude « en n »

« Pour tout ¢y € [0, +o0], la suite numérique ( fn(to)) est convergente, de limite :

) 0
e n e 1
f(to) n—l>r—|I—100 1+ tp2 1+ tp2 1+ to2

Cela démontre que la suite de fonctions (f,,) converge simplement sur [0, +oo[ vers la fonction

1
e ——.
! 14 ¢2

« La fonction f:t est continue par morceaux sur [0, 4o00].

1
1+t

(i1) | Intégrabilité (par domination) - étude « en ¢ »

« Pour tout n € N*| la fonction f,, est continue par morceaux sur [0, +oo].

« Pour tout n € N*, pour tout t € [0, +o0] :

t t
‘ e n e n 1
t = = g
[ #2®)] |1+¢2| 14t 1412
: 1 .
De plus, la fonction ¢ — e est intégrable sur [0, +00].

(cette inégalité démontre donc au passage que la fonction f, est intégrable sur [0, +o0])

Finalement, par théoréme de convergence dominée, la fonction f est intégrable sur [0, +oo et :

. +oo e ' Y e !
dm ([T ) = [T (o) e = [T e = [T

Enfin :
+oo 1 d o +o0
; e t = [arctan(t) |,

lim arctan(t)) — arctan(0)

t—+00

-0
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On en dedult.ngrfoo I, = 5 -
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2. Le but de I'exercice est de démontrer : / n(t) dt=-3% —.
0 1—t n=1"N

a) Ecrire la quantité sous forme d’une somme infinie en précisant pour quelle valeur de ¢ cette

égalité est vérifiée.

Démonstration.

1 oo
Vte]—l,l[, ﬁ - kzotk

b) Soit k € N*. Que vaut : %in% t* In(t) ? (on n’attend pas d’argument)
%

Démontrer que pour tout k& € N*, la fonction fy, : ¢ = t* In(¢) est intégrable sur [0, 1].

Démonstration.
« Pour tout k € N*, lim ¢* In(¢) = 0.
t—0

« Soit k € N*. La fonction fj : t +— t¥ In(#) :
x est continue sur 'intervalle |0, 1].
x admet une limite finie en 0.

Ainsi, la fonction fi est prolongeable par continuité en 0 en posant fi(0) = 0.
La fonction ainsi prolongée est continue sur le SEGMENT [0, 1] et donc intégrable sur [0,1]. [

1

1
C) Démontrer : Vk c N7 /0 tk ].n(t) dt = —W

Démonstration.

o Soit k € N*. Par intégration par parties, sous réserve de convergence :

1
/ t* In(t) dt
0

1 1 1 ! 1
= —— [t @) ] ——— [ " - dt
il o) ], — 5 0 t
(le crochet généralisé étant
1 e+l okt 1 ! k convergent, les deuz intégrales
= — (1 D) — ( w ) ) - —— th dt ;
k+1 t E+1 Jo sont de méme nature et sont

donc convergentes d’aprés 2.b))

Commentaire \

« En 2.b) on démontre que la fonction f* est intégrable sur [0, 1], pour tout k € N*. Il faudrait
aussi le faire en k = 0. Le programme officiel autorise & affirmer, sans démonstration, que
la fonction In est intégrable en 0.

« On peut aussi utiliser la seconde intégrale. Pour tout k € N, la fonction ¢ — t* est continue
sur le SEGMENT [0, 1] donc intégrable sur ce segment.

L
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d) Pour tout tg € |0, 1], démontrer que la série numérique » | to™ In(tp) est convergente.

Démonstration.
Soit tg € [0,1]. Deux cas se présentent.

e Sitg=1:1" In(1) = 0.

La série ) 0 est convergente.
. Slto S ]0,1[

x Vn e N, tg = 0
X ’ton hl(to)‘z}to ’nX ‘ ln(to)‘ :tonX ‘ ln(to)}: @) (t(]n)

n—-+oo
x La série Y to" est convergente en tant que série géométrique de raison to € |0, 1.

Par théoréme de comparaison des séries a termes positifs, la série Y t¢" In(tg) est (absolument)
convergente.

Pour tout ¢y € ]0,1], la série Y to" In(tp) est convergente. 0

e) Démontrer, a I’aide du théoréme d’intégration terme a terme, le résultat souhaité.

On prendra soin de citer les hypothéses avec précision.

Démonstration.

(i) | Existence d’une limite finie - étude « en n »

» D’aprés la question 2.d), pour tout I = ]0,1[ la série > f,(t) est convergente.

In(t)

¢ est continue par morceaux

+oo +oo
» De plus, la fonction S : ¢ = > tF In(t) = In(t) x > tF =
k=0 k=0
sur ]0, 1[.

(ii) | Intégrabilité - étude «en t »

D’aprés la question 2.b), pour tout n € N, la fonction f,, est intégrable sur |0, 1.

(ii1) | Hypothése spécifique

Remarquons :
1 1
/0 | fa(t) | dt = /0 | ¢" In(t) | dt
1
= / t" x| In(t) | dt
0
= /1 " x (—1In(t)) dt (car In(t) <0 si t € ]0,1[)
0

1
= - / " In(t) dt
0

1
= W (d’apres la question 2.c))
n

La série numérique » 5 est convergente.

1
(n+1)
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On en conclut, par théoréme d’intégration terme & terme que la fonction S est intégrable sur
10,1[. De plus :

S(t) dt = / 1 S(t) dt
0

_ /O 1 Cz:jz t” ln(t)> dt
= :sz (/01 £ In(t) dt)

10,1]

e -1
B nz::O (n+1)2
T 1
= X e
Finalement : /1 In(t) dt = —Jio i
o 1—t = n? ]




