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Interrogation de cours 9

On note F = R3.

Soit f € Z(F) I'endomorphisme dont la matrice représentative dans la base canonique Z = (eq, ez, €3)

de E est :
-1 1 -1
A=[-1 1 -2
-1 1 -2

1. L’endomorphisme f est-il bijectif ?
Que peut-on en déduire ?

Démonstration.
Remarquons :

(en effet, la matrice A est non inversible puisque
ses deux premiéres colonnes sont opposées)

det(f) = det(A) =0

On en déduit que 0 est valeurs propre de f. O

2. Démontrer : y;(X) = X(X +1)2
On attend les calculs sur la feuille (il n’est pas nécessaire de mentionner les opérations effectuées).

Démonstration.
xr(X) = XMat g (f) (X)
- det (X13 - Mat,%(f))
X+1 -1 1
= 1 X -1 2
1 —1 X +2
Lo Ly 1 -1 X +2
i -] 1 x-1 2
X +1 —1 1
Lo« Lo— Ly
Ly Ly— (X + 1)Ly 1 -1 X+2
= (=1) |0 X -X
0 —1—(X+1)(-1) 1-(X+1)(X+2)

(en développant par
rapport a la 16" colonne)

X -X

= (FDx (DT xIx Y gy oy

1 -X

- _X’1 ~1-3X - X?

_ —X (-1-3X - X%) + X )
= AX () (X2 +2X +1)

Ainsi : x7(X) = X (X2 42X +1) = X (X +1)%).
On en déduit : Sp(f) = {0,—1}. O
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3. Déterminer dim (Eo(f)).
Démonstration.
Remarquons :
1 < dim (Eo(f)) < mo(f) =1
Ainsi : dim (Ey(f)) = 1. O

4. a) Déterminer E_

Démonstration.

o Soit u € R3. 1l existe donc

(x
x
Notons U = Matg(u Yy
z

u€ E_1(f)

e On en déduit :

E_i(f)

1(f) (selon la méthode de votre choix).

.y, 2) € R3 tel que u = (2,9, 2).

(f—l—idE)(u) = Ops

(A+I3)U O///sl()

y —_

+ 2y -

+ Yy —

L1 ¢ Lo + 2y —
et Yy —

+ Yy —

Ly« Ly — L + 2y -
< Yy —
Ly« Ly — Lo —r 4+ 2y -
< Yy —
{ + 2y =

y =

LleLl 2Ly - 0
Yy = =z

= {(z,9,2) eR® | f(u) =u}
= {(x,y,z)€R3 | 2=0 et

= {(0,z,2) eR® | z€R}

= {z-(1,0,1) eR® | z€R}

= Vect ((0,1,1))

E_1(f) = Vect ((0,1,1))

2z
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Commentaire

Il faut s’habituer a déterminer les ensembles Ey(A) par lecture de la matrice A — A Is.

Ilustrons la méthode avec la matrice de 'exercice et A = —1.
x

On cherche les vecteurs X = |y | de E_1(A) c’est-a-dire les vecteurs tels que : (A +I3) X =

z

0 1 -1 T
-1 2 =2 y
-1 1 -1 z

0///3}1(]1@).

Or :

r-Cr+y -Co+2-Cs

() ) ()

0
Pour obtenir le vecteur (O) a ’aide de cette combinaison linéaire, on peut choisir y = z et donc
0
x =0 (on remarque C3 = —C3).
0
En prenant par exemple z = 1, on obtient (1) € E_1(A) et ainsi :
1
0
Vect | |1 c E_i(4)
1

Cette inclusion est en réalité une égalité. En effet, d’aprés le théoréme du rang :

dim (%3@(]1%)) = dim (E_l(A)) + rg(A-f—I;;)

3 9 (par un calcul rapide a l'aide

de lalgorithme du pivot)

Ainsi : dim (E_1(A)) =3 — 2 =1 et I'égalit¢ annoncée est vérifiée.

i
b) L’endomorphisme f est-il diagonalisable (sur R)?
Démonstration.
. La famille F = ((0,1,1)) est :
x libre car constituée uniquement d’un vecteur non nul.
x génératrice de E_1(f).
La famille ((1, 1, 1)) est donc une base de E_1(f).
e On en conclut en particulier :
dim (E_1(f)) = 1 # 2 = m_1(/f)
Ainsi, 'endomorphisme f N’est PAS diagonalisable. =
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« Dans cet exercice, on considére E un K-espace vectoriel de dimension n = 5 et f € Z(E) un
endomorphisme de F.

« On suppose : f3 = 3f% — 2f.

5. Déterminer un polynome annulateur de f.
Que peut-on en déduire sur les valeurs propres de f?

Démonstration.
Le polynéme P(X) = X3 —3X? 42X = X (X? —3X +2) = X (X — 1) (X — 2) est un polynéome
annulateur de f.

racines de P, polynome } ={0,1,2}

saf) < {

annulateur de f O
6. Démontrer que f est diagonalisable.
Démonstration.
Le polynéme P est un polynéme annulateur de f scindé a racines
simples. On en déduit que f est diagonalisable. O




